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1
Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÀêòóàëüíîñòü òåìû. Âñå äâóìåðíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ñèñòåìû ìîæíîóñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàññà: �ðàöèîíàëüíûå� è �ëîãàðèôìè÷åñêèå�.Êðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïåðâîãî èç íèõ îïèñûâàåòñÿ ðàöèîíàëüíûìè êîí-ôîðìíûìè òåîðèÿìè ïîëÿ, äèíàìèêà êîòîðûõ çàäàåòñÿ ñàìîñîïðÿæåí-íûì îïåðàòîðîì ýâîëþöèè, à ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé ìî-æåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðÿìóþ ñóììó êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðèâîäèìûõìóëüòèïëåòîâ ïî îòíîøåíèþ ê ïîðîæäàþùåé ñïåêòð àëãåáðå. Ê êëàñ-ñó ðàöèîíàëüíûõ ñòàòôèçè÷åñêèõ ñèñòåì îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, õîðîøîèçâåñòíûå ìîäåëè Èçèíãà1 è Ïîòòñà2, ìîäåëèðóþùèå êðèòè÷åñêèå ÿâ-ëåíèÿ â ôåððîìàãíåòèêàõ, à òàêæå âåðøèííûå ìîäåëè3, îïèñûâàþùèåêðèòè÷åñêèå òî÷êè äëÿ ñåãíåòîýëåêòðèêîâ.Ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ðàöèîíàëüíûõ òåîðèé ââåäåíû â îñíîâîïîëàãà-þùåé ðàáîòå Áåëàâèíà, Ïîëÿêîâà è Çàìîëîä÷èêîâà4, ãäå áûëè �äèàãîíà-ëèçîâàíû� êîíôîðìíûå äèíàìè÷åñêèå (áóòñòðàïíûå) óðàâíåíèÿ è ïîëó-÷åíî áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî èõ òî÷íûõ ðåøåíèé � ìèíèìàëüíûå ìîäåëè

M(p, p′). Ýòè ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ òî÷íî ðåøàåìûìè â î÷åíü ñèëüíîì ñìûñ-ëå: êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè è àíîìàëüíûå ðàçìåðíîñòè âñåõ ïîëåé ìî-ãóò áûòü ÿâíî âû÷èñëåíû. Ìíîãèå ìèíèìàëüíûå ìîäåëè îòîæäåñòâëÿ-þòñÿ ñ èçâåñòíûìè êðèòè÷åñêèìè è ìóëüòèêðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè äâó-ìåðíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñèñòåì. Â ÷àñòíîñòè, ïðîñòåéøàÿ íåòðèâèàëüíàÿìèíèìàëüíàÿ ìîäåëü M(3, 4) îïèñûâàåò õîðîøî èçâåñòíóþ êðèòè÷åñêóþòî÷êó ìîäåëè Èçèíãà, à ìîäåëü M(5, 6) îïèñûâàåò êðèòè÷åñêóþ òî÷êóìîäåëè Ïîòòñà ñ Z3 ñèììåòðèåé.1E. Ising, Z. Phys. 31, 253 (1925).2R.B. Potts, Proc. Cam. Phil. Soc. 48, 106 (1952).3R.J. Baxter, Exactly solved models in statistical mechanics, Academic Press, New York, 1982.4A.A. Belavin, A.M. Polyakov, A.A. Zamolodchikov, Nucl. Phys. B 241 (2): 333-380 , 1984.



2 Íàêîïëåííûå ê íàñòîÿùåìó ìîìåíòó çíàíèÿ î ðàöèîíàëüíûõ ìîäåëÿõäâóìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ (RCFTs) ñòîëü æå îáøèðíû è àêñè-îìàòè÷åñêè ïðîðàáîòàíû5 êàê, íàïðèìåð, â òåîðèè ïðîñòûõ àëãåáð Ëè.Ïðîäîëæàÿ òó æå àíàëîãèþ, ìîæíî äîáàâèòü, ÷òî RCFTs ïðåäñòàâëþòñîáîé ëèøü ìàëóþ ÷àñòü âñåãî ìíîãîîáðàçèÿ CFT, òàê æå êàê è ïîëó-ïðîñòûå àëãåáðû Ëè ÿâëÿþòñÿ íå áîëåå ÷åì ìàëûì ïîäìíîæåñòâîì âñóùåñòâåííî áîëåå øèðîêîì êëàññå.Èññëåäîâàíèå áîëåå øèðîêîãî, ëîãàðèôìè÷åñêîãî êëàññà êîíôîðìíûõòåîðèé ìîòèâèðîâàíî, â îñîáåííîñòè, ïðèëîæåíèÿìè � â ëèòåðàòóðå6èìååòñÿ âñå âîçðàñòàþùàÿ î÷åâèäíîñòü òîãî ôàêòà, ÷òî íåêîòîðûå ñè-ñòåìû ñ áåñïîðÿäêîì â êðèòè÷åñêîé òî÷êå ïðîÿâëÿþò äâà íåîáû÷íûõñâîéñòâà: ñóùåñòâîâàíèå â ñïåêòðå òåîðèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ îïåðàòî-ðîâ (êîððåëÿöèîííûå ôóíêöèè ñ êîòîðûìè ñîäåðæàò ëîãàðèôìè÷åñêèåðàñõîäèìîñòè) è ñóùåñòâîâàíèå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ðåëåâàíòíûõ îïå-ðàòîðîâ ñ îòðèöàòåëüíûìè êîíôîðìíûìè ðàçìåðíîñòÿìè. Ñèñòåìû ñòàêèì ñâîéñòâîì íå äîïóñêàþò îïèñàíèÿ ïðè ïîìîùè äèàãîíàëèçóåìîéòðàíñôåð-ìàòðèöû � ðåøåòî÷íîé âåðñèè îïåðàòîðà ýâîëþöèè � è îòíî-ñÿòñÿ ê ëîãàðèôìè÷åñêîìó òèïó.Ê ëîãàðèôìè÷åñêîìó êëàññó çàäà÷ îòíîñÿòñÿ òàêæå òåîðèè (ìóëü-òè)êðèòè÷åñêèõ ïîëèìåðîâ7, ôàçîâûå ïåðåõîäû ìåæäó ïëàòî â öåëî÷èñ-ëåííîì êâàíòîâîì ýôôåêòå Õîëëà8, êðèòè÷åñêèå òî÷êè â ñòàòèñòè÷åñêèõìîäåëÿõ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, òàêèõ êàê äâóìåðíàÿ ïåðêî-ëÿöèÿ9, çàäà÷à äèìåðîâ10 è çàäà÷à î çàïîëíÿþùèõ äåðåâüÿõ11, à òàêæå5G. Moore and N. Seiberg, Lectures on RCFT, Physics, Geometry, and Topology, 1989.6J.-S. Caux, I.I. Kogan, A.M. Tsvelik, Nucl. Phys. B466, 444 (1996); J.-S. Caux, I.I. Kogan,A. Lewis and A.M. Tsvelik, Nucl. Phys. B489, 469 (1997); Z. Maassarani, D. Serban, Nucl.Phys. B489, 603 (1997); J.-S. Caux, N. Taniguchi, A.M. Tsvelik, Nucl. Phys. B525, 671 (1998);S. Guruswamy, A. LeClair, A.W.W. Ludwig, Nucl. Phys. B583, 475 (2000).7H. Saleur, Nucl. Phys. B382, 486 (1992); H.G. Kausch, hep-th/9510149.8V. Gurarie, M. Flohr, C. Nayak, Nucl. Phys. B498, 513 (1997); K. Ino, Nucl. Phys. B532,783 (1998);9J. Cardy, J. Phys. A25 (1992) L201�L206; H. Saleur and B. Duplantier, Phys. Rev. Lett.58, 22 (1987) 2325�2328; G.M.T. Watts, J. Phys. A29, L363 (1996).10N.S. Izmailian, V.B. Priezzhev, P. Ruelle, and C.-K. Hu, Phys. Rev. Lett. 95 (2005) 260602.11J.G. Brankov, S.Y. Grigorev, V.B. Priezzhev, I.Yu. Tipunin, J.Stat.Mech. 0811:P11017.



3ñèñòåìû ñ ñàìîîðãàíèçàöèåé, íàïðèìåð, ìîäåëü ïåñî÷íîé ãîðû12(ìîäåëü�sand-pile�). Â ñèñòåìàõ ñ ñàìîîðãàíèçàöèåé âîçìîæíû íà÷àëüíûå (òàêíàçûâàåìûå òðàíçèåíòíûå) ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûå ñèñòåìà íå ìîæåò âåð-íóòüñÿ íè ïðè êàêîé âîçìîæíîé åå ýâîëþöèè.Ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì íàëè÷èÿ â ñïåêòðå òðàíçèåíòíûõ ñîñòî-ÿíèé ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðà æîðäàíîâûõ êëåòîê â òðàíñôåð-ìàòðèöå, îïè-ñûâàþùåé ýâîëþöèþ ïîäîáíîé ñèñòåìû. Íàëè÷èå íåòðèâèàëüíûõ æîð-äàíîâûõ êëåòîê â òðàíñôåð-ìàòðèöå T îçíà÷àåò íåâîçìîæíîñòü äèàãî-íàëèçîâàòü îïåðàòîð T íà ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé:
T |ψ〉 = t|ψ〉 + |ϕ〉, T |ϕ〉 = t|ϕ〉,÷òî ïðèâîäèò ê íåðàçëîæèìîñòè ïðåäñòàâëåíèé ïîðîæäàþùåé ñïåêòðàëãåáðû.Â ñâÿçè ñ ýòèì, êîíôîðìíûå òåîðèè ïîëÿ ñ íåäèàãîíàëèçóåìûì ãà-ìèëüòîíèàíîì ïðåäñòàâëÿþò îñîáåííûé èíòåðåñ � îíè äîëæíû îïèñû-âàòü óíèâåðñàëüíûå ñâîéñòâà ëîãàðèôìè÷åñêîãî êëàññà êðèòè÷åñêèõ ñè-ñòåì. Îïðåäåëÿþùåé ÷åðòîé òàêèõ òåîðèé ïîëÿ ÿâëÿåòñÿ íåðàçëîæè-ìîñòü ïðåäñòàâëåíèé êèðàëüíîé àëãåáðû ñèììåòðèè íà íåïðèâîäèìûåñîñòàâëÿþùèå. Â ÷àñòíîñòè, ýòî ïðèâîäèò ê ëîãàðèôìè÷åñêèì ðàñõî-äèìîñòÿì â êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ, ïîýòîìó òàêèå òåîðèè ïîëÿ íà-çûâàþò ëîãàðèôìè÷åñêèìè ìîäåëÿìè êîíôîðìíûõ òåîðèé ïîëÿ (äàëååLCFTs).Íà ñóùåñòâîâàíèå LCFTs áûëî âïåðâûå óêàçàíî â ðàáîòå Ðîæàíñêîãîè Ñàëåðà13 â 1991 ã., è ïî÷òè îäíîâðåìåííî â ðàáîòå Ãóðàðè14. Â òå÷åíèåïðèìåðíî äåñÿòè ëåò, ïîñëåäîâàâøèõ çà îòêðûòèåì LCFTs, ïðîãðåññ âëîãàðèôìè÷åñêèõ êîíôîðìíûõ òåîðèÿõ ñäåðæèâàëñÿ òðóäíîñòÿìè, ñâÿ-çàííûìè ãëàâíûì îáðàçîì ñ îòñóòñòâèåì ÷åòêîãî ïðèíöèïà äëÿ îïðåäå-ëåíèÿ ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé è ñèììåòðèé â êàæäîé äàííîé ìîäåëè.12Mathieu, P. Ruelle, hep-th/0107150; G. Piroux and P. Ruelle, J. Stat. Mech. 0401 (2004)P005; M. Jeng, Phys. Rev. E 71 (2005) 016140; M. Jeng, G. Piroux, and P. Ruelle, cond-mat/0609284.13L. Rozansky, H. Saleur, Nucl. Phys. B376 (1991) 461�509.14V. Gurarie, Nucl. Phys. B410, 535 (1993).



4Ìûñëü î êëàññèôèêàöèè èëè õîòÿ áû èñ÷åðïûâàþùåì èññëåäîâàíèè îò-äåëüíûõ ïðèìåðîâ LCFTs ïðåäñòàâëÿëàñü äîñòàòî÷íî áåçíàäåæíîé èç-çàóæå îäíîãî òîãî îïàñåíèÿ, ÷òî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êèðàëü-íûõ àëãåáð ìîãóò èìåòü ñêîëü óãîäíî ñëîæíîå óñòðîéñòâî � â íàëè÷èè íåáûëî òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé, ðàçâèòîé äî óðîâíÿ ñóùåñòâóþùåé òåîðèèïðåäñòàâëåíèé êèðàëüíûõ àëãåáð ñèììåòðèé â ðàöèîíàëüíîì ñëó÷àå.Ïðåîäîëåíèå óêàçàííûõ òðóäíîñòåé â àíàëèçå LCFTs ïîçâîëèëî áûðàñøèðèòü èìåþùååñÿ ïîíèìàíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ êîíôîðìíûõ òåî-ðèé äî óðîâíÿ, ñðàâíèìîãî ñ ðàöèîíàëüíûìè êîíôîðìíûìè òåîðèÿìèïîëÿ. Òàêàÿ çàäà÷à âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåñêîëüêî èíòðèãóþùèõ, íî äîñòà-òî÷íî ñëîæíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì. Â ïåðâóþ î÷åðåäü òðåáóåòñÿñîçäàíèå íîâûõ ìåòîäîâ, ïîñêîëüêó ñóùåñòâóþùèå ïî áîëüøåé ÷àñòèïðèãîäíû ëèøü â ïîëóïðîñòîì (ò.å. äèàãîíàëèçóåìîì, �íåëîãàðèôìè÷å-ñêîì�) ñëó÷àå.Íàèáîëåå ðàçâèòûå è ôóíäàìåíòàëüíûå ïîäõîäû ê èçó÷åíèþ òåîðåòè-êî-ïîëåâûõ ìîäåëåé îñíîâûâàþòñÿ íà ïîíÿòèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî èëèñêåéëèíãîâîãî ïðåäåëà ðåøåòî÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëåé (òàê, íàè-áîëåå ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåîðèé ïîëÿ, ïîäîáíûõìîäåëè sinh-Ãîðäîí, îñíîâàíû íà äèñêðåòèçàöèè). Ìåòîäû èíòåãðèðóå-ìûõ òåîðèé îáúåäèíÿåò êâàíòîâî-ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ, äîâîëüíî åñòå-ñòâåííî âîçíèêàþùàÿ â äâóìåðíûõ ðåøåòî÷íûõ ìîäåëÿõ â êà÷åñòâå àá-ñòðàêòíîé àëãåáðàè÷åñêîé ôîðìàëèçàöèè ÿâëåíèÿ èíòåãðèðóåìîñòè.Êâàíòîâûå ãðóïïû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îïðåäåëåííóþ äåôîðìàöèþàëãåáðàè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé êëàññè÷åñêèõ ãðóïï Ëè, òî÷íåå ñîîòâåò-ñòâóþùèõ èì èíôèíèòåçèìàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Îíè áûëè íåçàâè-ñèìî îòêðûòû Äðèíôåëüäîì è Äçèìáî15. Ïðèëîæåíèÿ êâàíòîâûõ ãðóïïáûëè âïåðâûå ïðåäëîæåíû Ëåíèíãðàäñêîé øêîëîé16 â ñåðåäèíå 80-õ äëÿ15V. G. Drinfeld, Soviet Math. Dokl. 32, 254-8 (1985); M. Jimbo, Lett. Math. Phys. 10, 63-9(1985).16L.D. Faddeev, E.K. Sklyanin, L.A. Takhtajan, Teor. Mat. Fiz. 40, 194 (1979); L.D. Faddeevand L.A. Takhtajan, Usp. Mat. Nauk 34, 13 (1979); L.A. Takhtajan, Zap. Nauchn. Sem. LOMI101, 158 (1981); L.A. Takhtajan, Adv. Studies Pure Math. 13, 19, 1989.



5îñìûñëåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ îñíîâ êâàíòîâîãî ìåòîäà îáðàòíîé çàäà÷èðàññåÿíèÿ.Ðîëü êâàíòîâî-ãðóïïîâîé ñèììåòðèè â èíòåãðèðóåìûõ ìîäåëÿõ íà-ñòîëüêî ôóíäàìåíòàëüíà, ÷òî åå ïîëíàÿ ðåàëèçàöèÿ óæå îïðåäåëÿåò áîëü-øèíñòâî, åñëè íå âñå, ñâîéñòâà ìîäåëè. Íàïðèìåð, ãðóïïîé èç Êèîòî17(Äçèìáî, Ìèâà, Ôîäà, Íàêàÿøèêè, è äð.) â 90-õ ãîäàõ áûëè âûâåäå-íû èíòåãðàëüíûå ôîðìóëû äëÿ êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé ñåãíåòîýëåê-òðè÷åñêèõ ìîäåëåé íà îñíîâå òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé (òàê íàçûâàåìûõàôôèííûõ) êâàíòîâûõ ãðóïï. Òàêæå, êâàíòîâî-ãðóïïîâûå ñèììåòðèèåñòåñòâåííûì îáðàçîì ðåàëèçîâàíû18 (Ïàñêüå, Ñàëåð) â ñèñòåìàõ òèïàñïèíîâûõ öåïî÷åê, ïîäîáíûõ êâàíòîâîé ìîäåëè Ãåéçåíáåðãà (XXZ), ãäåêîóìíîæåíèå ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü äåéñòâèå êâàíòîâîé ãðóïïû íà öå-ïî÷êå, ò.å. íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè âåêòîðíûõ ïðîñòðàíñòâ, ñâÿçàí-íûõ ñ êàæäûì óçëîì. Êâàíòîâî-ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ îêàçàëàñü êðàéíåïîëåçíîé êàê â àíàëèçå ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé, òàê è ïðè âû-÷èñëåíèè ñïåêòðà ãàìèëüòîíèàíà.Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðèëîæåíèÿ êâàíòîâûõ ãðóïï âïîëíîé ìåðå ðàñïðîñòðàíèëèñü íà ðåøåòî÷íûå èíòåãðèðóåìûå ìîäåëèäâóìåðíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè. Ïðè ýòîì êâàíòîâàÿ ãðóïïà îñòà-åòñÿ �íå÷óâñòâèòåëüíîé� ê óâåëè÷åíèþ ðàçìåðîâ ðåøåòêè, èçìåíÿåòñÿëèøü ñîñòàâ ìóëüòèïëåòîâ ïî êâàíòîâîé ãðóïïå, íî ñèììåòðèÿ ïðè ýòîìîñòàåòñÿ ïðåæíåé äëÿ ëþáîãî ÷èñëà óçëîâ N . Ýòî íàòàëêèâàåò íà ìûñëüî âîçìîæíîì âûæèâàíèè êâàíòîâî-ãðóïïîâîé ñèììåòðèè â òåðìîäèíà-ìè÷åñêîì ïðåäåëå (N → ∞), ïðè êîòîðîì âàêóóìó |0〉 ôîêîâñêîãî ïðî-ñòðàíñòâà ñîîòâåòñòâîâàëî áû îñíîâíîå ñîñòîÿíèå ñ ìèíèìàëüíîé ýíåð-ãèåé ïî îòíîøåíèþ ê êâàíòîâîìó ãàìèëüòîíèàíó, à ìíîãî÷àñòè÷íûå ñî-ñòîÿíèÿ îòâå÷àëè áû íèçêî ëåæàùèì âîçáóæäåíèÿì íàä îñíîâíûì ñî-ñòîÿíèåì.17M. Jimbo, T. Miwa, K. Miki and A. Nakayashiki, Phys. Lett. A 168 (1992), 256-263;H. Boos, M. Jimbo, T. Miwa, F. Smirnov, Y. Takeyama, Annales Henri Poincare 7:1395-1428,2006, hep-th/0601132.18V. Pasquer, H. Saleur, Nucl. Phys. B 330 (1990) 523.



6 Â ñâÿçè ñ ýòèì, âîçíèêíîâåíèå êâàíòîâî-ãðóïïîâûõ ñèììåòðèé â êîí-ôîðìíûõ ìîäåëÿõ, ðåàëèçóåìûõ êàê òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïðåäåë äâóìåð-íûõ èíòåãðèðóåìûõ ñèñòåì â êðèòè÷åñêîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ, ïðåä-ñòàâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííûì. Ôèçè÷åñêè, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òîÿâíàÿ ðåàëèçàöèÿ êâàíòîâî-ãðóïïîâîé ñèììåòðèè ñâîäèòñÿ ê îïèñàíèþêîíôîðìíîé òåîðèè â òåðìèíàõ êâàçè÷àñòè÷íûõ âîçáóæäåíèé ñ äðîáíîéñòàòèñòèêîé (òèïè÷íûé ïðèìåð òàêèõ ÷àñòèö âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèèäðîáíîãî êâàíòîâîãî ýôôåêòà Õîëëà).Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå è àíàëèç ëîãàðèôìè÷åñêèõ ìîäå-ëåé äâóìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ. Ðàññìîòðåíî ñåìåéñòâî ëîãà-ðèôìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ ðàçëè÷íûìè êèðàëüíûìè àëãåáðàìè ñèììåòðèé,âîñòðåáîâàííûìè ïðè îïèñàíèè óíèâåðñàëüíûõ ñâîéñòâ òåõ èëè èíûõäâóìåðíûõ çàäà÷ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè ñ íåäèàãîíàëèçóåìîé òðàíñôåð-ìàòðèöåé. Â öåëè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû âõîäèò ïîñòðîåíèå ñîîòâåò-ñòâóùèõ ðàññìàòðèâàåìûì ëîãàðèôìè÷åñêèì ìîäåëÿì êâàíòîâî-ãðóï-ïîâûõ ñèììåòðèé â ÿâíûõ êîíôîðìíî-ïîëåâûõ òåðìèíàõ, à òàêæå èçó-÷åíèå êîíôîðìíî-ïîëåâûõ ñòðóêòóð (êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé, ïîëíî-ãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé) ïðè ïîìîùè íàéäåííîé êâàíòîâî-ãðóïïîâîéñèììåòðèè.Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿîðèãèíàëüíûìè è ïîëó÷åíû âïåðâûå.Íàó÷íàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îáó-ñëîâëåíà âîçìîæíîñòüþ ïðèìåíåíèÿ ïîëó÷åííûõ â íåé ðåçóëüòàòîâ âäàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèÿõ äâóìåðíûõ êðèòè÷åñêèõ ÿâëåíèé, â êîòîðûõñóùåñòâåííóþ ðîëü èãðàþò íåëîêàëüíûå ñòåïåíè ñâîáîäû, íàïðèìåð,íåóïîðÿäî÷åííûå ñèñòåìû ýëåêòðîíîâ (óæå óïîìèíàâøèéñÿ êâàíòîâûéýôôåêò Õîëëà), ôàçîâûå ïåðåõîäû â ïîëèìåðàõ è êðèòè÷åñêèå òî÷êèâ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëÿõ ãåîìåòðè÷åñêîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, òàêèõ êàêäâóìåðíàÿ ïåðêîëÿöèÿ, çàäà÷à äèìåðîâ è çàäà÷à î çàïîëíÿþùèõ äåðå-âüÿõ, à òàêæå ñèñòåìû ñ ñàìîîðãàíèçóþùèìñÿ êðèòè÷åñêèì ñîñòîÿíèåì(íàïðèìåð, ìîäåëü ïåñî÷íîé ãîðû).



7Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü íà ñåìè-íàðàõ òåîðåòè÷åñêîãî îòäåëà ÔÈÀÍ è äðóãèõ ðîññèéñêèõ è çàðóáåæíûõíàó÷íûõ öåíòðîâ (Ïðîòâèíî, ÎÈßÈ è óíèâåðñèòåò Êèîòî), à òàêæå íàìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ: Êèîòî, äåêàáðü 2006; Ïðàãà, èþíü 2007;Ïðîòâèíî, ÿíâàðü 2008; Êèîòî, ÿíâàðü 2009; Öþðèõ, ìàé 2009.Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè íàïèñàíî 5 ðàáîò (ñì. ñòð. 17), êîòî-ðûå îïóáëèêîâàíû â îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ.Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç Ââåäåíèÿ, ïÿ-òè ãëàâ, îáúåäèíÿþùèõ 32 ðàçäåëà, Çàêëþ÷åíèÿ, ÷åòûðåõ ïðèëîæåíèéè ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû, âêëþ÷àþùåãî 173 íàçâàíèÿ. Îáùèéîáúåì ðàáîòû � 126 ñòðàíèö.Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòûÂî Ââåäåíèè îïèñàíû îáúåêò èññëåäîâàíèé è öåëè Äèññåðòàöèè, äàíêðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð è ïðîêîììåíòèðîâàíî ñîâðåìåííîå ñîñòîÿ-íèå êðóãà âîïðîñîâ, çàòðàãèâàåìûõ â Äèññåðòàöèè. Ââåäåíèå ñîäåðæèòòàêæå ÷åòûðå ðàçäåëà ñ ïðåäâàðèòåëüíûìè ñâåäåíèÿìè, îáúÿñíÿþùèìèâîçíèêíîâåíèå è âîñòðåáîâàííîñòü êâàíòîâî-ãðóïïîâûõ ñèììåòðèé êàê âðåøåòî÷íûõ èíòåãðèðóåìûõ, òàê è â êîíôîðìíî-ïîëåâûõ ìîäåëÿõ. Ýòèñâåäåíèÿ ñîñòàâëÿþò îñíîâó ìåòîäîâ, èñïîëüçóåìûõ â äèññåðòàöèè. Âîââåäåíèè òàêæå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ ëîãàðèôìè÷å-ñêèõ ðàñøèðåíèé ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé M(p, p′) êîíôîðìíîé òåîðèè ïî-ëÿ � äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ñåðèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ ìîäåëåé WM(p, p′)ñ òàê íàçûâàåìîé òðèïëåòíîé êèðàëüíîé W -àëãåáðîé Wp,p′ . Èçëîæå-íèå ãëàâû îïèðàåòñÿ íà ðàáîòó [1]. Ðåçóëüòàòû ýòîé ãëàâû ÿâëÿþòñÿ äî-ñòàòî÷íî åñòåñòâåííûì ðàçâèòèåì ïîëó÷åííûõ ðàíåå ðåçóëüòàòîâ19 äëÿëîãàðèôìè÷åñêèõ ìîäåëåé WM(p, 1) â òåðìèíàõ ñâîáîäíûõ ïîëåé è ñêðè-íèíãîâûõ îïåðàòîðîâ.19J. Fuchs, S. Hwang, A.M. Semikhatov, and I.Yu. Tipunin, Commun. Math. Phys. 247(2004) 713�742.



8 Íàïîìíèì, ÷òî â äâóìåðèè ãðóïïà ëîêàëüíûõ êîíôîðìíûõ ïðåîáðà-çîâàíèé ïîðîæäàåòñÿ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ãåíåðàòîðîâ � àíàëèòè÷åñêè-ìè îòîáðàæåíèÿìè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ áåñêîíå÷-íîìåðíàÿ àëãåáðà ñèììåòðèè êâàíòîâîé òåîðèè ñ ëîêàëüíûì òåíçîðîìýíåðãèè-èìïóëüñà, èçâåñòíàÿ êàê àëãåáðà Âèðàñîðî, õàðàêòåðèçóåòñÿ ñâî-èì öåíòðàëüíûì çàðÿäîì, îòâå÷àþùèì ïîÿâëåíèþ êîíôîðìíîé àíîìà-ëèè â êâàíòîâîé òåîðèè. Ïðè ýòîì âñå êâàíòîâûå ïîëÿ (òî÷íåå, èõ ãî-ëîìîðôíàÿ ÷àñòü) â äâóìåðíîé êîíôîðìíîé òåîðèè ìîãóò áûòü êëàñ-ñèôèöèðîâàíû ïî ïðåäñòàâëåíèÿì ýòîé àëãåáðû20. Ðîäîíà÷àëüíèêè èëèâåêòîðà ñòàðøåãî âåñà òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé íàçûâàþòñÿ ïðèìàðíûìèïîëÿìè.Cóùåñòâåííûì â íåïîëóïðîñòûõ/ëîãàðèôìè÷åñêèõ òåîðèÿõ ÿâëÿåòñÿòî, ÷òî ïðåæäå ÷åì ãîâîðèòü î ñîñòàâå ïîëåé, ñîîòâåòñòóþùèõ èì êîððå-ëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ è ò.ä., íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü àëãåáðó ñèììåòðèèêàê àëãåáðó ïîðîæäàþùóþ ñïåêòð òåîðèè. Ýòà àëãåáðà âî ìíîãèõ ñëó-÷àÿõ íå ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíîé àëãåáðîé ñèììåòðèè (Âèðàñîðî, íàïðèìåð),à ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûì åå íåëèíåéíûì ðàñøèðåíèåì, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íåêî-òîðîé W -àëãåáðîé.Â ëîãàðèôìè÷åñêîé ìîäåëè êèðàëüíàÿ W -àëãåáðà äîëæíà áûòü äî-ñòàòî÷íî áîëüøîé, ÷òîáû ãàðàíòèðîâàòü ïîÿâëåíèå â òåîðèè êîíå÷íîãî÷èñëà ïðèìàðíûõ ïîëåé (ôèçè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ). Òîëüêî â ýòîì ñëó-÷àå ìîæíî îæèäàòü êîíå÷íîìåðíóþ àëãåáðó ñëèÿíèé ïîëåé è ïðåäñòàâ-ëåíèå ìîäóëÿðíîé ãðóïïû (íàïîìíèì, ÷òî êîíå÷íîìåðíîå ïðåäñòàâëåíèåìîäóëÿðíîé ãðóïïû ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì òåñòîì ñàìîñîãëàñîâàííîñòè ìî-äåëè).Â ïåðâûõ ðàçäåëàõ Ãëàâû êðàòêî íàïîìèíàþòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ îâåðòåêñ-îïåðàòîðíûõ àëãåáðàõ è òåîðèè ïðåäñòàâëåíèé àëãåáðû Âèðàñî-ðî. Òàêæå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ î ñêðèíèíãîâûõ îïåðàòîðàõ (äà-ëåå, ïðîñòî ñêðèíèíãè). Êèðàëüíàÿ àëãåáðà Wp,p′, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåòñîáîé àëåáðó ñèììåòðèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ ìîäåëåé WM(p, p′), ñòðîèòñÿèç ÿäðà ñêðèíèíãîâ â âàêóóìíîì ïðåäñòàâëåíèè íåêîòîðîé ðåøåò÷àòîé20A.A. Belavin, A.M. Polyakov, A.A. Zamolodchikov, Nucl. Phys. B 241 (2): 333-380 , 1984.



9âåðòåêñ-îïåðàòîðíîé àëãåáðû L. W -àëãåáðà Wp,p′ ïîðîæäàåòñÿ òåíçî-ðîì ýíåðãèè�èìïóëüñà T (z) è äóìÿ Âèðàñîðîâñêèìè ïðèìàðíûìè ïîëÿ-ìè W+(z) è W−(z) ñ êîíôîðìíîé ðàçìåðíîñòüþ (2p−1)(2p′ − 1).Îïðåäåëåíèå W -àëãåáðû Wp,p′ ññûëàåòñÿ íà ìîäåëü Êóëîíîâñêîãî ãà-çà21, ãäå ñòàðòîâîé òî÷êîé ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíîå ñêàëÿðíîå ïîëå ϕ ñ çàïè-ñàííûì â êîìïëåêñíûõ êîîðäèíàòàõ äåéñòâèåì
S0 = − 1

8π

∫

∂ϕ∂̄ϕdzdz̄.(Íîðìèðîâêà âûáðàíà òàê, ÷òîáû ïðîïàãàòîð èìåë âèä 〈ϕ(z, z̄)ϕ(0, 0)〉 =

log |z| è âåðøèííûå îïåðàòîðû exp(αϕ(z, z̄)) íå ñîäåðæàëè áû ìíîæèòåëÿ
i â ýêñïîíåíòå.) Áîëåå òîãî, ñêàëÿðíîå ïîëå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê êîìïàê-òèôèöèðîâàííîå íà îêðóæíîñòè (ðàäèóñà √

2pp′), ÷òî ïðîñòî îçíà÷àåòýêâèâàëåíòíîñòü ïîëåé ϕ è ϕ+ 2iπ
√

2pp′. Â òàêîì ñëó÷àå íàáëþäàåìûåäàþòñÿ âåðøèííûìè îïåðàòîðàìè exp( n√
2pp′

ϕ(z, z̄)) ïðè n ∈ Z.Òàê çàäàííàÿ ìîäåëü ñ öåíòðàëüíûì çàðÿäîì c = 1 èìååò ñóùåñòâåííîáîëüøóþ àëãåáðó ñèììåòðèè � ðåøåò÷àòóþ âåðòåêñ-îïåðàòîðíóþ àëãåá-ðó Lp,p′, óïîìÿíóòóþ âûøå. Ìèíèìàëüíûå ìîäåëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòüêàê êîíôîðìíûå òî÷êè22 ñ c < 1, â êîòîðûå ñèñòåìà ïåðåíîðìèðóåòñÿ ïî-ñëå âîçìóùåíèÿ
S = S0 +

∫

λ+e
α+ϕ(z,z̄)dzdz̄ +

∫

λ−e
α−ϕ(z,z̄)dzdz̄ñ ïîäõîäÿùèìè α+ è α− (è íåêîòîðûìè êîíñòàíòàìè λ±). Ñèììåòðèÿòàêèì îáðàçîì ïîëó÷åííîé ìîäåëè ñòàíîâèòñÿ àëãåáðîé Âèðàñîðî èç ìè-íèìàëüíûõ ìîäåëåé M(p, p′), êîòîðàÿ �ñèëüíî ìåíüøå� àëãåáðû Lp,p′.Â òàêîì ïîäõîäå ëîãàðèôìè÷åñêèå êîíôîðìíûå òî÷êè âîçíèêàþò äëÿñèñòåì ñî ñëó÷àéíî ðàñïðåäåëåííûìè âìîðîæåííûìè äåôåêòàìè23, ÷üåäåéñòâèå èìååò âèä

S = S0 +

∫

λ+(z, z̄)eα+ϕ(z,z̄)dzdz̄ +

∫

λ−(z, z̄)eα−ϕ(z,z̄)dzdz̄,21B. Nienhuis, J. Stat. Phys. 34 (1984) 731�761; Vl.S. Dotsenko and V.A. Fateev, Nucl. Phys.B240 [FS 12] (1984) 312�348.22A.B. Zamolodchikov, JETP. Lett. 43 (1986) 730�732.23J. Cardy, The stress tensor in quenched random systems, cond-mat/0111031.



10ãäå λ±(z, z̄) ÿâëÿþòñÿ âìîðîæåííûìè ñëó÷àéíûìè ïåðåìåííûìè ñ ïîäõî-äÿùèì îáðàçîì âûáðàííûìè êîððåëÿòîðàìè λ±(z, z̄), λ±(z1, z̄1)λ±(z2, z̄2)è ò.ä. Ñîäåðæàùèåñÿ â ýòèõ ôèêñèðîâàííûõ êîððåëÿòîðàõ ïàðàìåòðûïåðåíîðìèðóþòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñèñòåìà ïîÿâëÿåòñÿ â íîâîé èí-ôðàêðàñíîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êå ñ òåì æå öåíòðàëüíûì çàðÿäîì c < 1êàê è ó ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé, íî ñ W -àëãåáðîé (ïîäàëãåáðîé â Lp,p′)â êà÷àñòâå àëãåáðû ñèììåòðèè. Âñÿ ñèñòåìà ìîæåò áûòü òàêèì îáðàçîìðàññìîòðåíà êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå èñõîäíîé ìîäåëè Êóëîíîâñêî-ãî ãàçà è äîïîëíèòåëüíîé ìîäåëè, îïèñûâàþùåé âìîðîæåííûé áåñïî-ðÿäîê ïîñðåäñòâîì âûáðàííûõ êîððåëÿòîðîâ îò ïåðåìåííûõ λ±(z, z̄). ÂÄèññåðòàöèè íå ïðèâîäèòñÿ êàêèì èìåííî îáðàçîì äîëæíû áûòü âû-áðàíû ýòè êîððåëÿòîðû, ÷òîáû âîñïðîèçâåñòè ëîãàðèôìè÷åñêèå ìîäåëè
WM(p, p′) êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ; âìåñòî ýòîãî, âûáèðàåòñÿ àëãåáðàè-÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è è èçó÷àåòñÿ W -àëãåáðà Wp,p′ îæèäàåìîé ôèê-ñèðîâàííîé òî÷êè. Â ýòîì íàïðàâëåíèè âîçìîæíî âîññòàíîâèòü ñâÿçü ññèñòåìàìè âìîðîæåííîãî áåñïîðÿäêà ïîñðåäñòâîì èçó÷åíèÿ òàê íàçûâà-åìûõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé ýòîé W -àëãåáðû.
Âòîðàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ êâàíòîâî-ãðóïïîâûõ ñèììåòðèéâ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì WM(p, 1)-ïîäñåìåéñòâå èç ÷èñëà ëîãàðèôìè÷å-ñêèõ ìîäåëåé îïèñàííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå. Èçëîæåíèå ãëàâû îñíîâà-íî íà ðàáîòå [2].Íàëè÷èå êâàíòîâî-ãðóïïîâîé ñèììåòðè â LCFTs ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òîêâàíòîâàÿ ãðóïïà ïðîÿâëÿåòñÿ ÿâíî êàê àëãåáðà íåëîêàëüíûõ çàðÿäîâ� óïîìÿíóòûõ ðàíåå ñêðèíèíãîâ, êîòîðûå äåéñòâóþò íà ïðîñòðàíñòâåñîñòîÿíèé ëîãàðèôìè÷åñêîé òåîðèè. Ñàìè ñîñòîÿíèÿ íàõîäÿòñÿ â îäíî-çíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ íåëîêàëüíûìè ïîëÿìè ñ íåòðèâèàëüíûìè ñâîé-ñòâàìè ïî îòíîøåíèþ ê ïðåîáðàçîâàíèþ ìîíîäðîìèè � îáíåñåíèþ ïîëåéïî çàìêíóòîìó êîíòóðó âîêðóã ëþáîãî äðóãîãî ïîëÿ. Äåéñòâèå êâàíòî-âîé ãðóïïû íà òàêîì ïðîñòðàíñòâå íåëîêàëüíûõ ïîëåé êîììóòèðóåò ñ



11äåéñòâèåì êèðàëüíîé àëãåáðû, ÷òî îçíà÷àåò íàëè÷èå âçàèìíîîäíîçíà÷-íîãî ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ñòàðøèìè âåêòîðàìè êâàíòîâîé ãðóïïû è ïðè-ìàðíûìè ïîëÿìè êîíôîðìíîé òåîðèè. Ýòî ñîîòâåòñòâèå ãîâîðèò î ãëó-áîêîé ñâÿçè ìåæäó òåîðèÿìè ïðåäñòàâëåíèé êèðàëüíîé àëãåáðû è ñîîò-âåòñòâóþùåé êâàíòîâîé ãðóïïû.Â êà÷åñòâå ïðèìåðà êâàíòîâî-ãðóïïîâîé ñèììåòðèè â ôèçè÷åñêèõ ñè-ñòåìàõ ìîæíî ïðèâåñòè àíèçîòðîïíóþ ìîäåëü Ãåéçåíáåðãà (XXZ-ìîäåëü)ñ ãàìèëüòîíèàíîì(1) H =

N−1
∑

j=1

(

σx
j σ

x
j+1 + σ

y
jσ

y
j+1 +

q+ q
−1

2
σz

jσ
z
j+1

)

+
q− q

−1

2
(σz

1 − σz
N ),êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåííîé �äåôîðìàöèåé� ãàìèëüòîíèàíà èçîòðîï-íîé XXX-ìîäåëè (q → 1) ñ õîðîøî-èçâåñòíîé SU(2)-ñèììåòðèåé. Ñèì-ìåòðèÿ ãàìèëüòîíèàíà (1) äåôîðìèðóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì �ãàìèëüòîíèàí H êîììóòèðóåò íå òîëüêî ñ îïåðàòîðîì �÷èñëà ÷àñòèö�([H,Sz] = 0), íî è ñî âñåé êâàíòîâîé ãðóïïîé SUq(2):

[Sz, S±] = ±S±, [S+, S−] = [2Sz ]q, ãäå [x]q =
q

x
− q

−x

q− q−1
,(2)

∆(qSz

) = q
Sz ⊗ q

Sz

, ∆(S±) = S± ⊗ q
Sz

+ q
−Sz ⊗ S±,(3)ãäå ñîîòíîøåíèÿ (2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äåôîðìàöèþ îáû÷íûõ ñîîòíî-øåíèé äëÿ àëãåáðû Ëè s`(2,C), à äåéñòâèå íà òåíçîðàõ (∆(J) = J ⊗ 1 +

1⊗ J) èçìåíÿåòñÿ ñîãëàñîâàííûì îáðàçîì, òàê ÷òî (3) îïðåäåëÿåò ïðåä-ñòàâëåíèå ñîîòíîøåíèé (2) íà òåíçîðíîì ïðîèçâåäåíèè äâóõ ëþáûõ ïðåä-ñòàâëåíèé. Êâàíòîâàÿ ãðóïïà SUq(2) ÿâëÿåòñÿ, òàêèì îáðàçîì, àëãåáðîéêëàññèôèöèðóþùåé ñïåêòð ãàìèëüòîíèàíà H � êàæäûé ìóëüòèïëåò ïîêâàíòîâîé ãðóïïå ñîñòîèò èç ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ãàìèëüòîíèàíà íàîäíîì óðîâíå ýíåðãèè.Ïîëó÷åííàÿ â îïèñûâàåìîé ãëàâå êâàíòîâî-ãðóïïîâàÿ ñèììåòðèÿ ëî-ãàðèôìè÷åñêèõ ìîäåëåé WM(p, 1) ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé âåðñèåé êâàíòîâîéãðóïïû SUq(2) ñ ïàðàìåòðîì äåôîðìàöèè â êîðíå èç åäèíèöû (q = eiπ/p).



12Îñíîâûâàÿñü íà ýòîé ñèììåòðèè, áûë ïðîèçâåäåí àíàëèç êîððåëÿöèîí-íûõ ôóíêöèé, òî÷íåå, âû÷èñëåíà àëãåáðà ñëèÿíèé êâàíòîâûõ ïîëåé âòåîðèè.Íàïîìíèì, ÷òî ñòðóêòóðà êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèé â êîíôîðìíîéòåîðèè âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðíûõ ïðîèçâåäå-íèé ïðèìàðíûõ ïîëåé. Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå òàêèõ ðàçëîæåíèéïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê ïðàâèëî êðàéíå íåòðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Ïåðâûì øà-ãîì íà ïóòè ê åå ðåøåíèþ ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå îïåðàöèè òèïà òåíçîðíîãîïðîèçâåäåíèÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ êèðàëüíîé àëãåáðûñèììåòðèè. Òàêàÿ îïåðàöèÿ äàåò íå çàâèñÿùåå îò âûáîðà áàçèñà îïè-ñàíèå îïåðàòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé ïðèìàðíûõ ïîëåé è ôîðìàëèçóåòñÿ âïîíÿòèè àëãåáðû ñëèÿíèé (ôüþæèíà) � êîììóòàòèâíîé àññîöèàòèâíîéàëãåáðû ñ âûäåëåííûì áàçèñîì èç ïðåäñòàâëåíèé êèðàëüíîé àëãåáðû,â êîòîðîì ñòðóêòóðíûå êîíñòàíòû ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè öåëû-ìè ÷èñëàìè è îïðåäåëÿþò íàáîð ïðàâèë èëè êàíàëîâ, ïî êîòîðûì ìîãóòîñóùåñòâëÿòüñÿ �ñòîëêíîâåíèÿ ÷àñòèö�.Çàìêíóòîñòü àëãåáðû ñëèÿíèé ïðèìàðíûõ ïîëåé, à òàêæå èíâàðèàíò-íîñòü òåîðèè ïðè ìîäóëÿðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ24 � ãëîáàëüíûõ (à íåòîëüêî ëîêàëüíûõ) äèôôåîìîðôèçìàõ ìèðîâîé äâóìåðíîé ïîâåðõíîñòè,íà êîòîðîé çàäàíà êîíôîðìíàÿ òåîðèÿ ïîëÿ, � ñîñòàâëÿþò êðèòåðèéïîëíîòû ìíîæåñòâà ïîëåé â òåîðèè.Íåîæèäàííûì îêàçàëñÿ ðåçóëüòàò îá ýêâèâàëåíòíîñòè ìîäóëÿðíûõñâîéñòâ ìîäåëè WM(p, 1) è ñîîòâåòñòâóþùåé åé êâàíòîâîé ãðóïïû. Òî÷-íåå, ïîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíîå ðàíåå19 äåéñòâèå ìîäóëÿðíîé ãðóïïû íàïðîñòðàíñòâå êîíôîðìíûõ áëîêîâ íóëü-òî÷å÷íûõ êîððåëÿöèé25 ñîâïàäà-åò ñ ìîäóëÿðíûì äåéñòâèåì íà öåíòðå êâàíòîâîé ãðóïïû. Òàêîé ðåçóëü-òàò îêàæåòñÿ ñóùåñòâåííûì â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ Äèññåðòàöèè ïðè24Òðåáîâàíèå ìîäóëÿðíîé èíâàðèàíòíîñòè äîïîëíÿåò òðåáîâàíèå çàìêíóòîñòè îïåðàòîð-íîé àëãåáðû: íå êàæäîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëåíèé, çàìêíóòûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñëèÿ-íèÿ, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè ïðè ìîäóëÿðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ.25×àñòíûì ïðèìåðîì òàêèõ êîíôîðìíûõ áëîêîâ ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûå õàðàêòåðû ïðåäñòàâ-ëåíèé êèðàëüíîé àëãåáðû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ �ñòîðèòåëüíûìè áëîêàìè� ñòàòèñòè÷åñêîé ñóì-ìû � ôóíêöèÿìè, ïîðîæäàþùèìè ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè â ñîîòâåòñòâóþùåì ïðåäñòàâëåíèè.



13óñòàíîâëåíèè ñâÿçè â ìîäåëÿõ WM(p, 1) ìåæäó îáîèìè ïîñòóëàòàìè ïîë-íîòû ìíîæåñòâà ïîëåé � àëãåáðîé ñëèÿíèé è ìîäóëÿðíîé èíâàðèàíòíî-ñòüþ. Òàê íàçûâàåìàÿ ôîðìóëà Âåðëèíäå, ðå÷ü î êîòîðîé ïîéäåò íèæå,ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü ïðàâèëà ñëèÿíèé ïîëåé çíàÿ ëèøü èíôîðìàöèþ îïîâåäåíèè ñèñòåìû ïðè ãëîáàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìàõ åå ìèðîâîé ïî-âåðõíîñòè. Â ñëó÷àå ñèñòåìû ñ ïåðèîäè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìèðå÷ü èäåò î ìîäóëÿðíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ íà òîðå.Òðåòüÿ ãëàâà îñíîâàíà íà ðàáîòå [3] è ñòàâèò ñâîåé öåëüþ àíàëèç ëî-ãàðèôìè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé êèðàëüíîé àëãåáðû èç ìîäåëåé WM(p, 1)íà îñíîâå íàéäåííîé êâàíòîâî-ãðóïïîâîé ñèììåòðèè. Â ëîãàðèôìè÷å-ñêèõ ïðåäñòàâëåíèÿõ èìååòñÿ íåäèàãîíàëèçóåìîå äåéñòâèå ãàìèëüòîíèà-íà (ñêåéëèíãîâîãî îïåðàòîðà L0) è â íèõ �æèâóò� ëîãàðèôìè÷åñêèå ïàðò-íåðû ïðèìàðíûõ ïîëåé òåîðèè. Â êîððåëÿöèîííûõ ôóíêöèÿõ èìåííî ñòàêèìè ïîëÿìè ïîÿâëÿþòñÿ ÷ëåíû ñ ëîãàðèôìè÷åñêèìè ðàñõîäèìîñòÿ-ìè. È ïðåæäå ÷åì ñòðîèòü ïîëíîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé â êàæäîì êè-ðàëüíîì ñåêòîðå, íåîáõîäèìî çíàòü ñòðóêòóðó ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðåä-ñòàâëåíèé. Â ýòîì ñîñòîèò âàæíîå îòëè÷èå íåïîëóïðîñòûõ/ëîãàðèôìè-÷åñêèõ òåîðèé îò ðàöèîíàëüíûõ.Íà ïðèìåðå ïðîñòåéøåé íåòðèâèàëüíîé ìîäåëè WM(2, 1) ïðèâåäåíàÿâíàÿ êîíñòðóêöèÿ êâàíòîâî-ãðóïïîâîé ñèììåòðèè â òåðìèíàõ ñèìïëåê-òè÷åñêèõ ôåðìèîíîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò 1 : 1 ñîîòâåòñòâèå ìåæäóâñåâîçìîæíûìè íåðàçëîæèìûìè ïðåäñòàâëåíèÿìè êèðàëüíîé W -àëãåá-ðû è êâàíòîâîé ãðóïïû.×åòâåðòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàèþ ôóíäàìåíòàëüíîé ñâÿçèìåæäó äâóìÿ êðèòåðèÿìè ïîëíîòû ìíîæåñòâà ïîëåé � àëãåáðîé ñëèÿíèéè ìîäóëÿðíîé èíâàðèàíòíîñòüþ � è ñëåäóåò ðàáîòå [4]. Íàïîìíèì, íàïðèìåðå ðÿäà ðàöèîíàëüíûõ ìîäåëåé Âåðëèíäå áûëî óñòàíîâëåíî26, ÷òîìîäóëÿðíàÿ S-ìàòðèöà äèàãîíàëèçóåò ïðàâèëà ñëèÿíèé â ðàöèîíàëüíîéòåîðèè. Ýòî ïîçâîëÿåò ñâåñòè èñõîäíî íåëèíåéíóþ çàäà÷ó âû÷èñëåíèÿàëãåáðû ñëèÿíèé ê ëèíåéíîé çàäà÷å î ìîäóëÿðíûõ ñâîéñòâàõ òåîðèè.26E.P. Verlinde, Nucl. Phys. B 300 (1988) 360.



14Ðåçóëüòàò òàêîãî íàáëþäåíèÿ îòðàçèëñÿ â óæå óïîìèíàâøåéñÿ ôîðìóëåÂåðëèíäå.Ñëîæíîñòü â àíàëèçå ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé ëîãàðèôìè÷åñêèõ òåî-ðèé îãðàíè÷èâàåò èçó÷åíèå êàê ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîãàðèôìè÷åñêèì ìî-äåëÿì íåïîëóïðîñòûõ àëãåáð ñëèÿíèé ïðèìàðíûõ ïîëåé, òàê è îáîáùå-íèå íà ëîãàðèôìè÷åñêèé ñëó÷àé ôîðìóëû Âåðëèíäå. Â ëèòåðàòóðå äå-ëàëèñü íåîäíîêðàòíûå ïîïûòêè ïîñòðîåíèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôîðìóëÂåðëèíäå19,27, íî îáùàÿ ñòðóêòóðà äî ñèõ ïîð îñòàåòñÿ íåÿñíîé è çàâè-ñèò îò êîíêðåòíîãî êëàññà ìîäåëåé.Îñíîâîé ïðèìåíÿåìîãî â Äèññåðòàöèè ìåòîäà ïðè ïîñòðîåíèè ëîãà-ðèôìè÷åñêîé âåðñèè ôîðìóëû Âåðëèíäå ÿâëÿåòñÿ óñòàíîâëåííîå â ïðåäû-äóùåì ðàçäåëå Äèññåðòàöèè îòîæäåñòâëåíèå ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäóëÿðíîéãðóïïû íà ñòîðîíå êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ WM(p, 1) ñ ìîäóëÿðíûìïðåäñòàâëåíèåì íà öåíòðå ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé ãðóïïû. Ñîåäè-íèâ òàêîå íàáëþäåíèå ñ àíàëèçîì êâàíòîâîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå íàöåíòðå êâàíòîâîé ãðóïïû, ïîñòðîåíî îáîáùåíèå ôîðìóëû Âåðëèíäå íàñëó÷àé ëîãàðèôìè÷åñêèõ ìîäåëåé WM(p, 1).Ïÿòàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñíåðàñøèðåííîé ñèììåòðèåé è îïèðàåòñÿ íà ðàáîòó [5]. À èìåííî, ðàñ-ñìîòðåíî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå (p, 1)-ñåìåéñòâî ìîäåëåé ñ êèðàëüíîé àë-ãåáðîé Âèðàñîðî Vp,1, îòâå÷àþùåé òîé ïîäàëãåáðå â ìîäåëÿõ WM(p, 1) ñðàñøèðåííîé W -ñèììåòðèåé, êîòîðàÿ ïîðîæäåíà ìîäàìè òåíçîðà ýíåð-ãèè-èìïóëüñà. Âîîáùå, âûáîð òîé èëè èíîé êèðàëüíîé àëãåáðû (Âèðàñî-ðî èëè åå ðàñøèðåíèå) äèêòóåòñÿ óñëîâèÿìè íà ñîñòàâ ïðèìàðíûõ ïîëåé(èëè êðèòè÷åñêèõ ýêñïîíåíò â ñòàòôèçè÷åêîé ìîäåëè) è âîçìîæíûìèãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå ìîæåò äîïóñòèòü òåîðèÿ.Îñíîâûâàÿñü íà íàéäåííîé â îïèñûâàåìîé ãëàâå êâàíòîâî-ãðóïïîâîéñèììåòðèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ êèðàëüíîé àëãåáðîé Âèðàñîðî27M.A.I. Flohr and H. Knuth, arXiv:0705.0545; M.R. Gaberdiel and I. Runkel,arXiv:0707.0388[hep-th].
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Vp,1, âû÷èñëåíû âñåâîçìîæíûå ïðàâèëà ñëèÿíèé äëÿ ïîëåé èç íåïðèâî-äèìûõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé. Ðåçóëüòàòû êâàíòîâî-ãðóïïî-âîãî âû÷èñëåíèÿ ïðàâèë ñëèÿíèé äëÿ âèðàñîðîâñêèõ ïðèìàðíûõ ïîëåéè èõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïàðòíåðîâ îêàçàëèñü â òî÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñíåäàâíèìè ðåçóëüòàòàìè Ïèðñà è Ðàñìóññåíà28, îñíîâàííûìè íà ðåøå-òî÷íîì ïîäõîäå ê òåì æå ëîãàðèôìè÷åñêèì ìîäåëÿì, à òàêæå ñ ïîñëåä-íèìè ðåçóëüòàòàìè Ðèäà è Ñàëåðà29, îñíîâàííûõ íà äåòàëüíîì èçó÷åíèèìîäåëåé XXZ ñ ïàðàìåòðîì àíèçîòðîïèè â êîðíå èç åäèíèöû.Îæèäàåòñÿ, ÷òî èçó÷àåìûé êëàññ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ìîäåëåé ñ Âèðà-ñîðîâñêîé ñèììåòðèåé èìååò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê îïèñàíèþôàçîâûõ ïåðåõîäîâ â ïîëèìåðàõ è ðÿäà äðóãèõ çàäà÷ ñ ñàìîîðãàíèçàöåéòèïà ìîäåëè ïåñî÷íîé ãîðû.Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäèòñÿ êðàòêèé ñïèñîê ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.Â ïðèëîæåíèÿõ ñîáðàíû òåõíè÷åñêèå ïîäðîáíîñòè è ñòàíäàðòíûåôàêòû îá àëãåáðàõ Õîïôà.

28J. Rasmussen and P. A. Pearce, J. Phys. A 40, 13711 (2007).29N. Read and H. Saleur,Nucl. Phys. B 777 (2007) 316.



16 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû(1) Ïîñòðîåíû è ñèñòåìàòè÷åñêè èññëåäîâàíû ëîãàðèôìè÷åñêèå ðàñ-øèðåíèÿ ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé M(p, p′) äâóìåðíîé êîíôîðìíîéòåîðèè ïîëÿ � äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ñåðèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ìî-äåëåé WM(p, p′) ñ òðèïëåòíîé êèðàëüíîé W -àëãåáðîé ñèììåòðèè,êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåêîòîðîå ðàñøèðåíèå àëãåáðû Âè-ðàñîðî èç ìèíèìàëüíûõ ìîäåëåé ïðè ïîìîùè òðèïëåòà ïðèìàð-íûõ ïîëåé. Ïîñòðîåíû íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ êèðàëüíîé
W -àëãåáðû, à òàêæå ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäóëè Âåðìà, êîòîðûåïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íåîáõîäèìîå ïðîìåæóòî÷íîå çâåíî ïðè ïî-ñòðîåíèè ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé.(2) Ïðåäëîæåíà êîíñòðóêòèâíàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ëîãàðèôìè÷å-ñêèõ ìîäåëåé êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ íà îñíîâå êâàíòîâî-ãðóï-ïîâûõ ñèììåòðèé, ðåàëèçóåìûõ â òåðìèíàõ äîëæíîãî ÷èñëà ñêðè-íèíãîâûõ îïåðàòîðîâ. Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ôîðìàëèçìà âû-÷èñëåíû ïðàâèëà ñëèÿíèé äëÿ êâàíòîâûõ ïîëåé èç (p, 1)-ïîäñå-ìåéñòâà ëîãàðèôìè÷åñêèõ ìîäåëåé êàê ñ ðàñøèðåííîé W -ñèì-ìåòðèåé, òàê è ñ Âèðàñîðîâñêîé ñèììåòðèåé, à òàêæå ïðîèçâåäåíàíàëèç èì ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.(3) Ïîëó÷åíî îáîáùåíèå ôîðìóëû Âåðëèíäå íà ñëó÷àé ëîãàðèôìè-÷åñêèõ ìîäåëåé WM(p, 1) íà îñíîâå àíàëèçà êâàíòîâîãî ïðåîá-ðàçîâàíèÿ Ôóðüå íà öåíòðå ñîîòâåòñòâóþùåé êâàíòîâîé ãðóï-ïû è óñòàíîâëåííîé â Äèññåðòàöèè ýêâèâàëåíòíîñòè ïðåäñòàâ-ëåíèé ìîäóëÿðíîé ãðóïïû íà ñòîðîíå êîíôîðìíîé òåîðèè ïîëÿ
WM(p, 1) è íà öåíòðå êâàíòîâîé ãðóïïû. Ïîëó÷åííàÿ ôîðìóëàâû÷èñëÿåò ïðàâèëà ñëèÿíèé, èñõîäÿ ëèøü èç èíôîðìàöèè î ïî-âåäåíèè ñèñòåìû ïðè ãëîáàëüíûõ äèôôåîìîðôèçìàõ åå ìèðîâîéïîâåðõíîñòè.
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