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Ââåäåíèå

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïîíÿòèå "ñîñòîÿíèå ñèñòåìû"îïèñûâàåòñÿ ëèáî âîëíîâîé ôóíê-

öèåé äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé [1] ëèáî ìàòðèöåé ïëîòíîñòè äëÿ ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé

[2, 3]. Ýòè îïèñàíèÿ îòëè÷àþòñÿ îò èñïîëüçóåìîãî â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé

ìåõàíèêå. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûòêè íàéòè òàêîå îïèñàíèå ñîñòîÿíèé

â êâàíòîâîé ìåõàíèêå, êîòîðîå ïðèáëèæàåòñÿ ê âåðîÿòíîñòíîìó îïèñàíèþ êëàññè-

÷åñêèõ ñîñòîÿíèé. Â ðàáîòàõ [4, 5, 6, 7, 8] áûëè ââåäåíû ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèöû

ïëîòíîñòè, ïîõîæèå íà êëàññè÷åñêèå âåðîÿòíîñòíûå ðàñïðåäåëåíèÿ, íî èìè íå ÿâëÿ-

þùèåñÿ. Îíè áûëè íàçâàíû êâàçèðàñïðåäåëåíèÿìè. Â ðàáîòå [9] áûëî ââåäåíî òîìî-

ãðàôè÷åñêîå âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Â ýòîì ïðåäñòàâ-

ëåíèè âìåñòî âîëíîâîé ôóíêöèè èëè ìàòðèöû ïëîòíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ñòàíäàðòíîå

ïîëîæèòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè îïðåäåëÿåòñÿ ýòèì

ðàñïðåäåëåíèåì, è âñå ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû ìîãóò áûòü íàéäåíû, åñëè îíî çàäàíî,

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, êàê îíè íàõîäÿòñÿ, åñëè çàäàíà ìàòðèöà ïëîòíîñòè. Òàêîé

ïîäõîä ê êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿì áûë íàçâàí "âåðîÿòíîñòíûì ïðåäñòàâëåíèåì êâàí-

òîâîé ìåõàíèêè,"è åìó ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð [10]) êàê â êâàíòî-

âîé îïòèêå [11], òàê è â òåîðèè ñïèíà [12, 13, 14]. Ðàçëè÷íûå àñïåêòû âåðîÿòíîñòíî-

ãî ïîäõîäà îáñóæäàëèñü òàêæå â ðàáîòàõ [15, 16, 17, 18]. Ñîãëàñíî [19] ñóùåñòâóåò

äåâÿòü ôîðìóëèðîâîê êâàíòîâîé ìåõàíèêè, âêëþ÷àþùèõ â ñåáÿ ìàòðè÷íóþ ìåõà-

íèêó, ôåéíìàíîâñêóþ ôîðìóëèðîâêó ñ èíòåãðàëîì ïî ïóòÿì è äð. Âåðîÿòíîñòíîå

ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè äîïîëíÿåò èçâåñòíûå ôîðìóëèðîâêè, ÿâëÿþùè-

åñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïî ôèçè÷åñêîìó ñîäåðæàíèþ, íî ïîä÷åðêèâàþùèå ðàçíûå àñ-

ïåêòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâ-

ëåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êâàíòîâûå è êëàññè÷åñêèå ñèñòåìû

íà îäíîì ÿçûêå - ÿçûêå òåîðèè âåðîÿòíîñòè, ïðè ýòîì ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé è êëàññè-

÷åñêîé ñèñòåìû çàäàåòñÿ îäíèì è òåì æå îáúåêòîì - òîìîãðàììîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ

ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, ÷òî ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü îäèíàêîâûì îáðà-

çîì èíôîðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, òàêèå

êàê ýíòðîïèÿ Øýííîíà, ýíòðîïèÿ Ðåíüè, îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ, îòíîñèòåëüíàÿ

ýíòðîïèÿ Ðåíüè, ýíòðîïèÿ Òöàëëèñà âìåñòå ñ íåðàâåíñòâàìè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ

ýíòðîïèé. Ñâîéñòâà òîìîãðàìì â êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé îáëàñòÿõ ðàçëè÷àþòñÿ.
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Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ çàäàþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè, ýðìèòîâûìè îïåðàòîðàìè, äèñ-

ïåðñèè è êîâàðèàöèè íàáëþäàåìûõ â êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèÿõ îáÿçàíû óäîâëåòâîðÿòü

ñîîòíîøåíèÿì íåîïðåäåëåííîñòåé, à ñëåäîâàòåëüíî è òîìîãðàììû, çàäàþùèå êâàí-

òîâûå ñîñòîÿíèÿ, äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü îïðåäåëåííûì óñëîâèÿì, ñëåäóþùèì èç ñî-

îòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé è íåîòðèöàòåëüíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùåãî òîìîãðàììå

îïåðàòîðà ïëîòíîñòè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Â êëàññè÷åñêîé îáëàñòè íà äèñïåðñèè

è êîâàðèàöèè íàáëþäàåìûõ íå íàëîæåíû òàêèå îãðàíè÷åíèÿ. Ïîýòîìó òîìîãðàììû,

äîïóñòèìûå â êâàíòîâîé îáëàñòè (îïèñûâàþùèå ôèçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé

ñèñòåìû) ìîãóò áûòü íåäîïóñòèìûìè â êëàññè÷åñêîé îáëàñòè è íàîáîðîò. Â ñâÿçè ñ

ýòèì ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ èññëåäîâàíèå ãèáðèäíûõ êâàíòîâî-êëàññè÷åñêèõ

ñèñòåì è èõ ýâîëþöèè, à òàêæå ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé â òîìîãðàôè÷åñêîì

ïðåäñòàâëåíèè. Â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè [9] âñå êâàí-

òîâûå ïîñòóëàòû è óðàâíåíèÿ äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè è ìàòðèöû ïëîòíîñòè ìîãóò

áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè è óðàâíåíèÿ íà íèõ. Â

÷àñòíîñòè, ðàçëè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé òàêæå ìîãóò áûòü çàïèñàíû

â âèäå íåðàâåíñòâ íà òîìîãðàììû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû â áóäóùèõ ýêñ-

ïåðèìåíòàõ, ÷òî ïîçâîëèò ïðîâåñòè ïðîâåðêó îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ êâàíòîâîé ìåõà-

íèêè (íàïðèìåð, â ýêñïåðìåíòàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãîìîäèííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ ôî-

òîííûõ ñîñòîÿíèé), ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå â òîìî-

ãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé. Êðîìå òîãî, ñîîòíîøå-

íèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé çàäàþò ãðàíèöó êâàíòîâîñòè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êîòîðàÿ

îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Ãðàíèöà êâàíòîâîñòè çàâèñèò îò ðàçëè÷íûõ õà-

ðàêòåðèñòèê ñîñòîÿíèÿ (êîâàðèàöèé, ïàðàìåòðà íåãàóññîâîñòè, ïàðàìåòðà ÷èñòîòû).

Çàâèñèìîñòü ãðàíèöû êâàíòîâîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ â ñîîòíîøåíèÿõ íåîïðå-

äåëåííîñòåé ìîæåò áûòü ôîðìàëüíûî îïèñàíà ââåäåíèåì "ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé

Ïëàíêà�. Êâàíòîâûå ôëóêòóàöèè ïðèâîäÿò ê òàêîìó êâàíòîâîìó ÿâëåíèþ êàê òóí-

íåëèðîâàíèå ÷àñòèöû ïîä ïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì, ýôôåêòèâíîñòü ýòîãî ïðîöåññà

çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ, òî åñòü ôîðìàëüíî òàêæå ìîæåò áûòü îïèñàíà

"ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé Ïëàíêà�. Ñëåäîâàòåëüíî ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ èññëåäî-

âàòü â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè âëèÿíèå ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñîñòîÿíèÿ

è ýôôåêòîâ íå òîëüêî íà ãðàíèöó êâàíòîâîñòè, íî è íà ýôôåêòèâíîñòü êâàíòîâîãî
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òóííåëèðîâàíèÿ.

Íàñòîÿùàÿ äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà àêòóàëüíûì ïðîáëåìàì âåðîÿòíîñòíîãî ïðåä-

ñòàâëåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ðåøåíèþ íîâûõ çàäà÷, îòíîñÿùèõñÿ ê ñâÿçè êâàíòî-

âûõ è êëàññè÷åñêèõ ïîäõîäîâ â êâàíòîâîé îïòèêå, òåîðèè ñïèíîâûõ ñèñòåì (êóáèòîâ

è êóäèòîâ), òåîðèè êâàíòîâûõ êîððåëÿöèé (íåðàâåíñòâà Áåëëà [20]), çàïóòàííûõ ñî-

ñòîÿíèé, ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè.

Àêòóàëüíîñòü çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, îïðåäåëÿåòñÿ

íåîáõîäèìîñòüþ ðàññìîòðåíèÿ îñíîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè â ñâÿçè ñ èíòåíñèâíûì ðàç-

âèòèåì êâàíòîâûõ òåõíîëîãèé â êâàíòîâûõ êîììóíèêàöèÿõ, êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ

è êâàíòîâîé êðèïòîãðàôèè.

Â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ÷àñòèö ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâî-

áîäû ñ ôëóêòóèðóþùèìè êîîðäèíàòîé q è èìïóëüñîì p îïèñûâàåòñÿ íåîòðèöàòåëü-

íîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p, t). Â ñëó÷àå ìíîãèõ ÷àñòèö ñîñòîÿ-

íèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q⃗, p⃗, t),

ãäå âåêòîðà q⃗ è p⃗ èìåþò N êîìïîíåíò. Ïðîöåññ ýâîëþöèè ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ êè-

íåòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè, ïðîñòåéøèì èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå Ëóèâèëëÿ

áåç ñòîëêíîâèòåëüíîãî ÷ëåíà (ñì., íàïðèìåð, [21, 22]). Ó÷åò ñòîëêíîâåíèé ïðèâîäèò

ê óðàâíåíèþ Áîëüöìàíà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî ìåòîäîì ïîñòðîåíèÿ çàöåï-

ëåííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, ïîëó÷åííûõ Í. Í. Áîãîëþáîâûì, íàçûâàåìûõ öåïî÷êîé

Áîãîëþáîâà. Â êâàíòîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû îïèñûâàåòñÿ

îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè ρ̂. Äëÿ ÷àñòèöû ñ îäíîé ñòåïåíüþ ñâîáîäû îïåðàòîð ïëîòíîñòè

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè

Âèãíåðà W (q, p, t) [4], ÿâëÿþùåéñÿ íåêîòîðûì àíàëîãîì êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p, t). Óðàâíåíèå ýâîëþöèè êâàíòîâîé ñèñòåìû (óðàâíå-

íèå Ìîéàëà [23]) äî íåêîòîðîé ñòåïåíè ïîõîæå íà óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ è ïåðåõîäèò

â íåãî â ïðåäåëå ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, ñòðåìÿùåéñÿ ê íóëþ. Îäíàêî ôóíêöèÿ Âèã-

íåðà ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ è ïîýòîìó íå ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëå-

íèåì âåðîÿòíîñòè, òàê êàê âåðîÿòíîñòü ïî îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé

âåëè÷èíîé. Â ðàáîòå [9] â êâàíòîâîé ìåõàíèêå áûëî ââåäåíî íîâîå ïðåäñòàâëåíèå, â

êîòîðîì ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà [24] ôóíêöèè Âèãíåðà êâàíòîâîå ñîñòî-

ÿíèå îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, íàçûâàåìîé òîìîãðàììîé
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ñîñòîÿíèÿ èëè òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ. Â ðàáîòå [25] áûëî ïîêà-

çàíî, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ òîìîãðàììà ìîæåò áûòü ââåäåíà è äëÿ êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû

ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p, t) íà

ôàçîâîé ïëîñêîñòè. Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà îáðàòèìî. Òàêèì îáðàçîì, èíôîðìàöèÿ î

ñîñòîÿíèè êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû íà ÿçûêå ôóíêöèè f(q, p, t) ýêâèâàëåíòíà èíôîðìà-

öèè, çàêëþ÷åííîé â òîìîãðàììå. Ýòî æå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ êâàíòîâîé

÷àñòèöû, äëÿ êîòîðîé èíôîðìàöèÿ î ñîñòîÿíèè, çàêëþ÷åííàÿ â ôóíêöèè Âèãíåðà,

ýêâèâàëåíòíà èíôîðìàöèè, çàêëþ÷åííîé â òîìîãðàììå ñîñòîÿíèÿ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êëàññè÷åñêîé

ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè (óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, öåïî÷êà Áîãîëþáîâà) â òîìîãðà-

ôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè, è îáñóæäåíû âîçìîæíîñòè òîìîãðàôè÷åñêîãî ïîäõîäà ñ

ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ê îïèñàíèþ ñèñòåìû â êâàíòîâîé îáëàñòè. Ñóùå-

ñòâóþò è äðóãèå óðàâíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè ðåëÿòèâèñòñêèå óðàâíåíèÿ â òåîðèè ïîëÿ

[26, 27, 28, 29, 30, 31, 32], êîòîðûå â ïåðñïåêòèâå ìîæíî áóäåò ðàññìîòðåòü â òîìî-

ãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè.

Âàæíîé ñòàòèñòè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ êîððåëÿöèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè

ñèñòåìû. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ÷àñòèö ñî ñïèíîì îïèñûâàåòñÿ ñïèíîðàìè.

Â [33, 12] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñïèíîðû ìîæíî îòîáðàçèòü íà òîìîãðàôè÷åñêèå ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ýòî îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì, àíàëîãè÷íûì

ïðåîáðàçîâàíèþ Ðàäîíà. Òàêèì îáðàçîì â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ìîæíî ôîðìóëèðî-

âàòü ñâîéñòâî ñîñòîÿíèé, èñïîëüçóÿ âìåñòî âîëíîâûõ ôóíêöèé (ñïèíîðîâ) èëè âìåñòî

ìàòðèö ïëîòíîñòè òîìîãðàììû. Â êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè àíàëîãîì ñïèíîâûõ

ñîñòîÿíèé ÿâëÿþòñÿ êóáèòû (ñïèí s = 1/2) è êóäèòû (ëþáûå áîëåå âûñîêèå çíà÷åíèÿ

ñïèíà s). Âàæíîé çàäà÷åé ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ñâîéñòâ ñîñòîÿíèé ñèñòåì èç

íåñêîëüêèõ ñïèíîâ. Ñîñòîÿíèÿ òàêèõ ñîñòàâíûõ ñèñòåì îòëè÷àþòñÿ ñòåïåíüþ êîððå-

ëÿöèè ìåæäó ïîäñèñòåìàìè. Ñèëüíûìè, ÷èñòî êâàíòîâûìè êîððåëÿöèÿìè îáëàäàþò

òàê íàçûâàåìûå çàïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ. Ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ çàïóòàííîñòè ñîñòî-

ÿíèé è ìåðû äëÿ õàðàêòåðèñòèêè çàïóòàííîñòè íå ðåøåíà íà ñåãîäíÿøíèé äåíü.

Èìåþòñÿ ëèøü ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû. Ïîýòîìó â äèccåðòàöèîííîé ðàáîòå îáñóæäà-

þòñÿ òàêæå ñâîéñòâà ñåïàðàáåëüíîñòè è çàïóòàííîñòè â ðàìêàõ òîìîãðàôè÷åñêîãî

ïîäõîäà äëÿ êóáèòîâ è êóòðèòîâ.
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Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ êâàíòîâûõ

ñèñòåì, âêëþ÷àÿ êâàíòîâûå êîððåëÿöèè, ãèáðèäíûõ êâàíòîâî-êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì,

ÿâëåíèÿ çàïóòàííîñòè, ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòåé è íåðàâåíñòâ íà ñòàòèñòè÷å-

ñêèå õàðàêòåðèñòèêè êâàíòîâûõ ñèñòåì (ýíòðîïèè è èíôîðìàöèè) â ðàìêàõ íîâîãî

òîìîãðàôè÷åñêîãî âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðåçóëüòàòîâ çàêëþ-

÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàññìîòðåííûå â íåé ôîðìóëû, âûâîäû è ñâîéñòâà êâàíòîâûõ è

êëàññè÷åñêèõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ íîâûìè, âûâåäåííûìè â ñîîòâåòñòâèè ñ âåðîÿòíîñò-

íûì ïðåäñòàâëåíèåì êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ïîëó÷åííûì â ïîñëåäíåå äåñÿòèëåòèå.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ñ

èõ ïîìîùüþ âûÿñíÿþòñÿ ôóíäàìåíòàëüíûå àñïåêòû êâàíòîâîé òåîðèè, íà îñíîâå

êîòîðûõ áàçèðóåòñÿ ðàçâèòèå êâàíòîâûõ òåõíîëîãèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïðîøëè àïðîáàöèþ íà ñëåäóþùèõ

ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

Workshop on Advances in Foundations of Quantum Mechanics and Quantum Information

with Atoms and Photons, Òóðèí, Èòàëèÿ, 2012

18th Central European Workshop on Quantum Optics, Ìàäðèä, 2011

Conference on Foundation of Probability and Physics-6 (Âàêøà, Øâåöèÿ, 2011);

Âîñüìîé ñåìèíàð Ä.Í.Êëûøêî, Ìîñêâà, ÌÃÓ, Êîðïóñ íåëèíåéíîé îïòèêè èì.Ð.Â.

Õîõëîâà, 20-22 ìàÿ 2013 ã.

Ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà àñïèðàíòñêîì ñåìèíàðå ÔÈÀÍ.

Ïóáëèêàöèè. Ìàòåðèàëû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíû â 15 ñòàòüÿõ â ðåöåíçèðó-

åìûõ æóðíàëàõ èç ïåðå÷íÿ ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèé ÂÀÊ [34], [35], [36], [37], [38], [39],

[40], [41], [42], [43], [44], [45], [46], [47], [48]..

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Âñå òåîðåòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå â äèñ-

ñåðòàöèè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî. Ïîñòàíîâêà áîëüøåé ÷àñòè çàäà÷ âû-

ïîëíåíà íàó÷íûì ðóêîâîäèòåëåì. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàáîò ïðîâîäèëîñü ñîâ-

ìåñòíî ñ ñîàâòîðàìè.

Cðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ñî-

ñòîèò èç ââåäåíèÿ, ñåìè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì äèñ-

ñåðòàöèè 152 ñòðàíèöû. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 110 íàèìåíîâàíèé íà 10 ñòðàíèöàõ.
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Â ïåðâîé ãëàâå ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷å-

ñêîé ìåõàíèêå ââåäåí ôîðìàëèçì êâàíòîâîé ìåõàíèêè (âîëíîâîé ôóíêöèè, ìàòðèöû

ïëîòíîñòè).

Âî âòîðîé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ êëàññè÷åñêèå êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (Ëèóâèëëÿ)

äëÿ îäíîé è ìíîãèõ ÷àñòèö â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Ïîëó÷åíû ðåäóöè-

ðîâàííûå óðàâíåíèÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññìîòðåòü öåïî÷êó Áîãîëþáîâà ñ ïîìîùüþ

òîìîãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà. Ðàññìîòðåí òàêæå ïðîñòåéøèé ïðèìåð ðåëÿòèâèñòñêîãî

êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ.

Â òðåòüåé ãëàâå îáñóæäàþòñÿ â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõà-

íèêè ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñîñòîÿíèé, òàêèå êàê ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, äèñ-

ïåðñèè è ìîìåíòû âûñøèõ ïîðÿäêîâ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ

ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèö, îïèñûâàþùèå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû, ïîñòðîåíû áè-

ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, äå-

òàëüíî ðàññìîòðåí ïðèìåð ñïèíîâûõ ñèñòåì.

Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ðàññìîòðåíû ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ è ñëîæåíèå ñïèíîâ â âåðîÿò-

íîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè, îáñóæäåíî ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå òîìî-

ãðàììû êóäèòà íà òîìîãðàììó êóáèòà, íàçâàííîãî êóáèòíûé ïîðòðåò, è ðàññìîòðåíî

åãî èñïîëüçîâàíèå äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóäèòà. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà êóáèòíîãî

ïîðòðåòà èññëåäîâàíû íåðàâåíñòâà Áåëëà è îáñóæäåíî èõ íàðóøåíèå èëè íåíàðó-

øåíèå â çàâèñèìîñòè îò ñòðóêòóðû ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

(òîìîãðàììû). Ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòîÿíèÿ êóáèòà�êóòðèòà

ðåäóöèðîâàíà ê ïðîáëåìå èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâ Áåëëà äëÿ

äâóõ êóáèòîâ, è â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðèâåäåíî äîêà-

çàòåëüñòâî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, îñíîâàííîå

íà èñïîëüçîâàíèè îòîáðàæåíèÿ êóäèòà íà êóáèò.

Â ïÿòîé ãëàâå ââåäåíû íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà äëÿ òîìîãðàìì, ïðåäñòàâëåííûõ

â âèäå âåêòîðà âåðîÿòíîñòè, ðàññìîòðåíû òîìîãðàììû êóäèòà, ââåäåí ñâÿçàííûé ñ

òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ôîòîíà òîìîãðàôè÷åñêèé êóìóëÿíò, è

èññëåäîâàíà ñ åãî ïîìîùüþ íåãàóññîâîñòü ñîñòîÿíèÿ, ïîêàçàíî, ÷òî âñå âåêòîðà âåðî-

ÿòíîñòè, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ñïåöèàëüíûõ, ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, óäîâëå-

òâîðÿþò ñïåöèôè÷åñêèì íåðàâåíñòâàì íà ýíòðîïèè, ñâÿçàííûå ñ ïðåîáðàçîâàííûìè
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âåêòîðàìè âåðîÿòíîñòè.

Â øåñòîé ãëàâå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé çàïèñàíû íà ÿçûêå òîìîãðàìì,

ïðè÷åì â ôîðìå, óäîáíîé äëÿ ýêïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû

äåòåêòèðîâàíèÿ ôîòîííîãî ñîñòîÿíèÿ. Îïèñàííûé â ÷åòâåðòîé ãëàâå ìåòîä êóáèòíîãî

ïîðòðåòà êóäèòíûõ ñîñòîÿíèé èñïîëüçîâàí äëÿ àíàëèçà ïåðåïóòàííîñòè äâóõìîäîâî-

ãî ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ.

Â ñåäüìîé ãëàâå ââåäåíî óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ñîäåðæàùåé êëàññè÷åñêóþ è êâàí-

òîâóþ ïîäñèñòåìû, êîòîðîå ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ â êëàññè÷åñêîé îáëà-

ñòè è ñ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì ôîí Íåéìàíà â êâàíòîâîé îáëàñòè.

Â çàêëþ÷åíèè ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöè-

îííîé ðàáîòå.
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1 ÃËÀÂÀ. ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÉ ÎÑÖÈËËßÒÎÐ

Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ìîæíî èñïîëüçîâàòü, ÷òîáû ââåñòè ôîðìàëèçì êâàíòîâîé

ìåõàíèêè (âîëíîâîé ôóíêöèè, ìàòðèöû ïëîòíîñòè) â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé

ìåõàíèêå. Äåéñòâèòåëüíî, â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ïî òîìîãðàììå w(X,µ, ν) âîññòàíàâ-

ëèâàåòñÿ ôóíêöèÿ ÂèãíåðàW (q, p), à òåì ñàìûì è ìàòðèöà ïëîòíîñòè. Ôóíêöèÿ Âèã-

íåðà àíàëîãè÷íà êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p). Ïîýòîìó

ïðèìåíèì ôîðìàëüíî ê êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïðåîáðà-

çîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ôóíêöèþ Âèãíåðà â ìàòðèöó ïëîòíî-

ñòè (îïåðàòîð ïëîòíîñòè ρ̂) â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Äëÿ îïåðàòîðà

ïëîòíîñòè ρ̂, îòâå÷àþùåãî ñâîéñòâó ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé, òî-åñòü ρ̂2 = ρ̂, ìîæíî ââåñòè è

àíàëîã âîëíîâîé ôóíêöèè â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå. Â äàííîé ãëàâå,

ñëåäóÿ [37, 38], ìû ðàññìîòðèì òàêóþ âîëíîâóþ ôóíêöèþ íà ïðèìåðàõ êëàññè÷åñêîãî

îñöèëëÿòîðà ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé è êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

1.1 Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ôàçî-

âîì ïðîñòðàíñòâå

Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà - ýòî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóíêöèè ìíîãèõ ïåðå-

ìåííûõ, ðîäñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèþ Ôóðüå. (Îïåðàöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ ôóíêöèè

âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé äðóãóþ ôóíêöèþ âåùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ýòà íîâàÿ

ôóíêöèÿ îïèñûâàåò êîýôôèöèåíòû ïðè ðàçëîæåíèè èñõîäíîé ôóíêöèè íà ýëåìåí-

òàðíûå ñîñòàâëÿþùèå - ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ ñ ðàçíûìè ÷àñòîòàìè). Âïåðâûå

ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà áûëî ââåäåíî â ðàáîòå àâñòðèéñêîãî ìàòåìàòèêà Èîãàííà Ðà-

äîíà â 1917 ãîäó [24]. Âàæíåéøåå ñâîéñòâî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà- ýòî îáðàòèìîñòü,

òî-åñòü âîçìîæíîñòü âîññòàíàâëèâàòü èñõîäíóþ ôóíêöèþ ïî åå ïðåîáðàçîâàíèþ Ðà-

äîíà. Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà â íàñòîÿùåå âðåìÿ àêòèâíî ïðèìåíÿåòñÿ â ìåäèöèíå è

òåõíèêå. Íàïðèìåð, â êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè (â øèðîêîì ñìûñëå ñèíîíèì òåð-

ìèíà òîìîãðàôèÿ, òàê êàê âñå ñîâðåìåííûå òîìîãðàôè÷åñêèå ìåòîäû ðåàëèçóþò-

ñÿ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé òåõíèêè); â óçêîì ñìûñëå (â êîòîðîì óïîòðåáëÿåòñÿ

çíà÷èòåëüíî ÷àùå, ñèíîíèì òåðìèíà ðåíòãåíîâñêàÿ êîìïüþòåðíàÿ òîìîãðàôèÿ, òàê

êàê èìåííî ýòîò ìåòîä ïîëîæèë íà÷àëî ñîâðåìåííîé òîìîãðàôèè) ëèíåéêà äåòåê-
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òîðîâ èçìåðÿåò ïîãëîùåíèå èññëåäóåìûì îáúåêòîì ïàðàëëåëüíîãî ïó÷êà èçëó÷åíèÿ

(íàïðèìåð, ðåíòãåíîâñêèõ ëó÷åé â ìåäèöèíñêîé òîìîãðàôèè, ñåéñìè÷åñêèõ âîëí â

ãåîôèçè÷åñêîé òîìîãðàôèè). Òàêæå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà àêòèâíî èñïîëüçóåòñÿ â

êâàíòîâîé ìåõàíèêå, òàê â [50] áûëà íàéäåíà ñâÿçü ôóíêöèè Âèãíåðà [4] ñ èçìåðèìûì

ìàðãèíàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòåé äëÿ ãîìîäèííîé íàáëþäàåìîé, ÿâëÿþ-

ùåéñÿ ïîâåðíóòîé íà çàäàííûé óãîë êîîðäèíàòîé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû.

Ôóíêöèÿ Âèãíåðà îäíîìåðíîé ñèñòåìû áûëà âûðàæåíà ÷åðåç ýòó èçìåðèìóþ íîð-

ìèðîâàííóþ ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàäîíà [50], (ñ èíòåãðèðîâàíèåì ïî óãëó ïîâîðîòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå), èñïîëü-

çóåìîãî â îáû÷íîé ìåäèöèíñêîé òîìîãðàôèè. Â ýòîé ñâÿçè ñõåìà èçìåðåíèé êâàíòî-

âîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîé íàáëþäàåìîé òèïà êîîðäèíàòû èëè èìïóëüñà áûëà

íàçâàíà ñõåìîé îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè, è ýòà ñõåìà áûëà ïðèìåíåíà â ýêñïåðèìåíòàõ

ïî ðåêîíñòðóêöèè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ìîäû ýëåêòðîìàãíèòíîãî èçëó÷åíèÿ [51] è

â ìîëåêóëÿðíîé ñïåêòðîñêîïèè [52]. Ýêñïåðèìåíòû ïî âîñïðîèçâîäèìîìó èçìåðåíèþ

ñæàòîãî âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ ñâåòà, ãåíåðèðóåìîãî îïòè÷åñêèì ïàðàìåòðè÷åñêèì

îñöèëëÿòîðîì áûëè ðàññìîòðåíû â [53]. Ðåêîíñòðóêöèÿ îäíîôîòîííîãî ôîêîâñêîãî

ñîñòîÿíèÿ áûëà ðåàëèçîâàíà ýêñïåðèìåíòàëüíî â ðàáîòå [54]. Ðåçîíàíñíàÿ ôëóîðåñ-

öåíöèÿ áûëà ïðåäëîæåíà äëÿ ðåêîíñòðóêöèè êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ èîíà

â ðàáîòå [55]. Òîìîãðàììà êëàññè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû òàêæå ñâÿçàíà ñ ôóíê-

öèåé ðàñïðåäåëåíèÿ f(q, p, t) íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ïðåîáðàçîâàíèåì Ðàäîíà.

Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå íåðåëÿòèâèñòñêîé êëàññè÷åñêîé ñâîáîäíîé ÷àñòèöû åäè-

íè÷íîé ìàññû m=1, êîòîðîå çàäàíî ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â ôà-

çîâîì ïðîñòðàíñòâå f(q, p, t). Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íåîòðèöàòåëüíà

f(q, p, t) ≥ 0 è íîðìèðîâàíà
∫
f(q, p, t)dqdp = 1. Åñëè ìû ïðèìåíèì ê ôóíêöèè

f(q, p, t = 0) ≡ f(q, p)) èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà, òî ìû ïîëó÷èì ôóíê-

öèþ òðåõ äåéñòâèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ w(X,µ, ν), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ òîìîãðàììîé.

Òîìîãðàììà ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëå-

íèÿ âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû - êîîðäèíàòû ÷àñòèöû X

w(X,µ, ν) =
∫
f(q, p)δ(X − µq − νp)dqdp, (1)

ãäå δ(X − µq − νp) äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, à ïàðàìåòðû µ, ν õàðàêòåðèçóþò ñè-

ñòåìó îòñ÷åòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Òîìîãðàììà, íàçûâàåìàÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé,
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îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ñòàíäàðòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, îíà íåîòðè-

öàòåëüíà è íîðìèðîâàíà
∫
w(X,µ, ν)dX = 1 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ µ è ν.

Ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà (1) îáðàòèìî. Ïðèìåíèâ îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà,

ïîëó÷àåì

f(q, p) =
∫
w(X,µ, ν)eι(X−µq−νp)

dXdµdν

(2π)2
. (2)

Åñëè ïåðåìåííûå µ = 1, ν = 0, òî äàííàÿ ôóíêöèÿ çàäàåò ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëå-

íèå âåðîÿòíîñòè êîîðäèíàòû. Íà ñàìîì äåëå

w(X, 1, 0) =
∫
δ(X − q)f(q, p)dqdp =

∫
f(X, p)dp = P (X), (3)

ãäå P (X) ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè êîîðäèíàòû. Åñëè µ = 0, ν = 1, òî ïîëó÷àåì

ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè äëÿ èìïóëüñà

w(X, 0, 1) =
∫
δ(X − p)f(q, p)dqdp =

∫
f(X, p)dp = ℘(X). (4)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë òîìîãðàììû ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü, ðàññìîòðåâ äâå ñèñòåìû

êîîðäèíàò â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå (íà ïëîñêîñòè êîîðäèíàòà è èìïóëüñ): èñõîäíóþ

è ïîâåðíóòóþ ïî îòíîøåíèþ ê íåé íà óãîë Θ. Òîìîãðàììà (áåç ó÷åòà ýôôåêòà èçìå-

íåíèÿ ìàñøòàáà ïî îñÿì êîîðäèíàòà è èìïóëüñ, òî åñòü êîãäà µ = cosΘ, ν = sinΘ)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè òîëüêî ïî êîîðäèíàòå ÷àñòèöû, ðàñ-

ñìàòðèâàåìîé â ïîâåðíóòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Èíòåãðàëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ (1),

(2) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì ñîîòâåòñòâèÿ

pf(q, p)←→ −( ∂

∂X
)−1 ∂

∂ν
w(X,µ, ν);

∂

∂q
f(q, p)←→ µ

∂

∂X
w(X,µ, ν);

qf(q, p)←→ −( ∂

∂X
)−1 ∂

∂µ
w(X,µ, ν);

∂

∂p
f(q, p)←→ ν

∂

∂X
w(X,µ, ν). (5)

Ïî îïðåäåëåíèþ ( ∂
∂X

)−1 ∂
∂X

= 1. Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà ( ∂
∂X

)−1 íà ôóíêöèþ φ(X) ïî-

ëó÷àåì ôóíêöèþ Φ(X), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ: dΦ(X)
dX

= φ(X). Ïðèìåíèâ

ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ê ôóíêöèÿì φ(X) è Φ(X)

φ(X) =
∫
φ̃(k)eikXdk è Φ(X) =

∫
ϕ̃(k)eikXdk, (6)

ìû îïðåäåëÿåì äåéñòâèå îïåðàòîðà ( ∂
∂X

)−1 íà ôóíêöèþ φ(X) ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ

(
∂

∂X
)−1φ(X) =

∫ 1

ik
ϕ̃(k)eikXdk, (7)
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÷òî ôèêñèðóåò êîíñòàíòó ïðè âûáîðå ïåðâîîáðàçíîé Φ(X). Â ôîðìóëàõ (5), íàïðè-

ìåð, ïåðâîå ñîîòíîøåíèå îçíà÷àåò, ÷òî

pf(q, p) = −
∫
[(
∂

∂X
)−1 ∂

∂ν
w(X,µ, ν)]eι(X−µq−νp)dXdµdν

(2π)2
. (8)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå íåñêîëüêèõ íåðåëÿòèâèñòñêèõ êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö

åäèíè÷íîé ìàññû (m=1). Òîìîãðàììà îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû f(q⃗, p⃗), ãäå q⃗ = (q1, q2, .., qN),p⃗ = (p1, p2, .., pN).

Èñïîëüçóåì ñâîéñòâî îäíîðîäíîñòè äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììû, êîòîðîå äëÿ

îäíîé ñòåïåíè ñâîáîäû èìååò âèä w(λX, λµ, λν) = 1
|λ|w(X,µ, ν). Ýòî ñâîéñòâî ñëåäóåò

èç ñâîéñòâà îäíîðîäíîñòè äåëüòà-ôóíêöèè Äèðàêà: δ(λy) = 1
|λ|δ(y). Äëÿ ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íåñêîëüêèõ ÷àñòèö ñóùåñòâóåò ìíîãîìåðíîå ïðåîáðàçîâàíèå

Ðàäîíà, ïðèìåíèâ êîòîðîå, ïîëó÷èì ñèìïëåêòè÷åñêóþ òîìîãðàììó

w(X⃗, µ⃗, ν⃗) =
∫
f(q⃗, p⃗)

N∏
k=1

δ(Xk − µkqk − νkpk)dq⃗dp⃗. (9)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà èìååò âèä

f(q⃗, p⃗) =
1

(4π2)N

∫
w(X⃗, µ⃗, ν⃗)(

N∏
k=1

ei(Xk−µkqk−νkpk))dX⃗dµ⃗dν⃗. (10)

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà (9) íåîòðèöàòåëüíà è íîðìèðîâàíà, òî-åñòü

w(X⃗, µ⃗, ν⃗) ≥ 0 è
∫
w(X⃗, µ⃗, ν⃗)dX⃗ = 1. (11)

Òîìîãðàììà ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè N ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí (êîîðäèíàò) Xk, èçìåðÿåìûõ â ñïåöèàëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû, êàæäàÿ ÷àñòèöà êîòîðîé ðàññìàòðèâàåòñÿ â ñâîåé ïîäñèñòåìå

îòñ÷åòà, êîòîðàÿ ïîäâåðãíóòà îïåðàöèè èçìåíåíèÿ ìàñøòàáà qk → skqk, pk → s−1
k pk

è ïîâåðíóòà íà óãîë θk. Îñîáåííî âàæíûì ñâîéñòâîì, ñëåäóþùèì èç ôèçè÷åñêîãî

ñìûñëà òîìîãðàììû w(X⃗, µ⃗, ν⃗) (ïðèâåäåííîãî âûøå) ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâî ðåäóêöèè∫
w(X⃗, µ⃗, ν⃗)dXN = w̃(X⃗ ′, µ⃗ ′, ν⃗ ′), (12)

ãäå X⃗ ′ = (X1, X2, ..., XN−1), µ⃗
′ = (µ1, µ2, ..., µN−1) è ν⃗ ′ = (ν1, ν2, ..., νN−1). Ñâîéñòâî

ðåäóêöèè òîìîãðàììû ñâÿçàíî ñî ñâîéñòâîì ðåäóêöèè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòè ∫
f(q⃗, p⃗)dqN dpN = f̃(q⃗ ′, p⃗ ′), (13)
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ãäå q⃗′ = (q, ..., qN−1), p⃗
′ = (p, ..., pN−1). Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f̃(q⃗ ′, p⃗ ′)

ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïîäñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç N − 1 ÷à-

ñòèö. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà w̃(X⃗ ′, µ⃗ ′, ν⃗ ′) ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f̃(q⃗ ′, p⃗ ′) ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà

∫
f(q⃗ ′, p⃗ ′)

N−1∏
k=1

δ(Xk − µkqk − νkpk)dq⃗ dp⃗ = w̃(X⃗ ′, µ⃗ ′, ν⃗ ′). (14)

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà ñîñòîÿíèÿ ìíîãîìîäîâîé ñèñòåìû îáëàäàåò ñâîéñòâîì

îäíîðîäíîñòè

w(λ1X1, λ2X2, ..., λNXN , λ1µ1, λ2µ2, ..., λNµN , λ1ν1, λ2ν2, ..., λNνN) =

(
N∏
k=1

1

|λk|
)w(X⃗, µ⃗, ν⃗) (15)

è äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

∫
w(X⃗, µ⃗, ν⃗)

N∏
k=1

ei(Xk−µkqk−νkpk))dX⃗dµ⃗dν⃗ ≥ 0, (16)

ââèäó òîãî, ÷òî ýòîò èíòåãðàë îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñè-

ñòåìû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

1.2 Àíàëîãèÿ ìåæäó ïðåîáðàçîâàíèåì Ëîðåíöà è ïîâîðîòàìè

â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ðàññìîòðèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, äëÿ ÷å-

ãî ñíà÷àëà îáñóäèì ïîâîðîòû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îñöèëëÿòîðà. Ãàìèëüòîíèàí

êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñóöèëëÿòîðà èìååò âèä

H =
p2

2
+
q2

2
(17)

(äëÿ ïðîñòîòû ìû ïîëîæèëè ÷àñòîòó ω = 1, è ìàññó m = 1). Èç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

äëÿ îñöèëëÿòîðà

∂H

∂p
= q̇, −∂H

∂q
= ṗ, (18)

ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ äëÿ èìïóëüñà è êîîðäèíàòû

îñöèëëÿòîðà p = q̇, −q = ṗ, èç êîòîðûõ ñëåäóåò óðàâíåíèå q̈ + q = 0. Åñëè ãàð-

ìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð âçàèìîäåéñòâóåò ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, òî êîîðäèíàòà è
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èìïóëüñ îñöèëëÿòîðà ôëóêòóèðóþò, à ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà îïè-

ñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p, t) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íåîòðèöàòåëüíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîð-

ìèðîâêè , êîòîðîå îçíà÷àåò, ÷òî ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êîîðäèíàòà è èìïóëüñ

îòâå÷àþò êàêîé-òî òî÷êå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îñöèëëÿòîðà ðàâíà åäèíèöå. Ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè óäîâëåòâîðÿåò êèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ

äëÿ îñöèëëÿòîðà

∂f(q, p, t)

∂t
+ p

∂f(q, p, t)

∂q
− q∂f(q, p, t)

∂p
= 0. (19)

Îñóùåñòâèì ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, äëÿ ÷åãî ðàññìîòðèì

âåëè÷èíó ñëåäóþùåãî âèäà

X = q cosΘ + p sinΘ, P = −q sinΘ + p cosΘ. (20)

Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû îòñ÷åòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå îñöèëëÿòîðà, ïåðâàÿ ñè-

ñòåìà îòñ÷åòà çàäàåòñÿ îñÿìè q è p, à âòîðàÿ ïîâåðíóòà îòíîñèòåëüíî ïåðâîé íà óãîë

Θ è çàäàåòñÿ îñÿìè q′ è p′. Âåëè÷èíà X ìîæåò ïîíèìàòüñÿ êàê êîîðäèíàòà îñöèëëÿ-

òîðà âî âòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðåîáðàçîâàíèå ïîâîðîòà

ñèñòåìû îòñ÷åòà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçîâàíèþ Ëîðåíöà äëÿ

÷åòûðåõâåêòîðà êîîðäèíàòà-âðåìÿ ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû. Êàê õîðîøî èçâåñòíî,

âðåìÿ è êîîðäèíàòà ÷àñòèöû â ñèñòåìå îòñ÷åòà, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî äðóãîé

èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà ñî ñêîðîñòüþ v, íàïðàâëåííîé âäîëü îñè x, ñâÿçàíà ñ

êîîðäèíàòîé è âðåìåíåì â íà÷àëüíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ëîðåíöà, à

èìåííî

x =
x′ + vt′√
1− v2

, t =
t′ + vx′√
1− v2

(21)

(ñêîðîñòü ñâåòà â ôîðìóëå (21) ïîëîæåíà ðàâíîé åäèíèöå c=1). Ââåäåì óãîë ïîâîðîòà

Θ ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ

coshΘ =
1√

1− v2
, sinhΘ =

v√
1− v2

. (22)

Èç ôîðìóëû (22) âèäíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ëîðåíöà (21) àíàëîãè÷íî ïðåîáðàçîâà-

íèþ ïîâîðîòà (20). Ðàçíèöà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî óãîë Θ ñòàíîâèòñÿ ÷èñòî ìíèìûì

Θ → ıΘ. Èçâåñòíî, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëîðåíöà îáúÿñíÿþò ìíîãèå íåòðèâèàëüíûå
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ýôôåêòû, âîçíèêàþùèå ïðè äâèæåíèè îáúåêòîâ ñî ñêîðîñòÿìè áëèçêèìè ê ñêîðîñòè

ñâåòà â ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè. Àíàëîãè÷íî, ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðî-

òà â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ìîãóò îáúÿñíèòü êâàíòîâîìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû [9]. Â

ïîñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ ìû ðàññìîòðèì ðîëü ïðåîáðàçîâàíèÿ ïîâîðîòà â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

1.3 Ñâÿçü âîëíîâîé ôóíêöèè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòè êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà îáû÷íî çàäàåòñÿ âîëíîâîé ôóíêöèåé

Ψ(x, t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

i
∂Ψ(x, t)

∂t
= −1

2

∂2Ψ(x, t)

∂x2
+
x2

2
Ψ(x, t). (23)

Äëÿ ïðîñòîòû ïîíèìàíèÿ ÷àñòîòà, ìàññà ÷àñòèöû, à òàêæå ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà â

ôîðìóëå (23) ïîëîæåíû ðàâíûìè 1, òî åñòü ω = 1, m = 1, h̄ = 1. Â êâàíòîâîé

ìåõàíèêå äëÿ îïèñàíèÿ ÷èñòûõ è ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé òàêæå ìîæíî èñïîëüçîâàòü

ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρ(x, x′, t), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé äâóõ ïåðåìåííûõ x, x′ è

âðåìåíè t. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé èìååò âèä

ρΨ(x, x
′, t) = Ψ(x, t)Ψ∗(x′, t), (24)

ãäå Ψ(x, t) âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñìåøàííûõ ñî-

ñòîÿíèé ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé â âèäå

âûïóêëîé ñóììû, à èìåííî

ρ(x, x′, t) =
∑
k

pkρΨk(x, x
′, t), (25)

ãäå êîýôôèöèåíòû pk óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì pk ≥ 0 è
∑
k pk = 1. Êâàíòîâîå ñîñòî-

ÿíèå ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρ(x, x′, t) â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ìîæåò çàäàâàòüñÿ òàêæå

ôóíêöèåé Âèãíåðà [4]. Ôóíêöèÿ Âèãíåðà çàäàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ìàòðèöû

ïëîòíîñòè

W (q, p, t) =
∫
ρ(q +

u

2
, q − u

2
, t)e−ipudu. (26)

Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò âèä

ρ(x, x′, t) =
1

2π

∫
W (

x+ x′

2
, p, t)eıp(x−x

′)dp. (27)
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Äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ôîðìóëà (26) ïðåîáðàçóåòñÿ â ôîðìóëó

WΨ(q, p, t) =
∫

Ψ(q +
u

2
, t)Ψ∗(q − u

2
, t)e−ıpudu. (28)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ôóíêöèþ Âèãíåðà WΨ(q, p, t) ñëåäó-

þùèì îáðàçîì

Ψ(x, t)Ψ∗(x′, t) =
1

2π

∫
WΨ(

x+ x′

2
, p, t)eıp(x−x

′)dp. (29)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

Ψ(0, t)Ψ∗(0, t) =
1

2π

∫
WΨ(0, p, t)dp. (30)

Êðîìå òîãî

Ψ(x, t)Ψ∗(0, t) =
1

2π

∫
WΨ(

x

2
, p, t)eıpxdp, (31)

èëè

Ψ(x, t) =
1

2πΨ∗(0, t)

∫
WΨ(

x

2
, p, t)eıpxdp. (32)

Òàê êàê Ψ(0, t)∗ = |Ψ∗(0, t)|e−ıφ0(t), ãäå φ0(t) çàâèñèò îò âðåìåíè, ïîëó÷àåì

Ψ(x, t) =
1√
2π

eıφ0(t)√
(
∫
WΨ(0, p, t)dp)

∫
WΨ(

x

2
, p, t)eıpxdp. (33)

Ôóíêöèÿ Âèãíåðà ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè∫
W (q, p, t)

dp

2π
= |Ψ(q, t)|2 è

∫
W (q, p, t)

dq

2π
= |Ψ̃(p, t)|2. (34)

Ôóíêöèÿ Ψ̃(p, t) - ýòî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ îñöèëëÿòîðà â èìïóëüñíîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ôóíêöèÿ W (q, p, t) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè àíàëîãè÷íûìè ñâîéñòâàì ôóíêöèè ðàñïðå-

äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé f(q, p, t) êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ïîýòîìó ìîæíî ââåñòè

ìàòðèöó ïëîòíîñòè è âîëíîâóþ ôóíêöèþ êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòî-

ðà, ïîëüçóÿñü äàííîé àíàëîãèåé. Äëÿ ýòîãî çàìåíèì ôóíêöèþ Âèãíåðà W (q, p, t) â

ôîðìóëàõ (27) è (33) ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè 2πf(q, p, t). Ïîëó÷àåì

âîëíîâóþ ôóíêöèþ êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

Ψf (x, t) =
1√∫

f(0, p, t)dp

∫
f(
x

2
, p, t)eıpxdp. (35)

Â ôîðìóëå (35) ôàêòîð eιφ0(t), ñâÿçàííûé ñ ïîñòîÿííîé ôàçîé, ïîëîæåí ðàâíûì åäè-

íèöå. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä

ρf (x, x
′, t) =

∫
f(
x+ x′

2
, p, t)eıp(x−x

′)dp. (36)
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1.4 Îñíîâíîå è âîçáóæäåííîå ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîãî ãàðìî-

íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

Ïðîäåìîíñòðèðóåì âûøåèçëîæåííîå íà ïðèìåðå õîðîøî èçâåñòíûõ ñîñòîÿíèé îñöèë-

ëÿòîðà. Äëÿ ýòîãî ââåäåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ êëàññè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèë-

ëÿòîðà, âûáðàííóþ â âèäå ôóíêöèè, ñîâïàäàþùåé ïî ôîðìå ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé

îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà [21]

Ψocl(x) =
1
4
√
π
e−

x2

2 . (37)

Â ôîðìóëå (37) âðåìÿ ïîëîæåíî ðàâíûì íóëþ (t = 0). Ââåäåì îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ

è óíè÷òîæåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà àíàëîãè÷íî îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è

óíè÷òîæåíèÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð óíè÷òîæåíèÿ êëàñ-

ñè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà çàäàí ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

â =
1√
2
(x+

∂

∂x
). (38)

Îïåðàòîð ðîæäåíèÿ ðàâåí

â† =
1√
2
(x− ∂

∂x
). (39)

Êîììóòàöèîííûå ñîîòíîøåíèÿ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ êëàññè÷åñêîãî

îñöèëëÿòîðà èìåþò âèä

[â, â†] = ââ† − â†â = 1̂, (40)

ãäå 1̂ - åäèíè÷íûé îïåðàòîð, êîòîðûé çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

1̂Ψ(x) = Ψ(x) (41)

äëÿ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè Ψ(x). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

âΨocl(x) = 0. (42)

Ïîëüçóÿñü àíàëîãèåé ñ êâàíòîâûì îñöèëëÿòîðîì, ââåäåì âîëíîâóþ ôóíêöèþ âîç-

áóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, à èìåííî,

Ψcl
n (x) =

â†n√
n!
Ψocl(x), n = 0, 1, 2... (43)
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Ôóíêöèè (42), (43) õîðîøî èçâåñòíû, îíè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû Ýðìèòà

Ψcl
n (x) =

e−
x2

2

4
√
π

1√
2nn!

Hn(x). (44)

Ïîëèíîìû Ýðìèòà çàäàþòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ñëåäóþùåãî âèäà

e−τ
2+2τx =

∞∑
n=0

τn

n!
Hn(x). (45)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ (37) èìååò âèä

f0(q, p) =
1

π
e−q

2−p2 . (46)

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (46) ãàóññîâà è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ (êîîðäèíàòû è èìïóëüñà). Ñðåäíèå

çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â ñîñòîÿíèè (46) ðàâíû íóëþ, à äèñïåðñèè êîîðäè-

íàòû è èìïóëüñà ðàâíû (σq)
2 = 1/2, (σp)

2 = 1/2. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âîëíîâàÿ

ôóíêöèÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (35) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè f(x, p, t) ïðè ïîìîùè ôîðìóëû∫
f(q, p, t)dp = |Ψcl(q, t)|2. (47)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ôîðìàëüíîé âîëíîâîé ôóíêöèè êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â

êâàíòîâîïîäîáíîì ïðåäñòàâëåíèè êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè òàêîé æå êàê ó âîëíîâîé

ôóíêöèè îñöèëëÿòîðà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Äëÿ ìîäóëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè êëàñ-

ñè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå

|Ψcl(x, t)|2 = P (x, t), (48)

ãäå P (x, t) ýòî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè êîîðäèíàòû êëàññè-

÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

1.5 Óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè êëàññè÷åñêî-

ãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

Ìîæíî ââåñòè óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿ-

òîðà, îñíîâûâàÿñü íà ñîîòíîøåíèè (19). Íà ñàìîì äåëå, âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ äîëæíà

óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ, àíàëîãè÷íîìó óðàâíåíèþ Øðåäèíãåðà

ι
∂Ψcl(x, t)

∂t
= −1

2

∂2Ψcl(x, t)

∂x2
+

1

2
x2Ψcl(x, t). (49)
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Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

f(q, p, t) =
1

2π

∫
Ψcl(q +

u

2
, t)Ψ∗

cl(q −
u

2
, t)e−ιpudu (50)

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (19). Ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óðàâíåíèå (49) êàê

ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíò äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (19). Äàííûé ñïîñîá ðåøåíèÿ

îïèðàåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèå èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (50) è (35). Ôàçîâûé ìíî-

æèòåëü â óðàâíåíèè (35) ïîëîæåí ðàâíûì 1 â îòëè÷èè îò óðàâíåíèÿ (33). Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî ìû âûâåëè óðàâíåíèå (19) äëÿ îñöèëëÿòîðà èç ñîîòíîøåíèÿ (49). Äëÿ òîãî

÷òîáû âûâåñòè óðàâíåíèå (49) èç ñîîòíîøåíèÿ (19) íàäî â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëü-

íîé èíôîðìàöèè ââåñòè ôàçîâûé ìíîæèòåëü. Ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ ñëåäóþùèì

îáðàçîì, à âîçìîæíî ëè ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ êëàññè÷åñêîé âîëíîâîé ôóíêöèè,

àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþØðåäèíãåðà, â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ïîòåíöèàëà U(q). Â ðà-

áîòå [56] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíî ïîëó÷èòü óðàâíåíèå äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè

òîëüêî àíàëîãè÷íîå óðàâíåíèþ ôîí Íåéìàíà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (19). Ñëåäîâà-

òåëüíî, ðåøåíèå ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íå ñîâïàäàåò ïî ôîðìå ñ âûðàæåíèåì (24).

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå óðàâíåíèå ôîí Íåéìàíà èìååò âèä

ι
∂ρ(x, x′, t)

∂t
= −1

2

∂2ρ(x, x′, t)

∂x2
+ U(x)ρ(x, x′, t) +

1

2

∂2ρ(x, x′, t)

∂x′2
− U(x′)ρ(x, x′, t). (51)

Ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ â ñëó÷àå ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé èìååò âèä (24). Äëÿ ñìåøàí-

íûõ ñîñòîÿíèé ðåøåíèå äàííîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä (25). Óðàâíåíèå äëÿ êëàññè÷å-

ñêîé ìàòðèöû ïëîòíîñòè (36), êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü èç (19) èìååò âèä

ι
∂ρcl(x, x

′, t)

∂t
= −1

2

∂2ρcl(x, x
′, t)

∂x2
+

1

2

∂2ρcl(x, x
′, t)

∂x′2
− (x′ − x)U ′(

x+ x′

2
)ρcl(x, x

′, t) = 0.(52)

Ðàçëè÷èÿ ìåæäó äâóìÿ óðàâíåíèÿìè (52) è (51) çàêëþ÷àåòñÿ â ñëàãàåìûõ, ñîäåðæà-

ùèõ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ. Äëÿ ñèñòåì ñ êâàäðàòè÷íûìè ïîòåíöèàëàìè

U(x) = a(t)x2 + b(t)x+ c(t) (53)

óðàâíåíèÿ ñîâïàäàþò, ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (52) äëÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿ-

òîðà èìååò òàêîé æå âèä êàê è ðåøåíèå äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé

ρΨcl(x, x
′, t) = Ψcl(x, t)Ψ

∗
cl(x

′, t), (54)

ïðè÷åì ôîðìàëüíûé âèä ðåøåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ c òå÷åíèåì âðåìåíè.
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1.6 Ãàóññîâñêèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ, àíàëîãè÷íîãî óðàâíåíèþ

Øðåäèíãåðà äëÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ãàóññîâñêèå ïàêåòû, èìåþùèå âèä âîëíîâîé ôóíêöèè êîãå-

ðåíòíûõ ñîñòîÿíèé [57]

Ψcl
α(x, t) =

1
4
√
π
exp (−x

2

2
− ιt

2
− |α|

2

2
+
√
2αe−ιtx− α2

2
e−2ιt) (55)

óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ýâîëþöèè äëÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ýòè ôóíêöèè

ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ôóíêöèÿìè îïåðàòîðà óíè÷òîæåíèÿ

âΨα(x, t) = αe−ιtΨα(x, t), (56)

ãäå α = α1 + ια2 ïðîèçâîëüíîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ

Ψα(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (49) è óñëîâèþ íîðìèðîâêè∫
Ψ∗
α(x, t)Ψα(x, t)dx = 1. (57)

Â ñëó÷àå êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p, t), çà-

äàííàÿ ñîîòíîøåíèåì (50), èìååò âèä ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòè äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (êîîðäèíàòû è èìïóëüñà) ãàóññîâà òèïà, à èìåííî

íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

fα(q, p, t) =
1

π
e−(p−p̄)2−(q−q̄)2 , (58)

ãäå

p̄ =
√
2Im(αe−ιt), q̄ =

√
2Re(αe−ιt). (59)

Äèñïåðñèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â êîãåðåíòíîì ñîñòîÿíèè êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿ-

òîðà èìåþò âèä

(σp)
2 =

1

2
, (σq)

2 =
1

2
. (60)

Äðóãèå ðåøåíèÿ ãàóññîâà òèïà àíàëîãè÷íû ñæàòûì ñîñòîÿíèÿì êâàíòîâîãî îñöèëëÿ-

òîðà.

Ðàññìîòðèì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (49), èìåþùèå âèä âîçáóæäåííûõ ñîñòîÿíèé êâàí-

òîâîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà (43) è (44). Íà ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ

Ψcl
n (x, t) = e−ι(n+

1
2
)t e

−x2

2

4
√
π

1√
2nn!

Hn(x), n = 0, 1, 2... (61)
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ÿâëÿåòñÿ äðóãèì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (49). Äàííàÿ ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíî-

øåíèÿì

âΨcl
n (x, t) =

√
nΨcl

n−1(x, t), â†Ψcl
n (x, t) =

√
n+ 1Ψcl

n+1(x, t) (62)

è óñëîâèþ îðòîãîíàëüíîñòè∫
Ψ(cl)∗
n (x, t)Ψcl

m(x, t)dx = δnm (63)

àíàëîãè÷íî âîëíîâîé ôóíêöèè êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà. Åñëè âû÷èñëèòü ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè fn(q, p, t), èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (50), òî ôóíêöèÿ fn(q, p, t)

ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð,

ôóíêöèÿ

f1(q, p, t) =
1

2π

∫
Ψcl

1 (q +
u

2
, t)Ψcl∗

1 (q − u

2
, t)e−ιpudu, (64)

ãäå

Ψcl
1 (x, t) = e−ι

3
2
t 1

4
√
π

√
2xe−

x2

2 , (65)

èìååò âèä

f1(q, p, t) =
1

π
(p2 + q2 − 1

2
)e−p

2−q2 . (66)

Äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé p è q, à òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà p = 0, q = 0, ôóíêöèÿ ñòàíî-

âèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Èç ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

f(q, p, t) ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå (66) óðàâíåíèÿ (50) â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ÿâëÿåòñÿ

íåäîïóñòèìûì. Â ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ ðàçíèöà ñ êâàíòîâûì îñöèëëÿ-

òîðîì. Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå ôóíêöèÿ Âèãíåðà ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ

êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà W1(q, p, t), çàäàííàÿ ôîðìóëîé (28), îïèñûâàåò ôèçè÷åñêîå

ñîñòîÿíèå è ïðè ýòîì ìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.

1.7 Ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñîñòîÿíèé êëàññè÷åñêîãî îñöèë-

ëÿòîðà

Ïîñëå ââåäåíèÿ âîëíîâîé ôóíêöèè êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ìû ìîæåì ââåñòè

äëÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ôîðìàëèçì ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé. Èñ-

ïîëüçóåì îïðåäåëåíèå Äèðàêà äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè

Ψ(x) = ⟨x|Ψ⟩, (67)
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òî åñòü, ñâÿæåì ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ(x) âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |Ψ⟩, ïðèíàäëåæàùèé

ãèëüáåðòîâó ïðîñòðàíñòâó. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè òàêæå ìîæåò áûòü ââåäåíà ñ èñïîëü-

çîâàíèåì îïðåäåëåíèÿ äëÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ρ̂, äåéñòâóþùåãî â ãèëüáåðòîâîì

ïðîñòðàíñòâå, à èìåííî,

Ψ(x, t)Ψ∗(x′, t) = ⟨x|ρ̂cl(t)|x′⟩. (68)

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå îïåðàòîð ïëîòíîñòè äîëæåí áûòü íåîòðèöàòåëüíûì, â êëàññè-

÷åñêîé ìåõàíèêå îïåðàòîð ïëîòíîñòè ìîæåò áûòü è îòðèöàòåëüíûì. Ñëåäîâàòåëüíî,

â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ôîðìàëüíî ìîæíî ââåñòè ñòðóêòóðó àíàëîãè÷íóþ èñïîëü-

çóåìîé äëÿ îïèñàíèÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà. Ýòà ñòðóêòóðà ñîñòîèò èç ãèëüáåðòîâà

ïðîñòðàíñòâà ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòîðà, ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, ÿâëÿþ-

ùèõñÿ àíàëîãîì ôóíêöèé Âèãíåðà, è òîìîãðàìì ñîñòîÿíèé îñöèëëÿòîðà, êîòîðûå ÿâ-

ëÿþòñÿ êîìïîíåíòàìè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.

Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà òîìîãðàììó îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ. Âîëíîâàÿ ôóíê-

öèÿ îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà çàäàíà ôîðìóëîé (37). Ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f0(q, p) îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (46).

Òîìîãðàììà îñíîâíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (1)

è èìååò âèä

wo(X,µ, ν) =
1√

π(µ2 + ν2)
e
− X2

µ2+ν2 . (69)

Äàííàÿ òîìîãðàììà ÿâëÿåòñÿ ãàóññèàíîì ñî ñðåäíèì çíà÷åíèåì ⟨X⟩ = 0, è äèñïåð-

ñèåé

σ2
X =

µ2 + ν2

2
. (70)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ãàóññà èìååò âèä

φX(t) = e−
t2(µ2+ν2)

4 . (71)

Çäåñü t ýòî ïàðàìåòð è

φX(t) =
∫
w0(X,µ, ν)e

ıtXdX. (72)

Âûñøèå ìîìåíòû < Xn > ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè çàäàíû ñëåäóþùèì

îáðàçîì

φX(t) =
∫
w0(X,µ, ν)[1 + ıtX +

(ıtX)2

2!
+ ...+

(ıtX)n

n!
+ ...]dX =
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= 1 + ıt⟨X⟩+ (ıt)2

2!
⟨X2⟩+ ...+

(ıt)n

n!
⟨Xn⟩+ .... (73)

Çäåñü

⟨Xn⟩ =
∫
w0(X,µ, ν)X

ndX. (74)

Ïîëó÷àåì ôîðìóëó äëÿ âûñøèõ ìîìåíòîâ ÷åðåç õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ

⟨Xn⟩ = dn

d(ıt)n
φX(t)|t=0. (75)

Íàïðèìåð, äëÿ (71) ïîëó÷àåì

e−
t2(µ2+ν2)

4 = 1 + (−1

4
)(µ2 + ν2)t2 + (−1

4
(µ2 + ν2))2

t4

2!
+ .... (76)

Ìîæíî óâèäåòü, ÷òî âûñøèå ìîìåíòû íå÷åòíûõ n = 2k + 1 ñòåïåíåé ðàâíû íóëþ

⟨X2k+1⟩ = 0. (77)

Âûñøèå ìîìåíòû ÷åòíûõ ñòåïåíåé n = 2k ðàâíû

⟨X2k⟩ = (−1)k((−1

4
)(µ2 + ν2))2k

2k!

k!
. (78)

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì òîìîãðàììó êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé. Îíà

ÿâëÿåòñÿ ãàóññèàíîì ñëåäóþùåãî âèäà

wα(X,µ, ν) =
1√

π(µ2 + ν2)
e
− (X−⟨X⟩)2

µ2+ν2 , (79)

ãäå

⟨X⟩ = µ⟨q⟩+ ν⟨p⟩. (80)

Èñïîëüçóÿ (59), ïîëó÷àåì

⟨X⟩ =
√
2(µRe(αe−ιt) + νIm(αe−ιt)). (81)

Ðàññìîòðèì êëàññè÷åñêèé àíàëîã ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîãî

ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ

êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä

Ψ1(x) =

√
2x

4
√
π
e−

x2

2 . (82)
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Òîìîãðàììà äàííîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ðàäîíà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (66) èëè èñïîëüçóÿ ñâÿçü òîìîãðàììû

ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé [58]

w1(X,µ, ν) =
1

2π|ν|
|
∫
Ψ1(y)e

ιµy2

2ν
− ιXy

ν dy|2, (83)

ïîëó÷àåì

w1(X,µ, ν) =
2X2

(µ2 + ν2)
√
π(µ2 + ν2)

e
− X2

(µ2+ν2) . (84)

Â êâàíòîâîé ìåõàíèêå äàííàÿ òîìîãðàììà îïèñûâàåò ôèçè÷åñêè äîïóñòèìîå ñîñòî-

ÿíèå. À â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà äàííàÿ òîìîãðàììà çàäàåò ôèçè÷åñêè

íåäîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå ñ îòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (66).

Òîìîãðàììà ñîñòîÿíèÿ, àíàëîãè÷íîãî îñíîâíîìó ñîñòîÿíèþ îñöèëëÿòîðà è òîìîãðàì-

ìà êîãåðåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ãàóññîâûìè ïàêåòàìè è çàäàþò ôèçè÷åñêè äîïó-

ñòèìûå ñîñòîÿíèÿ êàê â ñëó÷àå êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, òàê è â ñëó÷àå êâàíòîâî-

ãî îñöèëëÿòîðà. Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ è òîìîãðàììà ïåðâîãî âîçáóæäåííîãî ñîñòîÿíèÿ

îïèñûâàåò ôèçè÷åñêè äîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå äëÿ êâàíòîâîãî îñöèëëÿòîðà è ôèçè÷å-

ñêè íåäîïóñòèìîå ñîñòîÿíèå êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

1.8 Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî êëàññè÷åñêîãî îñ-

öèëëÿòîðà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âîëíîâóþ ôóíêöèþ íà ïðèìåðå êëàññè÷åñêîãî ïàðà-

ìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ñïåðâà îáñóäèì èíòåãðàëû äâèæåíèÿ è ýâîëþöèþ êëàñ-

ñè÷åñêîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ÷àñòîòîé. Ãàìèëüòî-

íèàí êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä

H =
p2

2
+
ω2(t)q2

2
, (85)

ãäå ìàññà ÷àñòèöû ïîëîæåíà ðàâíîé åäèíèöå. ×àñòîòà îñöèëëÿòîðà ω çàâèñèò îò

âðåìåíè t, à â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìû ïîëàãàåì åå ðàâíîé åäèíèöå (ω(0) = 1).

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíèàíó (85), èìååò âèä

q̈ + ω2(t)q = 0. (86)
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Â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêå ñîñòîÿíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

îïèñûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p, t) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå

îñöèëëÿòîðà. Ôóíêöèÿ f(q, p, t) íåîòðèöàòåëüíà è íîðìèðîâàíà. Ýâîëþöèÿ âî âðå-

ìåíè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, çàäàþùåé ñîñòîÿíèå ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà,

îïðåäåëÿåòñÿ êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ

∂f(q, p, t)

∂t
+ p

∂f(q, p, t)

∂q
− ω2(t)q

∂f(q, p, t)

∂p
= 0. (87)

Îò óðàâíåíèÿ (19) îíî îòëè÷àåòñÿ íàëè÷èåì çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ÷àñòîòû ω2(t) â

òðåòüåì ñëàãàåìîì. Èñïîëüçóÿ ïðîïàãàòîð K(q, p, q′, p′, t), ìîæíî ðåøèòü êèíåòè÷å-

ñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, çàïèñàâ åãî â âèäå

f(q, p, t) =
∫
K(q, p, q′, p′, t)f(q′, p′, 0)dq′dp′. (88)

Óðàâíåíèå äëÿ ïðîïàãàòîðà (t >0) èìååò âèä

∂K(q, p, q′, p′, t)

∂t
+ p

∂K(q, p, q′, p′, t)

∂q
− ω2(t)q

∂K(q, p, q′, p′, t)

∂p
= 0. (89)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ ïðîïàãàòîðà èìååò âèä

K(q, p, q′, p′, t = 0) = δ(q − q′)δ(p− p′). (90)

Ïî îïðåäåëåíèþ èíòåãðàëû äâèæåíèÿ I(q, p, t) êëàññè÷åñêîé ñèñòåìû ñ ãàìèëüòîíè-

àíîì H(q, p, t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

dI(q, p, t)

dt
= 0. (91)

Ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè â óðàâíåíèè (91) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

∂I(q, p, t)

∂t
+
∂I(q, p, t)

∂q
q̇ − ∂I(q, p, t)

∂p
ṗ = 0. (92)

Òàê êàê ìàññà îñöèëëÿòîðà m=1, òî èìïóëüñ ÷àñòèöû ðàâåí ïðîèçâîäíîé îò êîîðäè-

íàòû ÷àñòèöû (mq̇ = p = q̇). Êðîìå òîãî, ïî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà

ṗ = F = −∂U
∂q

.

Äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

∂U

∂q
= ω2(t)q. (93)
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Ââèäó ýòîãî èíòåãðàëû äâèæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà óäîâëåòâîðÿþò

ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ

∂I(q, p, t)

∂t
+ p

∂I(q, p, t)

∂q
− ω2(t)q

∂I(q, p, t)

∂p
= 0. (94)

Óðàâíåíèÿ (92) è (87) ñîâïàäàþò, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòè f(q, p, t) ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ. Ñóùåñòâóþò äâà êîìïëåêñíûõ èíòåãðà-

ëà äâèæåíèÿ I1(q, p, t) è I2(q, p, t), ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé êîîðäèíàòû q

è èìïóëüñà p. Îíè èìåþò âèä

I1(q, p, t) =
i√
2
(ε(t)p− ε̇(t)q) è I2(q, p, t) =

−i√
2
(ε∗(t)p− ε̇∗(t)q). (95)

Êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ ε(t) äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ äâèæåíèÿ äëÿ ïàðà-

ìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

ε̈(t) + ω2(t)ε(t) = 0. (96)

Åñëè âûáðàòü äëÿ ýòîé ôóíêöèè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ

ε(0) = 1, ˙ε(0) = i, (97)

òî ñêîáêà Ïóàññîíà èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ ðàâíà ìíèìîé åäèíèöå, òî-åñòü

{I1(q, p, t), I2(q, p, t)} =
∂I1(q, p, t)

∂q

∂I2q, p, t)

∂p
− ∂I1(q, p, t)

∂p

∂I2(q, p, t)

∂q
= i. (98)

Åñëè ω(t) = 1, òî ôóíêöèÿ ε(t) ðàâíà

ε(t) = eit. (99)

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë äâèæåíèÿ I1(q, p, t) èìååò âèä

I1(q, p, t) =
i√
2
(eitp− ieitq) = α(t), (100)

ãäå ââåäåíà êîìïëåêñíàÿ ôóíêöèÿ âðåìåíè

α(t) =
q + ip√

2
eit (101)

è

I2(q, p, t) = α∗(t) =
q − ip√

2
e−it. (102)
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Ñóùåñòâóþò åùå äâà ëèíåéíûõ èíòåãðàëà äâèæåíèÿ

q0(q, p, t) =
I1(q, p, t) + I2(q, p, t)√

2
è p0(q, p, t) =

I1(q, p, t)− I2(q, p, t)
i
√
2

. (103)

Ýòè èíòåãðàëû äâèæåíèÿ îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

q0(q, p, t = 0) = q, p0(q, p, t = 0) = p. (104)

Ëþáàÿ ôóíêöèÿ îò èíòåãðàëà äâèæåíèÿ òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, ïî-

ýòîìó ôóíêöèÿ

F (q, p, t) = Φ(q0(t), p0(t)) (105)

òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëîì äâèæåíèÿ, à ñëåäîâàòåëüíî óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

(94). Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (87),

óðàâíåíèå äëÿ ïðîïàãàòîðà (89) è äëÿ èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ èäåíòè÷íû. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî îíè èìåþò îäíè è òå æå ðåøåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîïàãàòîð, óäîâëåòâî-

ðÿþùèé íà÷àëüíîìó óñëîâèþ (90), ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

q0(q, p, t) è p0(q, p, t)

K(q, p, q′, p′, t) = δ(q′ − q0(q, p, t))δ(p′ − p0(q, p, t)). (106)

Ââèäó ýòîãî, ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ, óäîâëåòâîðÿåò

óðàâíåíèþ (89), à ââèäó (104), îíà óäîâëåòâîðÿåò íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (90). Åñëè

ω(t) = 1, òî èíòåãðàëû äâèæåíèÿ q0(q, p, t) è p0(q, p, t) èìåþò âèä

q0(q, p, t) = −(sin t)p+ (cos t)q, p0(q, p, t) = (cos t)p+ (sin t)q. (107)

Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðàë äâèæåíèÿ I1(q, p, t)I2(q, p, t) èìååò âèä

q20(q, p, t)

2
+
p20(q, p, t)

2
=
p2

2
+
q2

2
= H, (108)

ãäå H - ýòî ýíåðãèÿ (ãàìèëüòîíèàí) ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Â ñëó÷àå ïàðàìåò-

ðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååì èíòåãðàë äâèæåíèÿ

q20(q, p, t)

2
+
p20(q, p, t)

2
= E(t) è E(t) = I1(q, p, t)I2(q, p, t). (109)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

E(t) ̸= H, (110)
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ãäå ãàìèëüòîíèàí H çàäàí âûðàæåíèåì (85). Äëÿ çíà÷åíèÿ t = 0 ãàìèëüòîíèàí

H(0) = E(0). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôèçè÷åñêèé ñìûñë èíòåãðàëà äâèæåíèÿ (109) ñî-

ñòîèò â òîì, ÷òî îí ðàâåí íà÷àëüíîìó çíà÷åíèþ ýíåðãèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿ-

òîðà. Äàííûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ïî êîîðäèíàòå q

è èìïóëüñó p. Äàííûé èíòåãðàë äâèæåíèÿ áûë íàéäåí Åðìàêîâûì [59].

1.9 Îòîáðàæåíèå Âåéëÿ-Âèãíåðà-Ìîéàëà

Îáñóäèì îòîáðàæåíèå Âåéëÿ-Âèãíåðà-Ìîéàëà [60][4][23] äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ôóíê-

öèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p) â ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρ(x, x′) â ñëó÷àå ïàðà-

ìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü

çàâèñèìîñòü îò âðåìåíè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ïî àíàëîãèè ñ êâàí-

òîâîé ìåõàíèêîé áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèåW (q, p), òàêîå æå êàê äëÿ ôóíêöèè

Âèãíåðà (26)

W (q, p) = 2πf(q, p). (111)

Äàííàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíà è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè∫
W (q, p)

dqdp

2π
= 1. (112)

Ïî àíàëîãèè ñ êâàíòîâîé ìåõàíèêîé è ñëåäóÿ ñõåìå, èçëîæåííîé âî âòîðîì ïàðàãðàôå

äàííîé ãëàâû, ââåäåì ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρ(x, x′) äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêî-

ãî îñöèëëÿòîðà ïðè ïîìîùè ôîðìóëû (27), íî íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàâèñèìîñòü

îò âðåìåíè. Ôóíêöèÿ W (q, p) (111) ñâÿçàíà ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ïðåîáðàçîâàíèåì

Ôóðüå (26). Ìàòðèöà ïëîòíîñòè óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè∫
ρ(x, x)dx = 1. (113)

Ôîðìóëû (112),(27),(26),(113) èäåíòè÷íû ñîîòíîøåíèÿì, çàäàþùèì îòîáðàæåíèå Âåéëÿ-

Âèãíåðà-Ìîéàëà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ôóíêöèÿ Âèãíåðà

W (q, p) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ∫
W 2(q, p)

dqdp

2π
= 1. (114)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ(x) êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêî-

ãî îñöèëëÿòîðà. Ñîîòíîøåíèå (114) â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ÷èñòûõ
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ñîñòîÿíèé. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ (114), òî ñîîòíîøåíèå (27) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â ôàê-

òîðèçîâàííîì âèäå (29), ãäå äëÿ ïðîñòîòû íå áóäåì ðàññìàòðèâàòü çàâèñèìîñòü îò

âðåìåíè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîæíî ââåñòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ êëàññè÷åñêîãî ïàðà-

ìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, åñëè ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé f(q, p) óäî-

âëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ, ÿâëÿþùåìóñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (114), à, èìåííî,

2π
∫
f 2(q, p)dqdp = 1, (115)

òî-åñòü,

ψ(x) =

∫
f(x

2
, p)eipxdp

(
∫
f(o, p)dp)

1
2

. (116)

Âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, òàê æå êàê è êâàí-

òîâîãî, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè

∫
|ψ(x)|2dx = 1. (117)

Èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå Âåéëÿ-Âèãíåðà-Ìîéàëà, ìîæíî ïîñòðîèòü ïî àíàëîãèè ñ

êâàíòîâîé ìåõàíèêîé äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ìàòðèöó ïëîò-

íîñòè ρ(x, x′) è âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ(x).

1.10 Óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ âîëíîâîé ôóíêöèè è ìàòðèöû

ïëîòíîñòè

Ðàññìîòðèì çàâèñÿùèå îò âðåìåíè ôóíêöèè f(q, p, t) è W (q, p, t). Èñïîëüçóÿ îòîáðà-

æåíèå ôóíêöèè W (q, p, t) íà ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρ(x, x′, t) (27) è óðàâíåíèå ýâîëþöèè

(87) äëÿ ôóíêöèè f(q, p, t), êîòîðîå îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ýâîëþöèè äëÿ

ôóíêöèè W (q, p, t), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ(x, x′, t)

êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

i
∂ρ(x, x′, t)

∂t
= −1

2

∂2ρ(x, x′, t)

∂x2
+

1

2

∂2ρ(x, x′, t)

∂x′2

+
ω2(t)x2ρ(x, x′, t)

2
− ω2(t)x′2ρ(x, x′, t)

2
. (118)

Ýòî óðàâíåíèå ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì ôîí Íåéìàííà äëÿ ìàòðèöû ïëîò-

íîñòè ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ
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óñëîâèÿ (114), ìîæíî ââåñòè âîëíîâóþ ôóíêöèþ ψ(x, t) ïî ôîðìóëå (116). Ñëåäîâà-

òåëüíî, åñëè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (118) èìååò ôàêòîðèçîâàííóþ ôîðìó

ρ(x, x′, t) = ψ(x, t)ψ∗(x′, t), (119)

òî âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ ψ(x, t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ, ïîäîáíîìó óðàâíåíèþ Øðå-

äèíãåðà

i
∂

∂t
ψ(x, t) = −1

2

∂2ψ(x, t)

∂x2
+
ω2(t)x2

2
ψ(x, t). (120)

Ôóíêöèÿ (119) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (118), ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ W (q, p, t) è

ôóíêöèÿ f(q, p, t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ ýâîëþöèè (87). Ìû íàçîâåì ôóíêöèþ

ψ(x, t) âîëíîâîé ôóíêöèåé êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Â êâàíòî-

âîé ìåõàíèêå âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ êâàíòîâîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà óäîâëå-

òâîðÿåò òîìó æå óðàâíåíèþ (120) è óñëîâèþ íîðìèðîâêè. Íî â êëàññè÷åñêîé ìå-

õàíèêå äëÿ êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ôèçè÷åñêèé ñìûñë èìå-

þò òîëüêî òå ðåøåíèÿ ψ(x, t) óðàâíåíèÿ (120) (àíàëîãè÷íîãî êâàíòîâîìó óðàâíåíèþ

Øðåäèíãåðà), êîòîðûå çàäàþò íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè W (q, p, t), òî-åñòü

W (q, p, t) =
∫
ψ(q +

u

2
, t)ψ∗(q − u

2
, t)e−ipudu ≥ 0. (121)

Òàêèå ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò íå òîëüêî äëÿ îñöèëëÿòîðà ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé, íî

è äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ñîñòîÿíèå êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, ôîð-

ìàëüíî ñîâïàäàþùåå ñ àíàëîãîì âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ, òî-åñòü ñîñòîÿíèå êëàññè÷å-

ñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé

ψ0(x, t) =
1

4
√
π
√
ε(t)

e
iε̇(t)
2ε(t)

x2 , (122)

ãäå ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ε(t) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (96) ñ íà÷àëü-

íûìè óñëîâèÿìè (97) è ïðèâîäèò ê ãàóññîâîé íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëå-

íèÿ

W0(q, p, t) = 2e−q
2
0(q,p,t)−p

2
0(q,p,t). (123)

Ôóíêöèè q0(q, p, t) è p0(q, p, t) çàäàíû ôîðìóëàìè (103)è âûðàæàþòñÿ ÷åðåç èíòåãðà-

ëû äâèæåíèÿ I1(q, p, t) è I2(q, p, t), êîòîðûå çàäàíû ôîðìóëàìè (95). Äðóãîé ïðèìåð

- ýòî ðåøåíèÿ â ôîðìå êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà

ψα(x, t) = D̂(α)ψ0(x, t), (124)
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ãäå D̂(α) - îïåðàòîð ñäâèãà Âåéëÿ, èìåþùèé âèä

D̂(α) = eαâ
†(t)−α∗â(t), (125)

à

â(t) =
i√
2
(ε(t)(−i ∂

∂x
)− ε̇(t)x), â†(t) = − i√

2
(ε∗(t)(−i ∂

∂x
)− ε̇∗(t)x) (126)

àíàëîãè÷íû îïåðàòîðàì ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ â êâàíòîâîé ìåõàíèêå. Îïåðàòîðû

(126), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ è óäîâëåòâîðÿþò êîììóòàöèîííûì

ñîîòíîøåíèÿì:

[â(t), â†(t)] = 1̂. (127)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (120), àíàëîãè÷íûå ôîêîâñêèì âîçáóæäåííûì ñîñòîÿíèÿì, çàäà-

þòñÿ ôîðìóëîé (44) ñ îïåðàòîðîì ðîæäåíèÿ â†(t), êîòîðûé çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (126).

Îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íîðìèðîâêè è îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè

∫
ψ∗
n(x, t)ψm(x, t)dx = δnm, n,m = 0, 1, 2..., (128)

è

Σ∞
n=0ψn(x, t)ψ

∗
n(x

′, t) = δ(x− x′), (129)

íî ïðèâîäÿò ê ôóíêöèèWn(q, p, t), ïðèíèìàþùåé îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Ýòî îçíà-

÷àåò, ÷òî òàêèå ðåøåíèÿ íå ìîãóò îïèñûâàòü ôèçè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîãî

ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà.

1.11 Ôîêîâñêèå ñîñòîÿíèÿ è ïðîïàãàòîð â òîìîãðàôè÷åñêîì

ïðåäñòàâëåíèè

Òîìîãðàììû ñîñòîÿíèé, àíàëîãè÷íûõ ôîêîâñêèì ñîñòîÿíèÿì, ñâÿçàíû ñ âîëíîâîé

ôóíêöèåé êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ïðè ïîìîùè äðîáíîãî ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå

wn(X,µ, ν, t) =
1

2π|ν|
|
∫
ψn(y, t)e

ιµ
2ν
y2− ιXy

ν dy|2. (130)
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Íàïðèìåð, â ñëó÷àå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé ïîëó÷àåì

wn(X,µ, ν, t) =
e
− X2

µ2+ν2√
π(µ2 + ν2)2nn!

H2
n(

X√
µ2 + ν2

). (131)

Ãàóññîâî êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ïðèâîäèò ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â

âèäå ãàóññèàíà

wα(X,µ, ν, t) =
1√
2πσ2

e−
(X−X̄(t))2

2σ2 . (132)

Çäåñü ñðåäíåå çíà÷åíèå êîîðäèíàòû X̄(t) ðàâíî

X̄(t) = µ
√
2(Re(αe−ιt)) + ν

√
2(Im(αe−ιt)). (133)

Äèñïåðñèÿ â ãàóññîâîì ðàñïðåäåëåíèè âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû µ è ν

σ2 = µ21

2
+ ν2

1

2
. (134)

Äëÿ îñöèëëÿòîðà ñ çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ÷àñòîòîé ôîðìà ðàñïðåäåëåíèÿ ñîõðàíÿ-

åòñÿ, íî ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è äèñïåðñèè çàâèñÿò îò ôóíêöèè ε(t), à, èìåííî,

X̄(t) = µq0(q, p, t) + νp0(q, p, t), (135)

ãäå q0(q, p, t) è p0(q, p, t) çàäàíû óðàâíåíèÿìè (103) è

σ2 = µ2 |ε(t)|2

2
+ ν2

|ε̇(t)|2

2
+ 2µνσpq, (136)

à êîâàðèàöèÿ ðàâíà

(
|ε(t)|2

2

|ε̇(t)|2

2
− 1

4
)
1
2 = σ2

pq. (137)

Òîìîãðàììà ñîñòîÿíèÿ, ïîäîáíîãî ôîêîâñêîìó, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïîëèíîìû Ýðìèòà.

Ïðîïàãàòîð â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

K(X,µ, ν,X ′, µ′, ν ′, t) = δ(X −X ′)δ(µ′ − q0(µ, ν, t))δ(ν ′ − p0(µ, ν, t)). (138)

Òîìîãðàììà ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà âûðà-

æàåòñÿ ÷åðåç ïðîïàãàòîð ñëåäóþùèì îáðàçîì

w(X,µ, ν, t) =
∫
K(X,µ, ν,X ′, µ′, ν ′, t)w(X ′, µ′, ν ′, t = 0)dX ′dµ′dν ′. (139)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðîïàãàòîð êëàññè÷åñêîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñîâïà-

äàåò ñ ïðîïàãàòîðîì êâàíòîâîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â òîìîãðàôè÷åñêîì

ïðåäñòàâëåíèè.
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2 ÃËÀÂÀ. TÎÌÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅ-

ÍÈÅ ÊÈÍÅÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ Â ÊËÀÑ-

ÑÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÅ

Â äàííîé ãëàâå, ñëåäóÿ [46, 41], ìû ðàññìîòðèì êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ êëàññè÷å-

ñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêè (óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, öåïî÷êà Áîãîëþáîâà) â òîìî-

ãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè è îáñóäèì âîçìîæíîñòè òîìîãðàôè÷åñêîãî ïîäõîäà, ñ

ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà, â êâàíòîâîé îáëàñòè.

2.1 Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåä-

ñòàâëåíèè. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, êîòîðîå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ âî âðåìåíè ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Ðàññìîò-

ðèì êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû, êîòîðîå èìå-

åò âèä

df(q, p, t)

dt
=
∂f(q, p, t)

∂q
q̇ +

∂f(q, p, t)

∂p
ṗ+

∂f(q, p, t)

∂t
= 0. (140)

Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû (â îòñóòñòâèè ñèëû)

ṗ = 0. (141)

Åñëè ÷àñòèöà èìååò åäèíè÷íóþ ìàññó m=1,

q̇ = p, (142)

è êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ïðèíèìàåò âèä

p
∂f(q, p, t)

∂q
+
∂f(q, p, t)

∂t
= 0. (143)

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (5), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ òîìîãðàììû ñâîáîä-

íîé ÷àñòèöû

∂w(X,µ, ν)

∂t
− µ∂w(X,µ, ν)

∂ν
= 0. (144)
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2.2 Îáîáùåíèå êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ â òîìî-

ãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Íåðåëÿòèâèñòñêèé ñëó÷àé

Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì êèíåòè÷åñêèì óðàâíåíèåì äëÿ ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p, t) â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ÷àñòèöû â êëàññè÷åñêîé

ìåõàíèêå. Ñ ó÷åòîì ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îíî èìååò âèä

∂f(q, p, t)

∂t
+ p

∂f(q, p, t)

∂q
− ∂U(q)

∂q

∂f(q, p, t)

∂p
= 0, (145)

ãäå U(q) - ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Íüþòîíà çàïèñûâàåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì

ṗ = −∂U(q)
∂q

. (146)

Ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû ñî ìíîãèìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû èìååò âèä

H(q1, q2, ..., qN , p1, p2, ..., pN) =
N∑
j=1

p2j
2

+ U(q1, q2, ..., qN). (147)

Óðàâíåíèå Íüþòîíà, ñîîòâåòñòâóþùåå ãàìèëüòîíèàíó (147), çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì

ṗj = −
∂U(q1, ..., qN)

∂qj
. (148)

Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ èìååò âèä

∂f(q1, q2, ..., qN , p1, p2, ..., pN , t)

∂t
+

N∑
j=1

pj
∂f(q1, q2, ..., qN , p1, p2, ..., pN , t)

∂qj

−
N∑
j=1

∂f(q1, q2, ..., qN , p1, p2, ..., pN , t)

∂pj

∂U(q1, q2, ..., qN , p1, p2, ..., pN)

∂qj
= 0. (149)

Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíî â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåä-

ñòàâëåíèè, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ìû çàìåíèì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

f(q1, q2, ..., qN , p1, p2, ..., pN , t) èõ ïðåîáðàçîâàíèÿìè Ðàäîíà è íàïèøåì óðàâíåíèå äëÿ

òîìîãðàôè÷åñêèõ ïëîòíîñòåé âåðîÿòíîñòè (òîìîãðàìì). Äëÿ ñèñòåì ñ îäíîé ñòåïå-

íüþ ñâîáîäû ìû âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè îòîáðàæåíèÿ (5) è ïîëó÷èì êèíåòè-

÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè

∂w(X,µ, ν, t)

∂t
− µ∂w(X,µ, ν, t)

∂ν
− ∂U

∂q

(
q → −( ∂

∂X
)−1 ∂

∂µ

)
ν
∂w(X,µ, ν, t)

∂X
= 0. (150)
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Äëÿ ñèñòåì ñ N ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ñîîòâåòñòâóþùèå ïðàâèëà èìåþò âèä

f(q1, ..., qN , p1, ..., pN , t)←→ w(X1, ..., XN , µ1, ..., µN , ν1, ..., νN , t);

pjf(q1, ..., qN , p1, ..., pN , t)←→ −(
∂

∂Xj

)−1 ∂

∂νj
w(X1, ..., XN , µ1, ..., µN , ν1, ..., νN , t);

∂

∂qj
f(q1, ..., qN , p1, ..., pN , t)←→ µj

∂

∂Xj

w(X1, ..., XN , µ1, ..., µN , ν1, ..., νN , t);

qjf(q1, ..., qN , p1, ..., pN , t)←→ −(
∂

∂Xj

)−1 ∂

∂µj
w(X1, ..., XN , µ1, ..., µN , ν1, ..., νN , t);

∂

∂pj
f(q1, ..., qN , p1, ..., pN , t)←→ νj

∂

∂Xj

w(X1, ..., XN , µ1, ..., µN , ν1, ..., νN , t). (151)

Ïðèìåíèâ ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ê êèíåòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ (149), ïî-

ëó÷àåì

∂w(X⃗, µ⃗, ν⃗, t)

∂t
−

N∑
j=1

µj
∂w(X⃗, µ⃗, ν⃗, t)

∂νj
−

N∑
j=1

∂U

∂qj
(q1 → −(

∂

∂X1

)−1 ∂

∂µ1

,

q2 → −(
∂

∂X2

)−1 ∂

∂µ2

, ..., qN → −(
∂

∂XN

)−1 ∂

∂µN
)νj

∂w(X⃗, µ⃗, ν⃗, t)

∂Xj

= 0. (152)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ òîìîãðàììû è ñîîòâåòñòâóåò ñòàíäàðò-

íîìó óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè â ôàçîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå.

Îáñóäèì òåïåðü ðåäóöèðîâàííîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåä-

ñòàâëåíèè. Öåïî÷êà Áîãîëþáîâà óðàâíåíèé äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòè îäíîé ÷àñòèöû ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ñ èñïîëüçîâàíèåì óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ íà

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ ìíîãèõ ÷àñòèö. Ýòîò ïðèåì çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì.

Óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ ìíîãèõ ÷àñòèö èíòåãðèðóåòñÿ ïî 2(N − 1) ïåðåìåííûì, à

èìåííî, ïî q2, q3, ..., qN , p2, p3, ..., pN . Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå äëÿ îäíîé ñòåïåíè ñâîáî-

äû ó÷èòûâàåò âêëàä âçàèìîäåéñòâèÿ îäíîé ÷àñòèöû ñ îñòàëüíûìè. Ïðèâåäåì ýòîò

âûâîä íà ïðèìåðå ñèñòåìû äâóõ ÷àñòèö, óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ äëÿ êîòîðûõ èìååò âèä

∂

∂t
f(q1, q2, p1, p2, t) + p1

∂f(q1, q2, p1, p2, t)

∂q1
+ p2

∂f(q1, q2, p1, p2, t)

∂q2
−

−∂U(q1, q2)
∂q1

∂f(q1, q2, p1, p2, t)

∂p1
− ∂U(q1, q2)

∂q2

∂f(q1, q2, p1, p2, t)

∂p2
= 0. (153)

Èíòåãðèðóåì óðàâíåíèå (153) ïî ïåðåìåííûì q2, p2, ñâÿçàííûì ñî âòîðîé ÷àñòèöåé.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ çàâèñèò îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè,

òîãäà

U(q1, q2) = U(|q1 − q2|) = U(|X1,2|), X1,2 = q1 − q2, (154)
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ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

∂

∂t
f̃(q1, p1, t) + p1

∂

∂q1
f̃(q1, p1, t) +

∫
p2

∂

∂q2
f(q1, q2, p1, p2, t)dq2dp2

−
∫
U ′(|X1,2|)(

∂

∂q1
|q1 − q2|)

∂

∂p1
f(q1, q2, p1, p2, t)dq2dp2

+
∫
U ′(|X1,2|)(

∂

∂q1
|q1 − q2|)

∂

∂p2
f(q1, q2, p1, p2, t)dq2dp2 = 0, (155)

ãäå ìû èñïîëüçîâàëè îáîçíà÷åíèÿ

f̃(q1, p1, t) =
∫
f(q1, q2, p1, p2, t)dq2dp2. (156)

Óðàâíåíèå (155) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì êàê è óðàâíåíèå

Ëèóâèëëÿ (149). Ïðîèçâåäåì ðåäóêöèþ òîìîãðàôè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ

äâóõ ÷àñòèö (152)

∂w(X1, X2, µ1, µ2, ν1, ν2, t)

∂t
− (µ1

∂

∂ν1
+ µ2

∂

∂ν2
)w(X1, X2, µ1, µ2, ν1, ν2, t)−

−U ′(|( ∂

∂X1

)−1 ∂

∂µ1

− (
∂

∂X2

)−1 ∂

∂µ2

|)sgn[−( ∂

∂X1

)−1 ∂

∂µ1

+ (
∂

∂X2

)−1 ∂

∂µ2

]

×w(X1, X2, µ1, µ2, ν1, ν2, t)− U ′(|( ∂

∂X1

)−1 ∂

∂µ1

− (
∂

∂X2

)−1 ∂

∂µ2

|)sgn[

−( ∂

∂X2

)−1 ∂

∂µ2

+ (
∂

∂X1

)−1 ∂

∂µ1

]w(X1, X2, µ1, µ2, ν1, ν2, t) = 0. (157)

Èíòåãðèðóÿ ïî ïåðåìåííîé X2, ïîëó÷àåì ðåäóêöèþ óðàâíåíèÿ äëÿ òîìîãðàììû, îïè-

ñûâàþùåé ñîñòîÿíèå îäíîé ÷àñòèöû, â âèäå

∂w̃(X1, µ1, ν1, t)

∂t
− µ1

∂

∂ν1
w̃(X1, µ1, , ν1, t) +

+
∫
dX2[−U ′(|( ∂

∂X1

)−1 ∂

∂µ1

− (
∂

∂X2

)−1 ∂

∂µ2

|)sgn[

−( ∂

∂X1

)−1 ∂

∂µ1

+ (
∂

∂X2

)−1 ∂

∂µ2

]w(X1, X2, µ1, µ2, ν1, ν2, t)−

−U ′(|( ∂

∂X1

)−1 ∂

∂µ1

− (
∂

∂X2

)−1 ∂

∂µ2

|)sgn[

−( ∂

∂X2

)−1 ∂

∂µ2

+ (
∂

∂X1

)−1 ∂

∂µ1

]w(X1, X2, µ1, µ2, ν1, ν2, t)] = 0. (158)

Ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå (158) ñîîòâåòñòâóåò ïðåîáðàçîâàíèþ Ðàäîíà ðåäóöèðîâàííîãî

óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ (155). Öåïî÷êà Áîãîëþáîâà â ñëó÷àå ìíîãèõ ÷àñòèö ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè àíàëîãè÷íîé ïðîöåäóðû (152). Â ýòîì ñëó÷àå èíòåãðèðîâàíèå

ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïåðåìåííûì X2, X3, ..., XN .
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2.3 Ðåëÿòèâèñòñêèé ñëó÷àé

Ðàññìîòðèì ðåëÿòèâèñòñêóþ ÷àñòèöó è ïðèìåíèì ê îïèñàíèþ åå äâèæåíèÿ òîìî-

ãðàôè÷åñêèé ïîäõîä, ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì íåðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû. Èçìåíåíèå

îïèñàíèÿ â ðåëÿòèâèñòñêîì ñëó÷àå îïðåäåëåíî ôîðìóëîé (140), ñâÿçûâàþùåé ìîìåíò

è ñêîðîñòü ÷àñòèöû. Â ðåëÿòèâèñòñêîé êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå ñâÿçü ìåæäó ñêîðî-

ñòüþ è èìïóëüñîì çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

q̇ =
p√

1 + p2
. (159)

Ìû ïîëîæèëè äëÿ ïðîñòîòû ñêîðîñòü ñâåòà c=1 è ìàññó ÷àñòèöû m=1. Ðåëÿòè-

âèñòñêîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p, t) èìååò âèä

(140). Â ñëó÷àå ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñèëû ðàâíû íóëþ, à, ñëåäîâàòåëüíî, ṗ = 0, ââèäó

óðàâíåíèÿ (141).

Äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû ñêîðîñòü q̇ çàâèñèò òîëüêî îò èìïóëüñà ÷àñòèöû (159)) è

êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå (140) ïðèíèìàåò âèä

∂f(q, p, t)

∂t
+

p√
1 + p2

∂f(q, p, t)

∂q
= 0. (160)

Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ èìïóëüñà (p2 ≪ 1) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðèáëèæåííîå ñîîò-

íîøåíèå

p√
1 + p2

≃ p. (161)

Èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííîå ñîîòíîøåíèå (161) è ïîäñòàâëÿÿ åãî â êèíåòè÷åñêîå óðàâ-

íåíèå (160), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå, èìåþùåå âèä êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ

(145). Ó÷èòûâàÿ ïåðâóþ ðåëÿòèâèñòñêóþ ïîïðàâêó, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

∂f(q, p, t)

∂t
+ p

∂f(q, p, t)

∂q
=
p3

2

∂f(q, p, t)

∂q
. (162)

×òîáû ïîëó÷èòü êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â òîìîãðàôè÷åñêîé ôîðìå, èñïîëüçóåì ñî-

îòíîøåíèÿ ñîîòâåòñòâèÿ (5). Ïðèìåíèâ ýòè ñîîòíîøåíèÿ, ïîëó÷àåì êèíåòè÷åñêîå

óðàâíåíèå â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè â ñëó÷àå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû

∂w(X,µ, ν, t)

∂t
− [1 + (

∂

∂X
)−2(

∂

∂ν
)2]−

1
2µ
∂w(X,µ, ν, t)

∂ν
= 0. (163)

Â íåðåëÿòèâèñòñêîì ïðèáëèæåíèè ñ ó÷åòîì ïåðâîé ðåëÿòèâèñòñêîé ïîïðàâêè óðàâ-

íåíèå (163) èìååò âèä

∂w(X,µ, ν, t)

∂t
− µ∂w(X,µ, ν, t)

∂ν
=

1

2
[−( ∂

∂X
)−3(

∂

∂ν
)3]w(X,µ, ν, t). (164)
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Ñëåäîâàòåëüíî, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ìû ïîëó÷àåì ðåëÿòèâèñòñêîå êè-

íåòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè.
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3 ÃËÀÂÀ. ÁÈÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÀÒÐÈÖÀ È

ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÈÊÂÀÍ-

ÒÎÂÛÕ ÍÀÁËÞÄÀÅÌÛÕ

Â äàííîé ãëàâå ìû îáñóäèì, ñëåäóÿ [39], â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé

ìåõàíèêè ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, òàêèå êàê ñðåäíèå çíà÷åíèÿ, äèñïåðñèè

è ìîìåíòû âûñøèõ ïîðÿäêîâ. Êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèö,

îïèñûâàþùèõ íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû, ïîñòðîèì áèñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû, ñâÿçàí-

íûå ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, äåòàëüíî ðàññìîòðåâ ïðèìåð ñïèíîâûõ

ñèñòåì. Â ñòàíäàðòíîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå [61], ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ôè-

çè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí Â â ÷èñòûõ ñîñòîÿíèÿõ ïîëó÷àþòñÿ âçÿòèåì ñëåäà îò

ïðîèçâåäåíèÿ îïåðàòîðà, çàäàþùåãî íàáëþäàåìóþ âåëè÷èíó, è îïåðàòîðà ïëîòíîñòè

ρ̂ψ = |ψ⟩⟨ψ|, òî åñòü, ⟨Âp⟩ = Tr ρ̂ψÂ
p, p = 0, 1, . . ., ãäå ρ̂ψ îïåðàòîð ïëîòíîñòè. Ïóñòü

A - ìàòðèöà îïåðàòîðà Â. Íèæå ìû ïîêàæåì, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûå ôîðìóëû êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòè. Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè wk è çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ak. Ñðåäíèå îò ñòåïåíåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (âûñøèå ìîìåíòû) ⟨Ap⟩ ìû ìîæåì ðàñ-

ñìàòðèâàòü êàê
∑
k A

p
kwk. Íàøà öåëü ïîêàçàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ Ak ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåí-

íûìè çíà÷åíèÿìè íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû A, è wk ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè ñîáñòâåí-

íûõ âåêòîðîâ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû A. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìû îáñóäèì êóáèòû è

êóäèòû â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè [9, 25, 33, 12, 34, 14, 10].

3.1 Ýðìèòîâû ìàòðèöû è ñîáñòâåííûå âåêòîðà

Â ñòàíäàðòíîé êâàíòîâîé ìåõàíèêå íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû çàäàþòñÿ ýðìèòîâûìè

îïåðàòîðàìè. Â áàçèñå ïðîñòðàíñòâà Ãèëüáåðòà ýðìèòîâû îïåðàòîðû îïèñûâàþòñÿ

ýðìèòîâûìè ìàòðèöàìè. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýðìèòîâûõ ìàòðèö ÿâëÿþòñÿ äåé-

ñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Íîðìèðîâàííûå ñîáñòâåííûå âåêòîðà ýðìèòîâûõ ìàòðèö îá-

ðàçóþò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé îðòîíîðìèðîâàííûé áà-

çèñ. Íàøà öåëü - ðàññìîòðåòü ñðåäíèå çíà÷åíèÿ è âñå âûñøèå ìîìåíòû íàáëþäàåìîé

âåëè÷èíû, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíûé ïîäõîä êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè. Äëÿ
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ýòîãî ïîñòðîèì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè è ïîêàæåì, ÷òî âñå ñòàòèñòè-

÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí ìîãóò îïèñûâàòüñÿ ïðè ïîìîùè ýòèõ

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ÷àñòèöó ñî ñïèíîì 1/2.

×èñòîå ñîñòîÿíèå òàêîé ÷àñòèöû çàäàåòñÿ íîðìèðîâàííûì âåêòîðîì â äâóìåðíîì

ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå |Ψ⟩ =

 a

b

, ãäå a è b êîìïëåêñíûå ÷èñëà, è âåêòîð |Ψ⟩
íîðìèðîâàí

⟨Ψ|Ψ⟩ = |a|2 + |b|2 = 1. (165)

Ëþáàÿ íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ îïåðàòîðîì Â. Â ñòàíäàðòíîì áàçèñå

|jm⟩, ãäå j = 1/2, m = ±1/2, îíà çàäàåòñÿ ìàòðèöåé

Amm′ = ⟨jm|Â|jm′⟩. (166)

Ýòó ìàòðèöó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì

Amm′ =

 A11 A12

A21 A22

 . (167)

Ìàòðèöà (167) ýðìèòîâà A = A†, òî åñòü,

A11 = A∗
11, A12 = A∗

21, A22 = A∗
22. (168)

Ýðìèòîâû ìàòðèöû ìîãóò áûòü ïðèâåäåíû ê äèàãîíàëüíîìó âèäó óíèòàðíûì ïðåîá-

ðàçîâàíèåì, ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà A ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

A = uAdu
†, (169)

ãäå ìàòðèöà Ad ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé

Ad =

 A1 0

0 A2

 , (170)

ãäå A1 è A2 ñîáñòâåíûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñåêóëÿðíîìó óðàâ-

íåíèþ íà ïåðåìåííóþ λ

det

 A11 − λ A12

A21 A22 − λ

 = 0, (171)
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êîòîðîå èìååò äâà êîðíÿ: λ1 = A1 è λ2 = A2. Óíèòàðíàÿ ìàòðèöà u îáëàäàåò ñëåäó-

þùåé ñòðóêòóðîé u = ∥|u1⟩|u2⟩∥. Ñòîëáöû óíèòàðíîé ìàòðèöû u ÿâëÿþòñÿ íîðìè-

ðîâàííûìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A, à èìåííî,

|u1⟩ =

 u11

u21

 , |u2⟩ =

 u12

u22

 . (172)

Êîìïîíåíòû äàííûõ âåêòîðîâ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ íà ñîáñòâåííûå âåê-

òîðà

A

 u11

u21

 = A1

 u11

u21

 , A

 u12

u22

 = A2

 u12

u22

 , (173)

è óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ óíèòàðíîñòè

uu† = u†u = 1. (174)

Óñëîâèå óíèòàðíîñòè ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâàì

|u11|2 + |u21|2 = |u12|2 + |u22|2 = |u11|2 + |u12|2 = |u21|2 + |u22|2 = 1 (175)

è

u∗11u12 + u∗21u22 = 0, u∗11u21 + u∗12u22 = 0. (176)

Âû÷èñëèâ ñëåä ìàòðèöû A

T = A11 + A22 (177)

è åå îïðåäåëèòåëü

d = A11A22 − A12A21, (178)

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ äâóõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A

A1,2 =
T ±
√
T 2 − 4d

2
, T 2 ≥ 4d. (179)

3.2 Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí

Âûðàçèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí Â ÷åðåç ñîáñòâåíûå âåêòîðà è ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A. Â áàçèñå

|1⟩ ≡ |1/2, 1/2⟩, |2⟩ ≡ |1/2,−1/2⟩, (180)
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ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû Â èìåþò âèä

A11 = ⟨1|Â|1⟩, A22 = ⟨2|Â|2⟩. (181)

Èñïîëüçóÿ (169), çàïèøåì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ â âèäå âåêòîðà

|Â⟩ =

 A11

A22

, (182)

êîòîðûé ìîæåò áûòü âûðàæåí ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, çàïèñàííûå â âèäå äðó-

ãîãî âåêòîðà

|Âd⟩ =

 A1

A2

 (183)

ïðè ïîìîùè áèñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû

M =

 |u11|2 |u12|2
|u21|2 |u22|2

 . (184)

Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî

|Â⟩ =M |Âd⟩, (185)

à çíà÷èò

A11 = |u11|2A1 + |u12|2A2 è A22 = |u21|2A1 + |u22|2A2. (186)

Áèñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòðèöà, ó êîòîðîé ñòîëáöû è ñòðîêè

- ýòî ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (âåêòîðà âåðîÿòíîñòè) ñëåäóþùåãî âèäà

w⃗1 =

 w1

w2

, (187)

ãäå w1 ≥ 0, w2 ≥ 0, è

w1 + w2 = 1. (188)

Ïîëó÷àåì äâå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

w1 = |u11|2, w2 = |u12|2 è w̃1 = |u21|2, w̃2 = |u22|2, (189)
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çäåñü ìû èñïîëüçîâàëè âåêòîð âåðîÿòíîñòè

w⃗2 =

 w̃1

w̃2

 . (190)

Ïî ïîñòðîåíèþ äàííûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîì-

ïîíåíòû ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû Â. Ñëåäîâàòåëüíî, ôîðìóëà

äëÿ óñðåäíåíèÿ A11 è A22, âû÷èñëåííàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàíòîâîìåõàíè÷åñêîé ïðî-

öåäóðû óñðåäíåíèÿ

A11 = Tr Â|1⟩⟨1|, A22 = Tr Â|2⟩⟨2|, (191)

ïðåäñòàâëåíà â ñòàíäàðòíîé ôîðìå, èñïîëüçóåìîé â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíî-

ñòè, à èìåííî,

A11 = w1A1 + w2A2, A22 = w̃1A1 + w̃2A2. (192)

Ñîáñòâåííûå çàí÷åíèÿ A1 è A2 èãðàþò ðîëü êëàññè÷åñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþ-

ùèõ äâà çíà÷åíèÿ (êëàññè÷åñêàÿ ìîíåòêà). Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ A11 è A22 âû÷èñëÿþòñÿ

ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (âåêòîðîâ âåðîÿòíî-

ñòè) w⃗1 è w⃗2. Ïðè÷åì, è êëàññè÷åñêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñî çíà÷åíèÿìè A1 è A2 è

êëàññè÷åñêèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè - âåêòîðà âåðîÿòíîñòè w⃗1 è w⃗2 ïî-

ñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ êâàíòîâîé

íàáëþäàåìîé Â.

3.3 Âûñøèå ìîìåíòû è íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû

Ðàññìîòðèì äðóãèå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êâàíòîâûõ íàáëþäàåìûõ Â. Íà-

ïðèìåð, ìàòðèöà A2 èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó

A2 = uA2
du

†. (193)

Ìàòðèöà A2
d âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A1 è A2

A2
d =

 A2
1 0

0 A2
2

 . (194)
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Çàòåì ñ ïîìîùüþ àðãóìåíòîâ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé íà-

áëþäàåìîé âåëè÷èíû Â, ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ

(A2)11 = w1A
2
1 + w2A

2
2, (A2)22 = w̃1A

2
1 + w̃2A

2
2, (195)

ãäå âåðîÿòíîñòè w1, w2, w̃1 è w̃2 çàäàíû ôîðìóëàìè (189) è (190). Íà ñàìîì äåëå,

äàííîå ïîñòðîåíèå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî êî âñåì âûñøèì ìîìåíòàì íàáëþäàåìîé

âåëè÷èíû Â, òàê êàê

An = uAndu
†. (196)

Èç ôîðìóëû (196) ñëåäóåò, ÷òî âûñøèå ìîìåíòû (ìîìåíò nîé ñòåïåíè) íàáëþäàåìîé

âåëè÷èíû Â çàäàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé

(An)11 = w1A
n
1 + w2A

n
2 , (An)22 = w̃1A

n
1 + w̃2A

n
2 . (197)

Ôîðìóëó (197) ìîæíî ïåðåïèñàòü â âåêòîðíîì âèäå. Ââåäåì âåêòîðà

|An⟩ =

 An11

An22

 è |And⟩ =

 An1

An2

, (198)

ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

|An⟩ =M |And⟩, (199)

ãäå áèñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà M çàäàíà ôîðìóëîé (184).

Ìîæíî ïîñòðîèòü ïðîèçâîäÿùèé âåêòîð äëÿ âñåõ ââåäåííûõ âûñøèõ ìîìåíòîâ.

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

G(λ) = eλA = 1 + λA+
λ2

2!
A2 +

λ3

3!
A3 + · · ·+ λn

n!
An + · · · (200)

è âû÷èñëèì äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ:

[G(λ)]jj = 1 + λAjj ++
λ2

2!
(A2)jj +

λ3

3!
(A3)jj + · · ·+

λn

n!
(An)jj + · · · (201)

Òàê êàê äëÿ êàæäîãî äèàãîíàëüíîãî ýëåìåíòà (An)jj èç (201) âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøå-

íèå (197), òî ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü âûðàæåíèå (201) â âåêòîðíîé ôîðìå, à èìåííî

|G(λ)⟩ =

 (G(λ))11

(G(λ))22

 , ∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

λn
And
n!

⟩
=

 1 + λA1 +
λ2

2!
A2

1 + · · ·+
λn

n!
An1 + · · ·

1 + λA1 +
λ2

2!
A2

1 + · · ·+
λn

n!
An1 + · · ·

 .(202)
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Äëÿ äàííûõ âåêòîðîâ, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

|G(λ)⟩ =M

∣∣∣∣∣
∞∑
n=0

λn
And
n!

⟩
, (203)

ãäå áèñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà M çàäàíà ôîðìóëîé (184), òî åñòü, îíà ïîñòðîåíà èç

ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû Â. Äèñïåðñèè ìîãóò áûòü âûðàæåíû

÷åðåç âåêòîðà

σAA = |A2⟩ − (|A1⟩)2, (204)

à èìåííî,

(σAA)11 = (A2)11 − (A11)
2, (σAA)11 = (A2)22 − (A22)

2. (205)

Èñïîëüçóÿ áèñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó M ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè (189) è (190),

ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (205) â ñëåäóþùåì âèäå

(σAA)11 = w1A
2
1 + w2A

2
2 − (w1A1 + w2A2)

2,

(206)

(σAA)22 = w̃1A
2
1 + w̃2A

2
2 − (w̃1A1 + w̃2A2)

2.

Èòàê, ìû âûðàçèëè âñå ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ñïèíîâûõ íàáëþäàåìûõ âå-

ëè÷èí Â ÷åðåç ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè w1, w2, w̃1 è w̃2, îïðåäåëÿåìûå

ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû Â â çàäàííîì áàçèñå.

Ïðè÷åì âñå ïîëó÷åííûå ôîðìóëû äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê áàçèðóþòñÿ íà

ñòàíäàðòíûõ ôîðìóëàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè.

3.4 Êóäèò

Íàø àíàëèç, ïðîâåäåííûé äëÿ ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2, ìîæåò áûòü ðàñøè-

ðåí íà ëþáóþ êâàíòîâóþ ñèñòåìó â n-ìåðíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé.

Âûâîä ôîðìóë, ïîëó÷åííûõ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, ìîæåò áûòü ïîâòîðåí äëÿ

ïðîèçâîëüíîé êâàíòîâîé ñèñòåìû ïðè çàìåíå äâóìåðíûõ âåêòîðîâ íà n-ìåðíûå.

Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí äëÿ êóäèòà j > 1/2. Îí ÿâëÿåòñÿ n×n ýðìèòîâîé ìàò-

ðèöåé Hkj, k, j = 1, . . . , n,

H∗
kj = Hjk. (207)
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Ìàòðèöà ìîæåò áûòü äèàãîíàëèçîâàíà ïðè ïîìîùè óíèòàðíîé n×n-ìàòðèöû u. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöû H â çàäàííîì áàçèñå |k⟩ èìååò âèä

Hkj =
n∑

m,l=1

ukm(Hd)ml(u
†)lj = ⟨k|Ĥ|j⟩. (208)

Äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Hd ðàâíà

(Hd)ml = δmlEm, (209)

ãäå δml ýòî äåëüòà-ñèìâîë Êðîíåêåðà, à Em ýíåðãåòè÷åñêèå óðîâíè cèñòåìû. Ìàòðèöû

u è u† óíèòàðíûå, òî åñòü, uu† = 1. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëü-

íûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû Hkj

⟨Ek⟩ = ⟨k|Ĥ|k⟩ = Hkk. (210)

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (208), ïîëó÷àåì ñðåäíåå çíà÷åíèå ýíåðãèè

⟨Ek⟩ =
n∑

m=1

|ukm|2Em. (211)

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îðòîñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû |ukm|2 èãðàþò ðîëü ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ k-ãî ýíåðãåòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ â

ñëó÷àå ìàòðèöû Hkj, óðîâíè ýíåðãèè ðàñïðåäåëÿþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ |ukm|2, ïîëó-

÷àåìîé óñðåäíåíèåì (211). Äëÿ ñëó÷àéíîé íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû Â ñ ìàòðè÷íûìè

ýëåìåíòàìè ýðìèòîâîé ìàòðèöû Akj, ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íîå âûðàæåíèå

Akk = ⟨k|Â|k⟩ =
n∑

m=1

|ukm|2Am, k = 1, 2, . . . , n, (212)

ãäå Am ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû Â, à ukm óíèòàðíàÿ ìàòðèöà.

Êîìïîíåíòàìè ñòîëáöîâ óíèòàðíîé ìàòðèöû ukm ÿâëÿþòñÿ m ìåðíûå ñîáñòâåííûå

âåêòîðà ìàòðèöû Akj ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì Am.

Â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîìåðíîé ìàòðèöû, êîãäà íàáëþäàåìàÿ âåëè÷èíà îïèñûâàåòñÿ

îïåðàòîðîì, äåéñòâóþùèì â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, â

ðàññìàòðèâàåìîì ôîêîâñêîì áàçèñå |n⟩ ïîëó÷àåì

Ann =
∑
m

|Unm|2Am, n,m = 0, 1, 2 · · · , (213)

ãäå Unm ìàòðèöà óíèòàðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàííàÿ â ôîêîâñêîì áàçèñå

Unm = ⟨n|Û |m⟩. (214)
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Ìàòðèöà U óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ óíèòàðíîñòè UU † = 1, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî

∞∑
n=0

UnmU
∗
nm′ = δmm′ ,

∞∑
m=0

UnmU
∗
n′m = δnn′ . (215)

Ýëåìåíòû îðòîñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû |Unm|2 ÿâëÿþòñÿ ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíî-

ñòè, òàê êàê îíè ïîëîæèòåëüíû è íîðìèðîâàííû

∞∑
n=0

|Unm|2 = 1,
∞∑
m=0

|Unm|2 = 1. (216)

Àíàëîãè÷íûå õàðàêòåðèñòèêè âûñøèõ ìîìåíòîâ íàáëþäàåìûõ Â îïèñûâàþòñÿ ïðè

ïîìîùè ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå çàäàíû êàê â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå,

òàê è â áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Íà-

ïðèìåð, â ñëó÷àå êóäèòà îíè çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

⟨Ap⟩kk =
n∑

m=1

|ukm|2Apm. (217)

Â ñëó÷àå îñöèëëÿòîðà ïîëó÷àåì

⟨Ap⟩jj =
∞∑
m=0

|Ujm|2Apm. (218)

Âûñøèå ìîìåíòû íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí äëÿ êóáèòà, êóäèòà è äëÿ òàêèõ ñèñòåì êàê

ãàðìîíè÷åñêèé îñöèëëÿòîð è àòîì âîäîðîäà ìîãóò îïðåäåëÿòüñÿ ñòàíäàðòíûìè ôîð-

ìóëàìè êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè. Â ðàìêàõ ýòîãî ðàññìîòðåíèÿ ðîëü ðàñïðå-

äåëåíèé âåðîÿòíîñòè èãðàþò ìàòðèöû, çàäàííûå óíèòàðíûìè ìàòðèöàìè äèàãîíàëè-

çóþùèìè ìàòðèöû ðàññìàòðèâàåìûõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû îïðåäåëÿþò âîçìîæíîå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû, êî-

òîðîå èçìåðÿåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå.

3.5 Ïðèìåð íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû êóáèòà

Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå êóáèòà ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè

ρ =

 1 0

0 0

. (219)

Âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå äëÿ ïðîåêöèè ñïèíà íà îñü x äëÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ. Îïå-

ðàòîð ïðîåêöèè ñïèíà èìååò âèä

Sx =
h̄

2

 0 1

1 0

. (220)
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Ñðåäíåå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî äâóìÿ ðàçíûìè

ñïîñîáàìè.

Èñïîëüçóÿ ïåðâûé ñïîñîá, ïîëó÷àåì

⟨Sx⟩ = Tr

 h̄
2

 0 1

1 0


 1 0

0 0


 = 0. (221)

Äàííûé ðåçóëüòàò ñîâìåñòåí ñ âû÷èñëåíèåì ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè,

ââèäó ñîîòíîøåíèÿ 0 1

1 0

 =
1√
2

 1 −1

1 1


 1 0

0 −1

 1√
2

 1 1

−1 1

 . (222)

Èñïîëüçóÿ äàííîå ðàçëîæåíèå, îðòîñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà |umm′|2 ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå

|umm′ |2 = 1

2

 1 1

1 1

 . (223)

Íóëåâîå çíà÷åíèå ⟨Sx⟩ ìîæíî ïîëó÷èòü ïî ïðàâèëàì òåîðèè âåðîÿòíîñòè äëÿ âû÷èñ-

ëåíèþ ñðåäíèõ çíà÷åíèé ïðè ïîìîùè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (1/2, 1/2),

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñòîëáöîì ìàòðèöû (223). Íà ñàìîì äåëå, ïîëó÷àåì

⟨Sx⟩ =
h̄

2

(
1

2

)
+
h̄

2

(
−1

2

)
= 0. (224)

3.6 Îïåðàòîðû â ïðåäñòàâëåíèè Ãåéçåíáåðãà

Åñëè ñèñòåìà îïèñûâàåòñÿ ãàìèëüòîíèàíîì ñ ìàòðèöåé H, òî ìàòðèöà óíèòàðíîãî

îïåðàòîðà ýâîëþöèè èìååò âèä

U(t) = exp(−iHt) (h̄ = 1). (225)

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåäñòàâëåíèè Ãåéçåíáåðãà, ìàòðèöà íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû ýâî-

ëþöèîíèðóåò îò íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ A ê çíà÷åíèþ â ìîìåíò âðåìåíè t

AH(t) = exp(iHt)A exp(−iHt). (226)

Ìàòðèöà óíèòàðíîãî îïåðàòîðà ýâîëþöèè (225) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïè-

ñàíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû ïðè ïîìîùè îðòîñòîõàñòè÷åñêîé

ìàòðèöû

|V (t)|2 = |uU †(t)|2, (227)
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ãäå â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ óíèòàðíîé ìàòðèöû u ñòîÿò ñîáñòâåííûå âåêòîðà íàáëþäà-

åìîé âåëè÷èíû A. Ñðåäíèå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû A â ìîìåíò âðåìåíè t

çàäàíû ñîîòíîøåíèåì

Akk(t) =
∑
j

|(uU †(t))kj|2Aj. (228)

Â ýòîé ôîðìóëå ñðåäíåå çíà÷åíèå íàáëþäàåìîé âåëè÷èíû âûðàæåíî ÷åðåç ðåçóëü-

òàòû ýêñïåðèìåíòà Aj, à âåðîÿòíîñòè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ çàäàíû îðòîñòîõàñòè÷åñêîé

ìàòðèöåé (227).

Â äàííîì ðàçäåëå ìû ïîêàçàëè, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êâàíòîâûõ

íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí, òàêèå êàê ñðåäíèå, äèñïåðñèè è âûñøèå ìîìåíòû ìîãóò áûòü

âû÷èñëåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàíäàðòíûõ ïîäõîäîâ êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿò-

íîñòè. Â ñòàíäàðòíîé ôîðìóëèðîâêå êâàíòîâîé ìåõàíèêè ýòè ñòàòèñòè÷åñêèå õà-

ðàêòåðèñòèêè âû÷èñëÿþòñÿ âçÿòèåì ñëåäà îò ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû íàáëþäàåìîé

âåëè÷èíû è ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí, êî-

ãäà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ïðè ïîìîùè ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà-

÷åíèé íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî êâàíòîâî-

ñòàòèñòè÷åñêèé ôîðìàëèçì ïî ôîðìå î÷åíü áëèçîê ê ôîðìàëèçìó êëàññè÷åñêîé ñòà-

òèñòè÷åñêîé ôèçèêè, è ñòàòèñòè÷åñêèå ôëóêòóàöèè íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí êàê â

êëàññè÷åñêîé îáëàñòè, òàê è â êâàíòîâîé ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ïðè ïîìîùè ñòàí-

äàðòíûõ ôîðìóë êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè.
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4 ÃËÀÂÀ. ÑÏÈÍÎÂÛÅ ÑÎÑÒÎßÍÈßÂ ÂÅÐÎßÒ-

ÍÎÑÒÍÎÌ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ

Â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè [9, 62] êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ

îïèñûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, íàçûâàåìûìè òîìîãðàììàìè.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé ââåäåíî â [33, 12, 63] è èçó÷à-

ëîñü è ðàçâèâàëîñü â ðàáîòàõ [64, 65, 66, 13, 67, 68, 69]. Â ðàáîòàõ [70, 71] ïîêàçàíî,

÷òî âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðàìêàõ êâàíòîâàíèÿ íà

îñíîâå çâåçäî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ. Ïðîáëåìà ïåðåïóòàííîñòè [72] ðàññìàòðèâàëàñü â

âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè â ðàáîòàõ [73, 74, 75]. Â ðàáîòå [13] ïðîáëåìà íàðóøå-

íèÿ íåðàâåíñòâà Áåëëà [20] äëÿ ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóáèòîâ ðåäóöèðîâàíà íà ïðîáëåìó

èññëåäîâàíèÿ ñòðóêòóðû ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äâóõ ñëó-

÷àéíûõ ïåðåìåííûõ. Íåðàâåíñòâî Áåëëà â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé

ìåõàíèêè îáñóæäàëîñü â ðàáîòàõ [66, 13, 76]. Â äàííîé ãëàâå, ñëåäóÿ [34, 40], îáñóäèì

ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ è ñëîæåíèå ñïèíîâ â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé

ìåõàíèêè, ðàññìîòðèì ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå òîìîãðàììû êóäèòà íà òîìîãðàììó êó-

áèòà, íàçâàííîãî êóáèòíûé ïîðòðåò, îáñóäèì èñïîëüçîâàíèå êóáèòíîãî ïîðòðåòà äëÿ

îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ êóäèòà. Êðîìå òîãî â äàííîé ãëàâå èññëåäóåì ñâÿçü ïîëóãðóïïû

ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö ñ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé êóáèòà è

êóòðèòà, èñïîëüçóÿ ïîëóãðóïïó ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö è ìåòîä êóáèòíîãî ïîðòðåòà,

èññëåäóåì íåðàâåíñòâî Áåëëà è îáñóäèì åãî íàðóøåíèå èëè íåíàðóøåíèå â çàâèñèìî-

ñòè îò ñòðóêòóðû ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (òîìîãðàììû).

Â äàííîé ãëàâå ïðîáëåìà èññëåäîâàíèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòîÿíèÿ êóáèòà�êóòðèòà

ðåäóöèðîâàíà ê ïðîáëåìå èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà Áåëëà äëÿ

äâóõ êóáèòîâ, è â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè îáñóæäåíî äî-

êàçàòåëüñòâî íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, îñíîâàí-

íîå íà èñïîëüçîâàíèè îòîáðàæåíèÿ êóäèòà íà êóáèò.

4.1 Tîìîãðàììà ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ

Îïèøåì âåðîÿòíîñòü, çàäàþùóþ ñïèíîâûå ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2, íàçûâà-

åìóþ òîìîãðàôè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ èëè òîìîãðàììîé w(m, n⃗). Çäåñü n⃗ - åäèíè÷íûé
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âåêòîð, çàäàâàåìûé øèðîòîé θ è äîëãîòîé ϕ. Ïðîåêöèÿ ñïèíà m íà ýòî íàïðàâëåíèå

ïðè èçìåðåíèÿõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ m = +1/2 è m = −1/2 c âåðîÿòíîñòüþ w(m, n⃗).

Åñëè çàäàíà ìàòðèöà ïëîòíîñòè

ρ =

 ρ11 ρ12

ρ21 ρ22


ñïèíîâîãî ñîñòîÿíèÿ, òî òîìîãðàôè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà äèàãîíàëüíîìó ýëåìåí-

òó ìàòðèöû

(ρu)mn = (u+ρu)mn

ãäå u - ìàòðèöà ïîâîðîòà ñïèíîðà [61]

u =

 cos θ
2
ei(ϕ+ψ)/2 sin θ

2
ei(ϕ−ψ)/2

− sin θ
2
e−i(ϕ−ψ)/2 cos θ

2
e−i(ϕ+ψ)/2

 (229)

Íàïðèìåð, äëÿ ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ ñî ñïèíîì, íàïðàâëåííûì âäîëü îñè z, ρ11 =

1, ρ12 = ρ21 = ρ22 = 0, è òîìîãðàììà ðàâíà

w(+1/2, n⃗) = cos2
θ

2
, w(−1/2, n⃗) = sin2 θ

2
.

Âàæíûì ñâîéñòâîì òîìîãðàììû ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ñóùåñòâóåò ôîðìóëà îáðàùåíèÿ,

ïîçâîëÿþùàÿ ïî òîìîãðàììå w(m, n⃗) îïðåäåëèòü ìàòðèöó ïëîòíîñòè [12]. Òàêèì îá-

ðàçîì, âåðîÿòíîñòü (òîìîãðàììà) ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ êàê âåëè÷èíà, ïîëíîñòüþ

çàäàþùàÿ êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå. Ñîñòîÿíèå äâóõ ñïèíîâ òàêæå ìîæíî çàäàòü ñîâ-

ìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè w(m1,m2, n⃗1, n⃗2), ïîëó÷åííîé ïðè èç-

ìåðåíèè ïðîåêöèé ïåðâîãî ñïèíà m1 = ±1/2 íà íàïðàâëåíèå n⃗1 è âòîðîãî ñïèíà

m2 = ±1/2 íà íàïðàâëåíèå n⃗2. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ñ ρ11 = 1 è

ρik = 0, ãäå i, k = 1, 2, 3, 4 ïðè i ̸= 1, k ̸= 1, òîìîãðàììà åñòü ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëå-

íèå âåðîÿòíîñòè

w(+1/2,+1/2, n⃗1, n⃗2) = cos2
θ1
2
cos2

θ2
2
, w(+1/2,−1/2, n⃗1, n⃗2) = cos2

θ1
2
sin2 θ2

2
,

w(−1/2,+1/2, n⃗1, n⃗2) = sin2 θ1
2
cos2

θ2
2
, w(−1/2,−1/2, n⃗1, n⃗2) = sin2 θ1

2
sin2 θ2

2
.

4.2 Íåðàâåíñòâî Áåëëà è ÿâëåíèå ïåðåïóòàííîñòè ñîñòîÿíèé

Îáû÷íî íåðàâåíñòâî Áåëëà ñâÿçûâàþò ñ êâàíòîâûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð, ñèñòåìû

äâóõ ñïèíîâ s1 = 1/2 è s2 = 1/2. Ïðîåêöèè ñïèíà ïðè èõ èçìåðåíèè íà âûäåëåííîå
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íàïðàâëåíèå ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ ±1/2. Â äàííîì ïàðàãðàôå ðå÷ü ïîéäåò î

ïîëÿðèçàöèè, òî åñòü, ðàññìàòðèâàåòñÿ óäâîåííîå çíà÷åíèå ïðîåêöèè ñïèíà. Ïîëÿ-

ðèçàöèÿ ÿâëÿåòñÿ äèõîòîìíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ñî çíà÷åíèÿìè ±1. Ðàññìîòðèì

ñîñòîÿíèå äâóõ ÷àñòèö ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρ(1, 2), òîãäà êîððåëÿöèÿ äâóõ ïîëÿðè-

çàöèé ðàâíà

⟨M1M2⟩ = Trρ(1, 2)M1M2, (230)

ãäå M1 = (σ⃗1n⃗1), M2 = (σ⃗2n⃗2). Åäèíè÷íûå âåêòîðà n⃗1 è n⃗2 çàäàþò äâà íàïðàâëå-

íèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ìàòðèöû Ïàóëè σ⃗1 è σ⃗2 ÿâëÿþòñÿ îïåðàòîðàìè ïîëÿðèçàöèè

âäîëü äåêàðòîâûõ îñåé äëÿ ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòèö, ñîîòâåòñòâåííî. Îïåðàòîðû M1

è M2 êîììóòèðóþò, ñëåäîâàòåëüíî ìîæíî îäíîâðåìåííî èçìåðèòü ýòè ïîëÿðèçàöèè.

Îïåðàòîð M1 ïîíèìàåòñÿ êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå

M1 = (σ⃗1n⃗1)⊗ 12

, è îïåðàòîðM2 ïîíèìàåòñÿ êàê òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèåM2 = 11⊗(σ⃗2n⃗2), 12 ÿâëÿåòñÿ

åäèíè÷íûì îïåðàòîðîì â ïðîñòðàíñòâå ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé âòîðîé ÷àñòèöû, à 11 -

åäèíè÷íûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé ïåðâîé ÷àñòèöû. Ðàññìîò-

ðèì òðè 4× 4 ìàòðèöû ρ(1, 2), M1 è M2, âû÷èñëèì ñðåäíåå çíà÷åíèå M12 = ⟨M1M2⟩

(230) äëÿ ÷åòûðåõ ïàð âåêòîðîâ n⃗1 è n⃗2

n⃗1 = a⃗, n⃗2 = b⃗;

n⃗1 = a⃗, n⃗2 = c⃗;

n⃗1 = d⃗, n⃗2 = b⃗;

n⃗1 = d⃗, n⃗2 = c⃗

è ñîñòàâèì ÷èñëî

B = |Mab +Mac +Mdb −Mdc|, (231)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Áåëëà. Ýòî ÷èñëî ìîæåò ïðèíèìàòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ,

çàâèñÿùèå îò íàïðàâëåíèÿ ÷åòûðåõ âåêòîðîâ. Ñîãëàñíî ñòàíäàðòíûì êâàíòîâûì âû-

÷èñëåíèÿì ýòî ÷èñëî íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå [0, 2
√
2]. Ñîãëàñíî ãèïîòåçå ñêðûòûõ

ïåðåìåííûõ ýòî ÷èñëî íàõîäèòñÿ â èíòåðâàëå [0, 2]. Ýêñïåðèìåíò [77] ïîäòâåðæäàåò

âûâîäû îáû÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè.
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Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà Áåëëà â âåðîÿòíîñòíîì ïðåä-

ñòâàëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ïîêàæåì, ÷òî íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà Áåëëà [20] â

êâàíòîâîé ìåõàíèêå äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíàìè 1/2 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû

èç àíàëèçà ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, çàäàþùåé êâàíòîâîå

ñîñòîÿíèå ýòèõ äâóõ ñïèíîâ. Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå òèïû ñîâìåñòíûõ ôóíêöèé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è îáñóäèì êàêèå èç íèõ íå ïðèâîäÿò ê íàðóøåíèþ íåðàâåí-

ñòâà Áåëëà, à êàêèå ïðèâîäÿò. Ïðîäåìîíñòðèðóåì â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè,

÷òî ïðèðîäà íàðóøåíèé íåðàâåíñòâà Áåëëà, ÿâëÿåòñÿ ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêîé è õà-

ðàêòåðèçóåò îïðåäåëåííûå ðàçëè÷èÿ îáû÷íûõ ñîâìåñòíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé. Êðîìå òîãî, â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðî-

äåìîíñòðèðóåì ñâÿçü ìåæäó íàðóøåíèåì íåðàâåíñòâà Áåëëà è ÿâëåíèåì ïåðåïóòàí-

íîñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû.

Ðàññìîòðèì êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâíîé ñèñòåìû. Ñåïàðàáåëüíûìè (íåïåðå-

ïóòàííûìè) ñîñòîÿíèÿìè íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ, îïåðàòîðû ïëîòíîñòè êîòîðûõ ìî-

ãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñóììû òåíçîðíûõ ïðîèçâåäåíèé îïåðàòîðîâ ïëîòíîñòè

ïîäñèñòåì ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè pk

ϱ̂ =
∑
k

pkϱ̂
(k)
1 ⊗ ϱ̂

(k)
2 . (232)

Êîýôôèöèåíòû pk óäîâëåòâîðÿò óñëîâèþ íîðìèðîâêè

∑
k

pk = 1.

Ñîñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ "ïðîñòî ñåïàðàáåëüíûì�, åñëè

ρ̂ = ρ̂1 ⊗ ρ̂2. (233)

Â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñåïàðàáåëüíîå ñîñòîÿíèå ñïè-

íîâûõ ñèñòåì çàäàåòñÿ òîìîãðàììîé

w(m1,m2, n⃗1, n⃗2) =
∑
k

pkWk(m1, n⃗1)wk(m2, n⃗2). (234)

Òîìîãðàììà "ïðîñòî ñåïàðàáåëüíîãî"ñîñòîÿíèÿ èìååò âèä

w(m1,m2, n⃗1, n⃗2) = W (m1, n⃗1)w(m2, n⃗2). (235)

Ðàññìîòðèì ÷èñëî Áåëëà (231). Íåðàâåíñòâî

| < Mab > + < Mac > + < Mdb > − < Mdc > | ≤ 2. (236)
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íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Áåëëà. Ðàññìîòðèì äâå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûåm1,m2, ïðè-

íèìàþùèå çíà÷åíèÿ ±1. Îíè çàäàþòñÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòè w(m1,m2, n⃗1, n⃗2), íîðìèðîâàííîé, íåîòðèöàòåëüíîé

∑
m1,m2

w(m1,m2, n⃗1, n⃗2) = 1, w(m1,m2, n⃗1, n⃗2) ≥ 0

è çàâèñÿùåé îò äîïîëíèòåëüíûõ âåêòîðíûõ ïàðàìåòðîâ n⃗1, n⃗2, çàäàþùèõ íàïðàâ-

ëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ââåäåì ÷åòûðå âåêòîðà a⃗, b⃗, d⃗, c⃗, çàäàþùèõ íàïðàâëåíèÿ â

ïðîñòðàíñòâå. Ðàññìîòðèì êîððåëÿòîðû ïåðåìåííûõ m1, m2, ñâÿçàííûõ ñ ýòèìè íà-

ïðàâëåíèÿìè â ïðîñòðàíñòâå, ïîëó÷àåì

< Mab >= w(1, 1, a⃗, b⃗)− w(1,−1, a⃗, b⃗)− w(−1, 1, a⃗, b⃗) + w(−1,−1, a⃗, b⃗),

< Mac >= w(1, 1, a⃗, c⃗)− w(1,−1, a⃗, c⃗)− w(−1, 1, a⃗, c⃗) + w(−1,−1, a⃗, c⃗),

< Mdb >= w(1, 1, d⃗, b⃗)− w(1,−1, d⃗, b⃗)− w(−1, 1, d⃗, b⃗) + w(−1,−1, d⃗, b⃗),

< Mdc >= w(1, 1, d⃗, c⃗)− w(1,−1, d⃗, c⃗)− w(−1, 1, d⃗, c⃗) + w(−1,−1, d⃗, c⃗),

Ðàññìîòðèì â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî Áåëëà (236). Âûïîëíåíèå èëè íàðóøåíèå

íåðàâåíñòâà Áåëëà çàâèñèò îò ñòðóêòóðû ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòè w(m1,m2, n⃗1, n⃗2). Êîãäà ñîñòîÿíèå �ïðîñòî ñåïàðàáåëüíîå�, ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èìååò âèä (235), òî åñòü ôàêòîðèçóåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå,

äëÿ n⃗1 = a⃗, n⃗2 = b⃗, ïîëó÷àåì êîððåëÿòîð

< Mab >= w(1, a⃗)W (1, b⃗)− w(1, a⃗)W (−1, b⃗)− w(−1, a⃗)W (1, b⃗) + w(−1, a⃗)W (−1, b⃗),

êîãäà n⃗1 = a⃗, n⃗2 = c⃗, òî

< Mac >= w(1, a⃗)W (1, c⃗)− w(1, a⃗)W (−1, c⃗)− w(−1, a⃗)W (1, c⃗) + w(−1, a⃗)W (−1, c⃗),

êîãäà n⃗1 = d⃗, n⃗2 = b⃗, ïîëó÷àåì

< Mdb >= w(1, d⃗)W (1, b⃗)− w(1, d⃗)W (−1, b⃗)− w(−1, d⃗)W (1, b⃗) + w(−1, d⃗)W (−1, b⃗),

à êîãäà n⃗1 = d⃗, n⃗2 = c⃗, òî

< Mdc >= w(1, d⃗)W (1, c⃗)− w(1, d⃗)W (−1, c⃗)− w(−1, d⃗)W (1, c⃗) + w(−1, d⃗)W (−1, c⃗).
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×èñëî Áåëëà (231) â ýòîì ñëó÷àå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

| < Mab > + < Mac > + < Mdb > − < Mdc > | =

|w(1, a⃗)[W (1, b⃗) +W (1, c⃗)]− w(1, a⃗)[W (−1, b⃗) +W (−1, c⃗)]

−w(−1, a⃗)[W (1, b⃗)+W (1, c⃗)]+w(−1, a⃗)[W (−1, b⃗)+W (−1, c⃗)]+w(1, d⃗)[W (1, b⃗)−W (1, c⃗)]

−w(1, d⃗)[W (−1, b⃗)−W (−1, c⃗)]−w(−1, d⃗)[W (1, b⃗)−W (1, c⃗)]+w(−1, d⃗)[W (−1, b⃗)−W (−1, c⃗)]|.

Òàê êàê

W (1, b⃗) +W (−1, b⃗) = 1, w(1, d⃗) + w(−1, d⃗) = 1, w(1, a⃗) + w(−1, a⃗) = 1,

W (1, c⃗) +W (−1, c⃗) = 1,

òî ÷èñëî Áåëëà (231) îêàçûâàåòñÿ ìåíüøå èëè ðàâíî 2, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî

Áåëëà (236) â äàííîì ñëó÷àå âûïîëíÿåòñÿ. Òî åñòü íåðàâåíñòâî Áåëëà âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, çàäàííûõ òîìîãðàììàìè ñî ñòðóêòóðîé (235).

Ðàññìîòðèì ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñåïàðàáåëüíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ. Îíà ïðåäñòàâèìà â âèäå (234). Â ýòîì ñëó÷àå ìû ïîëó÷àåì ñìåñü èç ïðåäû-

äóùèõ âûðàæåíèé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Êàæäîå âûðàæåíèå ïî ìî-

äóëþ ìåíüøå, ÷åì 2, è îíî óìíîæåíî íà íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî pk ìåíüøåå åäèíèöû,

ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ ñóììà òàêæå ìåíüøå 2, è íåðàâåíñòâî Áåëëà âûïîëíÿåòñÿ.

Êîãäà ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâ-

ëåíà â âèäå (235) èëè (234), òî îíà çàäàåò "ïåðåïóòàííîå� ñîñòîÿíèå, äëÿ êîòîðîãî

íåðàâåíñòâî Áåëëà ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè w(m1,m2, n⃗1, n⃗2) ñëåäóþùåãî âèäà

w(1,−1, n⃗1, n⃗2) = w(−1, 1, n⃗1, n⃗2) =

1

2

(
cos2

θ1
2
sin2 θ2

2
+ sin2 θ1

2
cos2

θ2
2

)
− 1

4
sin θ1 sin θ2 cos(ψ1 + ψ2),

w(1, 1, n⃗1, n⃗2) = w(−1,−1, n⃗1, n⃗2) =

1

2

(
cos2

θ1
2
cos2

θ2
2
+ sin2 θ1

2
sin2 θ2

2

)
+

1

4
sin θ1 sin θ2 cos(ψ1 + ψ2),

n⃗1 = (sin θ1 cosψ1, sin θ1 sinψ1, cos θ1) , n⃗2 = (sin θ2 cosψ2, sin θ2 sinψ2, cos θ2) .
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Â ñëó÷àå, êîãäà

n⃗1 = a⃗, n⃗2 = b⃗,

ïîëó÷àåì ÷òî

< Mab >= cos θa cos θb + sin θa sin θb cos(ψa + ψb),

êîãäà

n⃗1 = a⃗, n⃗2 = c⃗,

òî

< Mac >= cos θa cos θc + sin θa sin θc cos(ψa + ψc),

êîãäà

n⃗1 = d⃗, n⃗2 = b⃗,

òî

< Mdb >= cos θd cos θb + sin θd sin θb cos(ψd + ψb),

à êîãäà

n⃗1 = d⃗, n⃗2 = c⃗,

òî

< Mdc >= cos θd cos θc + sin θd sin θc cos(ψd + ψc).

Ïîëó÷àåì, ÷òî ÷èñëî Áåëëà (231) ïðèíèìàåò âèä

B = | cos θa (cos θb + cos θc) + sin θa [sin θb cos(ψa + ψb) + sin θc cos(ψa + ψc)]

+ sin θd [sin θb cos(ψd + ψb)− sin θc cos(ψd + ψc)] + cos θd (cos θb − cos θc) |.

Âû÷èñëÿÿ B äëÿ óãëîâ θa = θb = θc = π/6, θd = π/2, ψa + ψb = ψa + ψc = π/4, ψd +

ψb = −π/2, ψd + ψc = π, ïîëó÷àåì çíà÷åíèå 2 +
√
2/4, òî åñòü, âèäèì, ÷òî â ýòîì

ñëó÷àå íåðàâåíñòâî Áåëëà íàðóøàåòñÿ. Ðàññìîòðåííàÿ â òðåòüåì ñëó÷àå ôóíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (ñïèíîâàÿ òîìîãðàììà) çàäàåò ïåðåïóòàííîå ñîñòîÿíèå

Âåðíåðà äëÿ äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíàìè 1/2 ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè

ϱ =
1

2



1 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 1

 . (237)

Ïåðåìåííûå m1 è m2 â ýòîì ñëó÷àå èìåþò ôèçè÷åñêèé ñìûñë óäâîåííûõ ïðîåêöèé

ñïèíà íà íàïðàâëåíèÿ, çàäàííûå âåêòîðàìè n⃗1 è n⃗2, ñîîòâåòñòâåííî.
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4.3 Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîÿíèÿ äâóõ ñïèíîâ â âå-

ðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè

Êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå ñîñòàâíîé ñèñòåìû èç äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíàìè j1 è j2 îïèñûâàåò-

ñÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ òîìîãðàôè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé w(m1, n⃗1,m2, n⃗2),

íàçûâàåìîé òîìîãðàììîé. Òîìîãðàììà çàâèñèò îò ñëó÷àéíûõ çíà÷åíèé äâóõ ñïèíî-

âûõ ïðîåêöèé m1 è m2. Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ

m1 = −j1,−j1 + 1, . . . j1 è m2 = −j2,−j2 + 1, . . . j2. Ñïèíîâàÿ ïðîåêöèÿ m1 - ýòî ïðî-

åêöèÿ ñïèíà ïåðâîé ÷àñòèöû íà íàïðàâëåíèå n⃗1 è ñïèíîâàÿ ïðîåêöèÿ m2 - ýòî ïðî-

åêöèÿ ñïèíà âòîðîé ÷àñòèöû íà íàïðàâëåíèå n⃗2. Åäèíè÷íûå âåêòîðà n⃗1 è n⃗2 çàäàþò

äâå òî÷êè íà äâóõ åäèíè÷íûõ ñôåðàõ. Ýòè òî÷êè èìåþò ñëåäóþùèå óãëîâûå êîîð-

äèíàòû θ1, ϕ1 è θ2, ϕ2. Ýòè êîîðäèíàòû îáðàçóþò êîìïîíåíòû åäèíè÷íûõ âåêòîðîâ

n⃗1 = (sin θ1 cosϕ1, sin θ1 sinϕ1, cos θ1) è n⃗2 = (sin θ2 cosϕ2, sin θ2 sinϕ2, cos θ2). Ñîâìåñò-

íàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ w(m1,m2, n⃗1, n⃗2) îïðåäåëÿåò êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå äâóõ

÷àñòèö ñî ñïèíàìè. Êîððåëÿòîð ñëó÷àéíûõ ïåðåìåííûõ m1 è m2, ñîîòâåòñòâóþùèé

ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âñåõ ïàð íàïðàâëåíèé n⃗1 è n⃗2 èìååò âèä

⟨m1m2⟩(n⃗1, n⃗2) =
j1∑

m1=−j1

j2∑
m=−j2

m1m2w(m1, n⃗1,m2, n⃗2). (238)

Ïî îïðåäåëåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ òîìîãðàììîé w(m1, n⃗1,m2, n⃗2),

èìååò âèä

χ(s1, n⃗1, s2, n⃗2) =
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

ei(s1m1+s2m2)w(m1, n⃗1,m2, n⃗2). (239)

Ýòà ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåò âñå ìîìåíòû ðàçëîæåíèåì â ðÿä

χ(s1, n⃗1, s2, n⃗2) =
∞∑
k1=0

∞∑
k2=0

(is1)
k1

k1!

(is2)
k2

k2!
⟨mk1

1 m
k2
2 ⟩(n⃗1, n⃗2), (240)

ãäå

⟨mk1
1 m

k2
2 ⟩(n⃗1, n⃗2) =

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

mk1
1 m

k2
2 w(m1, n⃗1,m2, n⃗2). (241)

Íàïðèìåð, ìàòðèöà äèñïåðñèé ïðîåêöèé äâóõ ñïèíîâ ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ ìàòðè÷-

íûõ ýëåìåíòîâ

σ11(n⃗1, n⃗2) = ⟨m2
1⟩(n⃗1, n⃗2)− [⟨m1⟩(n⃗1, n⃗2)]

2,

σ12(n⃗1, n⃗2) = ⟨m1m2⟩(n⃗1, n⃗2)− ⟨m1⟩(n⃗1, n⃗2)⟨m2⟩(n⃗1, n⃗2),
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σ21(n⃗1, n⃗2) = σ12(n⃗1, n⃗2),

σ22(n⃗1, n⃗2) = ⟨m2
2⟩(n⃗1, n⃗2)− [⟨m2⟩(n⃗1, n⃗2)]

2. (242)

Åñëè òîìîãðàììà êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ôàêòîðèçóåòñÿ, òî åñòü, îíà çàäàåò "ïðîñòî

ñåïàðàáåëüíîå� ñîñòîÿíèå äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíàìè, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

òàêæå ôàêòîðèçóåòñÿ

χ(s1, n⃗1, s2, n⃗2) = χ1(s1, n⃗1)χ2(s2, n⃗2). (243)

Â ôîðìóëå (243) χ1(s1, n⃗1) è χ2(s2, n⃗2) - ýòî õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå

ñ òîìîãðàììàìè w1(m1, n⃗1) è w2(m2, n⃗2), ñîîòâåòñòâåííî.

4.4 Ñëîæåíèå ñïèíîâ â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòî-

âîé ìåõàíèêè

Òîìîãðàììà, çàäàþùàÿ ÷èñòîå ñîñòîÿíèå ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé |ψ⟩ îäíîé ÷àñòèöû ñî

ñïèíîì j, èìååò âèä

wψ(m, n⃗) = |⟨m|u+(n⃗)|ψ⟩|2. (244)

Çäåñü u(n⃗) - ýòî óíèòàðíàÿ ìàòðèöà íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SU(2).

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ D-ôóíêöèÿìè Âèãíåðà [61]

D
(j)
m′m(ϕ, θ, γ) = eim

′γd
(j)
m′m(θ)e

imϕ, (245)

ãäå

d
(j)
m′m(θ) =

[
(j +m′)!(j −m′)!

(j +m)!(j −m)!

]1/2 (
cos

θ

2

)m′+m (
sin

θ

2

)m′−m

P
(m′−m,m′+m)
j−m′ (cos θ),

(246)

à P (a,b)
n (x) - ïîëèíîì ßêîáè. D-ôóíêöèè Âèãíåðà çàâèñÿò îò òðåõ óãëîâ Ýéëåðà

(ϕ, θ, γ). Áëàãîäàðÿ ñòðóêòóðå ôîðìóëû (244), çàâèñèìîñòü îò òðåòüåãî óãëà Ýéëå-

ðà γ ïðîïàäàåò, è òîìîãðàììà çàâèñèò òîëüêî îò äâóõ óãëîâ Ýéëåðà. Åñëè â êà÷åñòâå

ñîñòîÿíèÿ |ψ⟩ ðàññìîòðåòü ñîñòîÿíèå |m′⟩ ÷àñòèöû ñ îïðåäåëåííîé ïðîåêöèåé m′ íà

îñü z, òî òîìîãðàììà òàêîãî ñîñòîÿíèå èìååò âèä

wm′(m, n⃗) = |D(j)
mm′(n⃗)|2. (247)
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Èòàê, ìû ïîëó÷èëè, ÷òî êâàäðàò ìîäóëÿ D-ôóíêöèè Âèãíåðà ìîæåò áûòü èíòåð-

ïðåòèðîâàí êàê ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ òîìîãðàôè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè â ÷èñòîì ñî-

ñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííîé ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü z. Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ,

ñâÿçàííàÿ ñ ýòîé òîìîãðàììîé, èìååò âèä

χ(j)(s, n⃗) =
j∑

m=−j
eism|D(j)

mm′(n⃗)|2. (248)

Ðàññìîòðèì ñîñòîÿíèå äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíàìè. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ, èìåþùåãî âèä |ψ⟩ =

|m′
1m

′
2⟩, òîìîãðàììà ðàâíà

wm′
1m

′
2
(m1, n⃗1,m2, n⃗2) = |⟨m1m2|u+(n⃗1, n⃗2)|ψ⟩|2. (249)

Çäåñü óíèòàðíàÿ ìàòðèöà u(n⃗1, n⃗2) ÿâëÿåòñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(u(n⃗1, n⃗2))m1m′
1,m2m′

2
= D

(j1)
m1m′

1
(n⃗1)D

(j2)
m2m′

2
(n⃗2) (250)

ìàòðèö äâóõ íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèé ãðóïïû SU(2). Â ñëó÷àå ÷èñòûõ ñîñòîÿ-

íèé |m′
1m

′
2⟩ ñïèíîâàÿ òîìîãðàììû èìååò âèä

wm′
1m

′
2
(m1, n⃗1,m2, n⃗2) = |D(j1)

m1m′
1
(n⃗1)D

(j2)
m2m′

2
(n⃗2)|2. (251)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ òîìîãðàììîé ñîñòîÿíèÿ |m′
1m

′
2⟩, ðàâíà

χ(j1,j2)(s1, n⃗1, s2, n⃗2) = χ
(j1)
1 (s1, n⃗1)χ

(j2)
2 (s2, n⃗2). (252)

Èç ôîðìóëû âèäíî, ÷òî íåò êîððåëÿöèé ìåæäó ïðîåêöèÿìè ñïèíîâ äâóõ ÷àñòèö.

Â ñëó÷àå äâóõ ñïèíîâ âåêòîð ñîñòîÿíèÿ |j1j2jm⟩ ñèñòåìû ñ ñóììàðíûì ñïèíîì j è

ïðîåêöèåé ñïèíà íà îñü z, ðàâíîé m, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç âåêòîðà ñîñòîÿíèé ÷àñòèö

|j1m1⟩ è |j2m2⟩

|j1j2jm⟩ =
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

(j1m1j2m2|jm)|j1m1⟩|j2m2⟩. (253)

Çäåñü êîýôôèöèåíòû (j1m1j2m2|jm) - ýòî êîýôôèöèåíòû Êëåáøè-Æîðäàíà (ÿâíûå

âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Êëåáøè-Æîðäàíà ïðèâåäåíû â [61]). Òîìîãðàììà

ñóïåðïîçèöèîííîãî ñîñòîÿíèÿ |j1j2jm⟩ çàäàíà ôîðìóëîé (249), åñëè ñäåëàòü çàìåíó

|ψ⟩ → |j1j2jm⟩. Èòàê, ìû âûðàçèëè òîìîãðàììó ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èç äâóõ
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÷àñòèö ñ ñóììàðíûì ñïèíîì j ÷åðåç êîýôôèöèåíòû Êëåáøè-Æîðäàíà è ìàòðè÷íûå

ýëåìåíòû íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SU(2)

w(m1, n⃗1,m2, n⃗2) = |
j1∑

m′
1=−j1

j2∑
m′

2=−j2

(j1j2m
′
1m

′
2|jm)D

(j1)
m′

1m1
(n⃗1)D

(j2)
m′

2m2
(n⃗2)|2. (254)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ, îòâå÷àþùàÿ ðàñïðåäåëåíèþ âåðîÿòíîñòåé (254), èìå-

åò âèä

χ(jm)(s, n⃗1, s, n⃗2) =

(255)
j1∑

m1=−j1

j2∑
m2=−j2

ei(s1m1+s2m2)|
j1∑

m′
1=−j1

j2∑
m′

2=−j2

(j1j2m
′
1m

′
2|jm)D

(j1)
m′

1m1
(n⃗1)D

(j2)
m′

2m2
(n⃗2)|2.

Â ñëó÷àå ñåïàðàáåëüíûõ ñîñòîÿíèé äâóõ êóäèòîâ (òî åñòü äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíàìè

j1, j2) òîìîãðàììà, çàäàþùàÿ ñîñòîÿíèå, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå âûïóêëîé

ñóììû ïðîèçâîëüíûõ ñåïàðàáåëüíûõ ñîñòîÿíèé âèäà (234). Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñå-

ïàðàáåëüíîñòè òîìîãðàììû ñîñòîÿíèé èìååò âèä [78]

s1∑
m1=−j1

s2∑
m2=−j2

w(m1, n⃗1,m2, n⃗2) =
∑
k

pkP
(k)
1 (s1, n⃗1)P

(k)
2 (s2, n⃗2), s1 < j1, s2 < j2, (256)

ãäå s1 è s2 - ýòî ïðîèçâîëüíûå ïîëóöåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó óñëî-

âèþ: −j1 ≤ s1 ≤ +j1, −j2 ≤ s2 ≤ +j2, à ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

P
(k)
1 (s1, n⃗1) è P

(k)
2 (s2, n⃗2) èìåþò âèä

P
(k)
1 (s1, n⃗1) =

s1∑
m1=−j1

w
(k)
1 (m1, n⃗1), s1 < j1,

P
(k)
2 (s2, n⃗2) =

s2∑
m2=−j2

w
(k)
2 (m2, n⃗2), s2 < j2.

Íîâûé íàáîð íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóäèòîâ (256)

ìîæåò áûòü îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà êóäèòîâ.

4.5 Êóáèòû è ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû

Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû îáñóäèì ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö, ñâÿçàííûõ ñ êâàí-

òîâûìè ñïèíîâûìè ñîñòîÿíèÿìè. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè ñòîõàñòè÷åñêèå

ìàòðèöû èñïîëüçóþòñÿ, íàïðèìåð, äëÿ çàäàíèÿ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ôóíêöèé
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ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Âåêòîð ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 (òàê íàçûâàå-

ìîãî êóáèòà) |ψ⟩ èìååò âèä

|ψ⟩ =

 a

b

 , ⟨ψ| = (a∗, b∗) , (257)

ãäå êîìïëåêñíûå ÷èñëà a = a1+ ia2 è b = b1+ ib2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íîðìèðîâêè

⟨ψ|ψ⟩ = |a|2 + |b|2 = 1. (258)

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ðàçìåðíîñòè 2×2 ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ⟩ èìååò âèä

ρψ = |ψ⟩⟨ψ| =

 |a|2 ab∗

ba∗ |b|2

 . (259)

Ñëåä ìàòðèöû ïëîòíîñòè ðàâåí åäèíèöå

Tr ρψ = |a|2 + |b|2 = 1. (260)

Âåðîÿòíîñòè ïðîåêöèé ñïèíà íà îñü z m = +1/2 è m = −1/2 îïðåäåëÿþòñÿ äèàãî-

íàëüíûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû ïëîòíîñòè,

w(+1/2) = |a|2, w(−1/2) = |b|2. (261)

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ïðîåêöèé ñïèíà íà îñü z óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

íîðìèðîâêè (258), îíè ìîãóò áûòü ïàðàìåòðèçîâàíû ñëåäóþùèì îáðàçîì

|a|2 = cos2 Θ, |b|2 = sin2 Θ. (262)

Ââåäåì ñëåäóþùóþ ìàòðèöó, íàçûâàåìóþ ñòîõàñòè÷åñêîé

M =

 p q

1− p 1− q

 , (263)

ãäå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà p è q óäîâëåòâîðÿþò íèæåïðèâåäåííûì íåðàâåíñòâàì

1 ≥ p ≥ 0, 1 ≥ q ≥ 0. (264)

Íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà p, 1− p è q, 1− q ìîãóò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû êàê ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Âàæíûì ñâîéñòâîì ìíîæåñòâà ìàòðèö M ÿâëÿåòñÿ
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òî, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö âèäà (263) èìååò òó æå ôîðìó, ÷òî è èñõîäíûå

ìàòðèöû, à èìåííî,

M1M2 =

 p1 q1

1− p1 1− q1


 p2 q2

1− p2 1− q2

 =

 p3 q3

1− p3 1− q3

 , (265)

ãäå

p3 = p1p2 + q1(1− p2), q3 = p1q2 + q1(1− q2). (266)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö (263) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóïïîé. Ïîëóãðóïïû è

èõ ïðåäñòàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî õîðîøî èçó÷åíû. Ïîëóãðóïïû îòëè÷àþòñÿ îò ãðóïï

òîëüêî òåì, ÷òî íàëè÷èå ó êàæäîãî ýëåìåíòà ïîëóãðóïïû îáðàòíîãî ýëåìåíòà íå òðå-

áóåòñÿ, à äëÿ ãðóïïû ýòî òðåáîâàíèå îáÿçàòåëüíî. Åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà òàêæå ïðè-

íàäëåæèò ïîëóãðóïïå. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû îáðàòíîé ìàòðèöû

M−1 =
1

detM

 1− q −q

p− 1 p

 , detM = p(1− q)− q(1− p) (267)

íå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíîñòè (264), è ïîýòîìó äàííàÿ ìàòðèöà íå

ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó ìàòðèö (263). Åñëè ïàðàìåòðû p è q ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëü-

íûìè äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè, òî ìíîæåñòâî ìàòðèö M ñ detM ̸= 0 îáðàçóþò

äâóìåðíóþ ãðóïïó Ëè. Åñëè ïàðàìåòðû p è q ÿâëÿþòñÿ êîìïëåêñíûìè ÷èñëàìè, òî

ìíîæåñòâî ìàòðèö M îáðàçóåò ÷åòûðåõìåðíóþ ãðóïïó Ëè. Ïîäìíîæåñòâî ñòîõàñòè-

÷åñêèõ ìàòðèö ñëåäóþùåãî âèäà, íàçûâàåìûõ áèñòîõàñòè÷åñêèìè

N =

 p 1− p

1− p p

 (268)

òàêæå îáðàçóþò ïîëóãðóïïó. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå äâóõ òàêèõ ìàòðèö

N1N2 =

 p1 1− p1
1− p1 p1


 p2 1− p2

1− p2 p2

 =

 p3 1− p3
1− p3 p3

 , (269)

ãäå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà p1, p2, p3 ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì

p3 = p1p2 + (1− p1)(1− p2), (270)

èìååò òîò æå âèä (268). Ôîðìóëà (270) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â êà÷åñòâå îïðåäå-

ëåíèÿ íîâîãî àññîöèàòèâíîãî çâåçäî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ äåéñòâèòåëüíûõ (êîìïëåêñ-

íûõ) ÷èñåë p1 ⋆ p2. Èíòåðåñíî, ÷òî â òàáëèöå óìíîæåíèÿ, îòâå÷àþùåé ýòîìó îïðåäå-

ëåíèþ, ïðîèçâåäåíèå ÷èñåë 2⋆2 = 5. Â áèñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöå ñóììû ÷èñåë êàê â
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ñòîëáöàõ òàê è â ñòðîêàõ ðàâíû åäèíèöå. Òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ áèñòîõàñòè-

÷åñêèõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ áèñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé. Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (269),

ìîæíî ââåñòè àññîöèàòèâíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Ñ

äâóìÿ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè p1, 1 − p1 è p2, 1 − p2, ìîæíî ñâÿçàòü

äâà âåêòîðà

−→w1 =

 p1

1− p1

 ≡
 w

(1)
1

w
(1)
2

 , (271)

−→w2 =

 p2

1− p2

 ≡
 w

(2)
1

w
(2)
2

 (272)

è äâå ìàòðèöû

N1 =

 w
(1)
1 w

(1)
2

w
(1)
2 w

(1)
1

 , (273)

N2 =

 w
(2)
1 w

(2)
2

w
(2)
2 w

(2)
1

 . (274)

Îïðåäåëèì àññîöèàòèâíîå ïðîèçâåäåíèå −→w3 äâóõ âåêòîðîâ (êîòîðîå íàçûâàåòñÿ çâåç-

äî÷íûì ïðîèçâåäåíèåì) −→w1 ∗−→w2 = −→w3, èñïîëüçóÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà

−→w3 ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö N1 è N2, çàäàííîå ôîðìóëàìè (269) è (270). Ìû ïîëó-

÷èì

w
(3)
1 = w

(1)
1 w

(2)
1 + w

(1)
2 w

(2)
2 , (275)

w
(3)
2 = w

(1)
2 w

(2)
1 + w

(1)
1 w

(2)
2 . (276)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû (263) ðàâíû

λ1 = 1, λ2 = p− q. (277)

Îíè óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó óñëîâèþ

|λk| ≤ 1, k = 1, 2. (278)

Ñîáñòâåííûå âåêòîðà ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû (263) ðàâíû

|U1⟩ =

 1

q−1(1− p)

 , |Up−q⟩ =

 −1
1

 . (279)
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Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà M ïðåäñòàâèìà â âèäå p q

1− p 1− q

 = U

 1 0

0 p− q

U−1, (280)

ãäå ìàòðèöà U ðàâíà

U =

 1 1

q−1(1− p) −1

 . (281)

Â ñëó÷àå, êîãäà p = q, îïðåäåëèòåëü ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû ðàâåí íóëþ.

Âûâåäåì íåðàâåíñòâî, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïàð

äåéñòâèòåëüíûõ âåêòîðîâ. Ïóñòü

∣∣∣(−→a1−→b1 )∣∣∣ < c;
∣∣∣(−→a2−→b2 )∣∣∣ < c, (282)

ãäå c - ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå âûïóêëàÿ ñóììà cos2 γ(−→a1
−→
b1 )+sin2 γ(−→a2

−→
b2 )

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∣∣∣cos2 γ(−→a1−→b1 ) + sin2 γ(−→a2
−→
b2 )
∣∣∣ < c. (283)

Ìåòîäîì èíäóêöèè ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî äëÿ âûïóêëîé ñóììû â îáùåì ñëó÷àå. Åñëè

|−→ak
−→
bk | < c, òîãäà ∣∣∣∣∣∑

k

pk(−→ak
−→
bk )

∣∣∣∣∣ < c, (284)

ãäå êîýôôèöèåíòû 1 ≥ pk ≥ 0,
∑
k pk = 1. Åñëè

−→
b1 =

−→
b2 = · · · = −→bk = · · · = −→B , òî

íåðàâåíñòâî (284) ïðèíèìàåò âèä∣∣∣∣∣∑
k

pk(−→ak
−→
B )

∣∣∣∣∣ < c, (285)

òî åñòü, ∣∣∣∣∣∑
k

(pk−→ak)
−→
B

∣∣∣∣∣ < c. (286)

4.6 Ìàòðèöû êàê âåêòîðà

Â äàííîì ïàðàãðàôå îáñóäèì õîðîøî èçâåñòíûå ñâîéñòâà ìàòðèö, à èìåííî, òî, ÷òî

îíè ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âåêòîðà. Íàïðèìåð, äåéñòâèòåëüíàÿ 2×2 ìàòðèöà

µ =

 a b

c d

 (287)
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ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âåêòîð

−→µ =



a

b

c

d


. (288)

Ñóììà äâóõ ìàòðèö µ1 è µ2

µ1 + µ2 =

 a1 + a2 b1 + b2

c1 + c2 d1 + d2

 (289)

ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíà êàê ñóììà äâóõ âåêòîðîâ ñî ñëåäóþùèìè êîìïîíåí-

òàìè

−→µ1 +−→µ2 =



a1 + a2

b1 + b2

c1 + c2

d1 + d2


. (290)

Òîãäà ÷èñëî Tr (µtr
1 µ2) = a1a2 + b1b2 + c1c2 + d1d2, ãäå µ

tr
1 - ýòî òðàíñïîíèðîâàííàÿ

ìàòðèöà µ1, ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíûì ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ

Tr
(
µtr
1 µ2

)
= (−→µ1

−→µ2) . (291)

4.7 Ðåäóêöèÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

Ðàññìîòðèì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé (p1, p2, p3). Íåîòðèöàòåëüíûå ýëåìåíòû p1,

p2 è p3 ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû â òðè ïàðû íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë

P
(1)
1 = p1, P

(1)
2 = (p2 + p3), (292)

P
(2)
1 = p1 + p2, P

(2)
2 = p3, (293)

P
(3)
1 = p1 + p3, P

(3)
2 = p2. (294)

Â ðåçóëüòàòå òàêîé ðåäóêöèè ïîëó÷àåì òðè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé(
P

(1)
1 , P

(1)
2

)
,
(
P

(2)
1 , P

(1)
2

)
è
(
P

(3)
1 , P

(3)
2

)
, à òàêæå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè,
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êîòîðûå ìîæíî ïîëó÷èòü ïåðåñòàíîâêàìè èíäåêñîâ. Ïîëó÷àåì, ÷òî èñõîäíàÿ ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, ñîäåðæàùàÿ òðè âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ, ïðåîáðàçó-

åòñÿ â íàáîð ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò äâà

âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ. Äàííîå ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå îáðàòèìî, òàê êàê,

p1 = P
(1)
1 , p2 = P

(2)
1 − P

(1)
1 , p3 = P

(2)
2 . (295)

Ñëåäîâàòåëüíî, çíàÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (292)�(294), ìû ìîæåì

âîññòàíîâèòü íà÷àëüíûå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Íàáîð ôóíêöèé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (292) è (293) íàçîâåì ïîðòðåòîì íà÷àëüíîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Èñïîëüçóÿ, ïðåäëîæåííûé ïîäõîä, ìîæíî ïîñòðîèòü àíàëî-

ãè÷íîå ïðåîáðàçîâàíèå äëÿ ïîëó÷åíèå ïîðòðåòà ñîâìåñòíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè.

4.8 Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿåìàÿ êóáèòîì

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñìåøàííîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñòèöû ñî ñïèíîì 1/2 (ñîñòîÿíèå êóáè-

òà) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå âûïóêëîé ñóììû ìàòðèö ïëîòíîñòåé ÷èñòûõ

ñîñòîÿíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà

ρ =
∑
k

pk|ψk⟩⟨ψk|, (296)

ãäå 1 ≥ pk ≥ 0 è
∑
k pk = 1, ÿâëÿåòñÿ ýðìèòîâîé ìàòðèöåé, è åå ñëåä ðàâåí åäèíè-

öå. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ìàòðèöåé, òî åñòü åå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Òîìîãðàììà ñîñòîÿíèÿ êóáèòà èìååò âèä

w(m,U) =

 w(+1/2, U)

w(−1/2, U)

 = (U+ρU)mm, (297)

ãäå U - óíèòàðíàÿ ìàòðèöà âèäà (229). Ïîñòðîèì ñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó (263),

èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ

p = w(+1/2, U1), q = w(+1/2, U2). (298)

Ïîëó÷àåì, ÷òî îíà èìååò âèä

M =

 w(+1/2, U1) w(+1/2, U2)

1− w(+1/2, U1) 1− w(+1/2, U2)

 , (299)
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ãäå ìàòðèöà U1 îïðåäåëÿåòñÿ óãëàìè Ýéëåðà φ1, θ1, è ψ1, à ìàòðèöà U2 çàäàåòñÿ óãëà-

ìè Ýéëåðà φ2, θ2, è ψ2. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ïîñòðîåííîé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû

ðàâíû òîìîãðàôè÷åñêèì âåðîÿòíîñòÿì è, ïîýòîìó äàííàÿ ìàòðèöà îáëàäàåò âñåìè

ñâîéñòâàìè ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû (263), îáñóæäåííûìè â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðà-

ôàõ.

4.9 Äâà êóáèòà: ñåïàðàáåëüíûå è ïåðåïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ

Ðàññìîòðèì åäèíè÷íûé âåêòîð −→n = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ), êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ

íîðìàëüþ ê ïîâåðõíîñòè ñôåðû. Òîìîãðàììó w(m,U) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

ôóíêöèþ íà ñôåðå w(m,U) ≡ w(m,−→n ). Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà M ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì âèäå

M =

 w(+1/2,−→n1) w(+1/2,−→n2)

1− w(+1/2,−→n1) 1− w(+1/2,−→n2)

 . (300)

Òåïåðü ðàññìîòðèì äâà êóáèòà, òî åñòü, ðàññìîòðèì ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρ ðàçìåðíî-

ñòè 4×4. Òîìîãðàììà ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóáèòîâ èìååò âèä

w(m1,m2,−→n ,
−→
N ) = (U †ρU)m1m2,m1m2 , (301)

ãäå U - 4×4 óíèòàðíàÿ ìàòðèöà, ÿâëÿþùàÿñÿ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ 2×2

óíèòàðíûõ ìàòðèö

U = U1 ⊗ U2, (302)

ãäå U1 è U2 çàäàíû ôîðìóëàìè (229) ñ óãëàìè Ýéëåðà φ1, θ1, ψ1 è φ2, θ2, ψ2, ñîîò-

âåòñòâåííî. Âåêòîð −→n çàäàí óãëàìè Ýéëåðà φ1, θ1, à âåêòîð
−→
N çàäàí óãëàìè Ýéëåðà

φ2, θ2.

Òîìîãðàììà ïðîñòî ñåïàðàáåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ôàêòîðèçóåòñÿ. Ïîñòðîèì äëÿ òà-

êîãî ñîñòîÿíèÿ 4×4 ñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

Âîçüìåì ÷åòûðå âåêòîðà −→a , −→b , −→c è
−→
d . Çàòåì âûáåðåì äâà âåêòîðà −→n ðàâíûìè

−→a è
−→
b , à äâà âåêòîðà

−→
N ðàâíûìè −→c è

−→
d . Ïîëó÷àåì äâå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè äëÿ ïåðâîãî êóáèòà, à èìåííî, w1(m1,−→a ) è w1(m1,
−→
b ), è äâå ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ âòîðîãî êóáèòà w2(m2,−→c ) è w2(m2,
−→
d ). Ïîëó÷àåì,
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÷òî 4×4 ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ñîäåðæèò 4 ñòîëáöà

(M4)k1 =



w1(+1/2,−→a )w2(+1/2,
−→
b )

w1(+1/2,−→a )w2(−1/2,
−→
b )

w1(−1/2,−→a )w2(+1/2,
−→
b )

w1(−1/2,−→a )w2(−1/2,
−→
b )


, k = 1, 2, 3, 4, (303)

(M4)k2 =



w1(+1/2,−→a )w2(+1/2,−→c )

w1(+1/2,−→a )w2(−1/2,−→c )

w1(−1/2,−→a )w2(+1/2,−→c )

w1(−1/2,−→a )w2(−1/2,−→c )


, k = 1, 2, 3, 4, (304)

(M4)k3 =



w1(+1/2,
−→
d )w2(+1/2,

−→
b )

w1(+1/2,
−→
d )w2(−1/2,

−→
b )

w1(−1/2,
−→
d )w2(+1/2,

−→
b )

w1(−1/2,
−→
d )w2(−1/2,

−→
b )


, k = 1, 2, 3, 4, (305)

(M4)k4 =



w1(+1/2,
−→
d )w2(+1/2,−→c )

w1(+1/2,
−→
d )w2(−1/2,−→c )

w1(−1/2,
−→
d )w2(+1/2,−→c )

w1(−1/2,
−→
d )w2(−1/2,−→c )


, k = 1, 2, 3, 4. (306)

Äàííàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ 2×2

ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö, òî åñòü,

M4 =

 w1(+1/2,−→a ) w1(+1/2,
−→
d )

w1(−1/2,−→a ) w1(−1/2,
−→
d )

⊗
 w2(+1/2,

−→
b ) w2(+1/2,−→c )

w2(−1/2,
−→
b ) w2(−1/2,−→c )

 .(307)
Íàçîâåì äàííóþ ìàòðèöó "ïðîñòî ñåïàðàáåëüíîé� ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé. Ìîæíî

ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöà (307) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Áåëëà�Êëàóçåðà�Õîðíà�

Øèìîíè�Õîëòà [79]

|(M4)11 − (M4)21 − (M4)31 + (M4)41 + (M4)12 − (M4)22 − (M4)32 + (M4)42

+(M4)13 − (M4)23 − (M4)33 + (M4)43 − (M4)14 + (M4)24 + (M4)34 − (M4)44| ≤ 2.

(308)
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Äàííîå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â ìàòðè÷íîì âèäå, à èìåííî, |Tr (M4I)| ≤ 2,

ãäå

I =



1 −1 −1 1

1 −1 −1 1

1 −1 −1 1

−1 1 1 −1


. (309)

Íåðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà I çàìåíåíà íà ñëåäóþùóþ

ìàòðèöó Ĩ = IC, ãäå C = C1 ⊗ C2, à äâå 2×2 ìàòðèöû C1 è C2 - ïðîèçâîëüíûå

ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû. Ïåðåéäÿ ê âåêòîðíîé ôîðìå äëÿ ìàòðèöM4 →
−→
M4, I →

−→
I ,

ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî∣∣∣(−→I −→M4

)∣∣∣ ≤ 2. (310)

Ïîñòðîèâ âûïóêëóþ ñóììó èç ìàòðèö òèïà M4

M =
∑
k

PkM
(k)
4 , Pk ≥ 0,

∑
k

Pk = 1, (311)

è ó÷òÿ ñâîéñòâà âûïóêëûõ ñóìì (284), ïîëó÷àåì, ÷òî∣∣∣−→I −→M ∣∣∣ ≤ 2, (312)

òî åñòü,

|Tr(MI)| ≤ 2. (313)

4.10 Ñåïàðàáåëüíûå è ïåðåïóòàííûå ñîñòîÿíèÿ

Ïî îïðåäåëåíèþ êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå äâóõ êóáèòîâ ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì (íåïåðå-

ïóòàííûì), åñëè òîìîãðàììà äàííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå âûïóêëîé ñóììû

ïðîèçâîëüíûõ ïðîñòî ñåïàðàáåëüíûõ òîìîãðàìì. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñòîõàñòè÷å-

ñêàÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêîé òîìîãðàììå, òàêæå ïðåäñòàâèìà â âèäå âû-

ïóêëîé ñóììû ìàòðèö, çàäàâàåìûõ ôîðìóëîé (307), òî åñòü, èìååò âèä

M4 =
∑
k

Pk

 w(k)(+1/2,−→a ) w(k)(+1/2,
−→
d )

w(k)(−1/2,−→a ) w(k)(−1/2,−→d )



⊗

 w(k)(+1/2,
−→
b ) w(k)(+1/2,−→c )

w(k)(−1/2,−→b ) w(k)(−1/2,−→c )

 . (314)
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Íàçîâåì ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû òàêîãî òèïà ñåïàðàáåëüíûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè ìàò-

ðèöàìè. Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö M
(1)
4 è M

(2)
4 , ñîîòâåòñòâóþùèõ òîìîãðàì-

ìàì ñåïàðàáåëüíûõ ñîñòîÿíèé äâóõ êóáèòîâ, ïðåäñòàâèìî â âèäå âûïóêëîé ñóììîé

ïðîèçâîëüíûõ ïðîñòî ñåïàðàáåëüíûõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö.

Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå

Ïóñòü F1 - ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñåïàðàáåëüíûì êâàíòîâûì ñî-

ñòîÿíèÿì äâóõ êóáèòîâ, òî åñòü, îíà ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ôîðìå (314), ÷òî îçíà-

÷àåò, ÷òî

F1 =
∑
k

Pkw
(k)
(1) . (315)

Çäåñü

w
(k)
(1) =

 w(k)(+1/2,−→a1) w(k)(+1/2,
−→
d1)

w(k)(−1/2,−→a1) w(k)(−1/2,−→d1)



⊗

 w(k)(+1/2,
−→
b1 ) w(k)(+1/2,−→c1 )

w(k)(−1/2,−→b1 ) w(k)(−1/2,−→c1 )

 . (316)

Ðàññìîòðèì äðóãóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó F2 ñëåäóþùåãî âèäà

F2 =
∑
s

ρsw
(s)
(2), (317)

ãäå ρs ≥ 0 è
∑
s ρs = 1. Èñïîëüçîâàíèå ñèñòåìû îáîçíà÷åíèé (317) îçíà÷àåò, ÷òî ìû

ñäåëàëè ñëåäóþùèå ïåðåîáîçíà÷åíèÿ â ôîðìóëå (316)

k → s, −→a1 → −→a2 ,
−→
d1 →

−→
d2 ,

−→
b1 →

−→
b2 , −→c1 → −→c2 .

Òåïåðü âû÷èñëèì ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö

F = F1F2 =
∑
ks

(Pkρs)w
(k)
(1)w

(s)
(2). (318)

Ïîñêîëüêó

(a⊗ b)(c⊗ d) = (ac)⊗ (bd), (319)

ïîëó÷àåì

F =
∑
j

Qjw
j, (320)
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ãäå j - êîëëåêòèâíûé èíäåêñ j = (ks), ìàòðèöà w(j) - 4×4 ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà

ïðîñòî ñåïàðàáåëüíîé ôîðìû, òî åñòü, ìàòðèöà F óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó Áåëëà�

Êëàóçåðà�Õîðíà�Øèìîíè�Õîëòà [79]

|Tr (FI)| ≤ 2. (321)

4.11 Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñåïàðàáåëüíîñòè

Îáñóæäåííîå âûøå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå

ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóáèòîâ. Ðàññìîòðèì ñïèíîâóþ òîìîãðàììó ñåïà-

ðàáåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóáèòîâ w(m1m2
−→n1
−→n2), è ñâÿæåì ñ íåé ìàòðèöû

M
(−→a −→b −→c −→d ) =

w
(
+1

2
−→a + 1

2

−→
b
)

w
(
+1

2
−→a + 1

2
−→c
)

w
(
+1

2

−→
d + 1

2

−→
b
)

w
(
+1

2

−→
d + 1

2
−→c
)

w
(
+1

2
−→a − 1

2

−→
b
)

w
(
+1

2
−→a − 1

2
−→c
)

w
(
+1

2

−→
d − 1

2

−→
b
)

w
(
+1

2

−→
d − 1

2
−→c
)

w
(
−1

2
−→a + 1

2

−→
b
)

w
(
−1

2
−→a + 1

2
−→c
)

w
(
−1

2

−→
d + 1

2

−→
b
)

w
(
−1

2

−→
d + 1

2
−→c
)

w
(
−1

2
−→a − 1

2

−→
b
)

w
(
−1

2
−→a − 1

2
−→c
)

w
(
−1

2

−→
d − 1

2

−→
b
)

w
(
−1

2

−→
d − 1

2
−→c
)


,

(322)

Äàííûé íàáîð ìàòðèö îáðàçóåò ïîëóãðóïïó ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

(313). Äàííîå ñâîéñòâî ìàòðèö ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê êðèòåðèé ñåïàðàáåëüíîñòè.

Íàïðèìåð, ðàññìîòðèì äâå ìàòðèöû M1

(−→a1−→b1−→c1−→d1) è M2

(−→a2−→b2−→c2−→d2). Î÷åâèäíî,
÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö

F =M1M2

(−→a1−→b1−→c1−→d1−→a2−→b2−→c2−→d2)
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (313) â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ íàïðàâëåíèé

(−→ak−→bk−→ck−→dk) ñ
k = 1, 2, ÷òî ãàðàíòèðóåòñÿ óêàçàííîé ëåììîé.

Äàííîå ñâîéñòâî ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ëþáîå ÷èñëî íàïðàâëåíèé k = 1, 2, . . .

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìàòðèö ïëîòíîñòè ñåïàðàáåëüíûõ

êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé íå ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ.

4.12 Ïðèìåð ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé

Ðàññìîòðèì îïÿòü ïðèìåð (237) ÷èñòîãî çàïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóáèòîâ. Ïî-

ñòðîèì òîìîãðàììó ýòîãî ñîñòîÿíèÿ, èñïîëüçóÿ ìàòðèöû (301) è (302), ïîëó÷àåì,

73



÷òî îíà èìååò âèä

w
(
+
1

2
,+

1

2
,−→n1,−→n2

)
=

1

2

(
cos2

Θ1

2
cos2

Θ2

2
+ sin2 Θ1

2
sin2 Θ2

2

)
+

1

4
sinΘ1 sinΘ2 cos (φ1 + φ2),

w
(
+
1

2
,−1

2
,−→n1,−→n2

)
=

1

2

(
cos2

Θ1

2
sin2 Θ2

2
+ sin2 Θ1

2
cos2

Θ2

2

)
− 1

4
sinΘ1 sinΘ2 cos (φ1 + φ2),

(323)

w
(
−1

2
,+

1

2
,−→n1,−→n2

)
=

1

2

(
cos2

Θ1

2
sin2 Θ2

2
+ sin2 Θ1

2
cos2

Θ2

2

)
− 1

4
sinΘ1 sinΘ2 cos (φ1 + φ2),

w
(
−1

2
,−1

2
,−→n1,−→n2

)
=

1

2

(
cos2

Θ1

2
cos2

Θ2

2
+ sin2 Θ1

2
sin2 Θ2

2

)
+

1

4
sinΘ1 sinΘ2 cos (φ1 + φ2).

ÌàòðèöàM
(−→a ,−→b ,−→c ,−→d ), ñâÿçàííàÿ ñ òîìîãðàììîé (323), ñîñòîèò èç 16 ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ:

M11 =
1

2

(
cos2

Θa

2
cos2

Θb

2
+ sin2 Θa

2
sin2 Θb

2

)
+

1

4
sinΘa sinΘb cos (φa + φb),

M21 =
1

2

(
cos2

Θa

2
sin2 Θb

2
+ sin2 Θa

2
cos2

Θb

2

)
− 1

4
sinΘa sinΘb cos (φa + φb),

M31 =
1

2

(
cos2

Θa

2
sin2 Θb

2
+ sin2 Θa

2
cos2

Θb

2

)
− 1

4
sinΘa sinΘb cos (φa + φb),

M41 =
1

2

(
cos2

Θa

2
cos2

Θb

2
+ sin2 Θa

2
sin2 Θb

2

)
+

1

4
sinΘa sinΘb cos (φa + φb),

M12 =
1

2

(
cos2

Θa

2
cos2

Θc

2
+ sin2 Θa

2
sin2 Θc

2

)
+

1

4
sinΘa sinΘc cos (φa + φc),

M22 =
1

2

(
cos2

Θa

2
sin2 Θc

2
+ sin2 Θa

2
cos2

Θc

2

)
− 1

4
sinΘa sinΘc cos (φa + φc),

M32 =
1

2

(
cos2

Θa

2
sin2 Θc

2
+ sin2 Θa

2
cos2

Θc

2

)
− 1

4
sinΘa sinΘc cos (φa + φc),

M42 =
1

2

(
cos2

Θa

2
cos2

Θc

2
+ sin2 Θa

2
sin2 Θc

2

)
+

1

4
sinΘa sinΘc cos (φa + φc),

(324)

M13 =
1

2

(
cos2

Θd

2
cos2

Θb

2
+ sin2 Θd

2
sin2 Θb

2

)
+

1

4
sinΘd sinΘb cos (φd + φb),

M23 =
1

2

(
cos2

Θd

2
sin2 Θb

2
+ sin2 Θd

2
cos2

Θb

2

)
− 1

4
sinΘd sinΘb cos (φd + φb),

M33 =
1

2

(
cos2

Θd

2
sin2 Θb

2
+ sin2 Θd

2
cos2

Θb

2

)
− 1

4
sinΘd sinΘb cos (φd + φb),

M43 =
1

2

(
cos2

Θd

2
cos2

Θb

2
+ sin2 Θd

2
sin2 Θb

2

)
+

1

4
sinΘd sinΘb cos (φd + φb),

M14 =
1

2

(
cos2

Θd

2
cos2

Θc

2
+ sin2 Θd

2
sin2 Θc

2

)
+

1

4
sinΘd sinΘc cos (φd + φc),

M24 =
1

2

(
cos2

Θd

2
sin2 Θc

2
+ sin2 Θd

2
cos2

Θc

2

)
− 1

4
sinΘd sinΘc cos (φd + φc),

M34 =
1

2

(
cos2

Θd

2
sin2 Θc

2
+ sin2 Θd

2
cos2

Θc

2

)
− 1

4
sinΘd sinΘc cos (φd + φc),

M44 =
1

2

(
cos2

Θd

2
cos2

Θc

2
+ sin2 Θd

2
sin2 Θc

2

)
+

1

4
sinΘd sinΘc cos (φd + φc).
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Ìàòðèöà M (324) íàðóøàåò óñëîâèå (313), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâîì Áåëëà, è

÷èñëî B ïðèíèìàåò ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå çíà-

÷åíèå 2
√
2, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé Öèðåëüñîíà [80]. Íàðóøåíèå ñîîòíîøåíèÿ

(313) ïðîèñõîäèò èç-çà ïåðåïóòàííîñòè ñîñòîÿíèÿ (237). Íàðóøåíèå íåðàâåíñòâà Áåë-

ëà ÿâëÿåòñÿ ñèãíàëîì î òîì, ÷òî ñîñòîÿíèå ÿâëÿåòñÿ ïåðåïóòàííûì. ÏðîèçâåäåíèåM

äâóõ ìàòðèö (324), îòâå÷àþùåå óãëàì Θa, Θb, Θc, Θd, φa, φb, φc è φd äëÿ ïåðâîé ìàò-

ðèöûM1 è óãëàì Θa
′ , Θb

′ , Θc
′ , Θd

′ , φa′ , φb′ , φc′ è φd′ äëÿ âòîðîé ìàòðèöûM2, òî åñòü,

M = M1M2 â ñëó÷àå ñåïàðàáåëüíûõ ñîñòîÿíèé äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâàì

Áåëëà (313). Ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò ïîëóãðóïïó, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëóãðóïïîé

âñåõ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö, ïîñòðîåííûõ ïðè ïîìîùè òîìîãðàìì âñåõ êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèé.

4.13 Ñâåäåíèå èññëåäîâàíèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòîÿíèÿ êóáèòà�

êóòðèòà ê èññëåäîâàíèþ óñëîâèé íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà

Áåëëà äëÿ äâóõ êóáèòîâ

Â äàííîì ïàðàãðàôå, îáñóäèì íîâûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòîÿ-

íèÿ êóáèòà-êóòðèòà â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Èäåÿ ïî-

ñòðîåíèÿ íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè îñíîâàíà íà íàõîæäåíèè ïîðòðåòîâ

ñîñòîÿíèé êóáèòà è êóòðèòà, êîòîðûå îáñóæäàëèñü â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ. Ââå-

äåì âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñ òðåìÿ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè

−→
W =


W1

W2

W3

 , (325)

ãäå W1 + W2 + W3 = 1. Íîâûé âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè −→ρ ìîæåò áûòü

ïîñòðîåí ñëåäóþùèì îáðàçîì:

−→ρ =

 ρ1

ρ2

 =

 W1

W2 +W3

 . (326)
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäîå òðåõìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå ðåäóöèðóåòñÿ ê äâóìåðíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü âñå âåêòîðà

−→
ρ

′
=

 ρ
′
1

ρ
′
2

 =

 W1 +W2

W3

 (327)

è

−→
ρ

′′
=

 ρ
′′
1

ρ
′′
2

 =

 W1 +W3

W2

 (328)

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ñåïàðàáåëüíîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû êóáèò-êóòðèò ñ îïåðà-

òîðîì ïëîòíîñòè

ρ̂(1, 2) = ρ̂(1)⊗ ρ̂(2).

Òîìîãðàììà ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñëåäó-

þùåãî âèäà

w(m1,−→n1,m2,−→n2) = w1(m1,−→n1)W (m2,−→n2), (329)

ãäå ïðîåêöèÿ ïåðâîãî ñïèíàm1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ −1/2 è +1/2, à ïðîåêöèÿ âòîðîãî

ñïèíà m2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ −1, 0 è 1.

Çàïèñàííàÿ â ôîðìå øåñòèìåðíîãî âåêòîðà, òîìîãðàììà (329) ïðèíèìàåò âèä

−→w (−→n1,−→n2) = −−→w1/2(
−→n1)⊗

−→
W1(−→n2), (330)

ãäå

−→w 1
2
=

 w1(−→n1)

w2(−→n1)

 è
−→
W1(−→n2) =


W1(−→n2)

W2(−→n2)

W3(−→n2)

 . (331)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

−→w (−→n1,−→n2) =



w1(−→n1)W1(−→n2)

w1(−→n1)W2(−→n2)

w1(−→n1)W3(−→n2)

w2(−→n1)W1(−→n2)

w2(−→n1)W2(−→n2)

w2(−→n1)W3(−→n2)


. (332)
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Ïðèìåíèì îïèñàííûé ñïîñîá äëÿ ñâåäåíèÿ òðåõìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ê äâóìåðíîìó

ðàñïðåäåëåíèþ. Èñïîëüçóÿ (331), ïîëó÷àåì âåêòîð

−→ρ1(−→n2) =

 W1(−→n2)

W2(−→n2) +W3(−→n2)

 . (333)

Äàííàÿ ðåäóêöèÿ ñâîäèò øåñòè-âåêòîð (332) ê ÷åòûðåõ-âåêòîðó

−→ρ (−→n1,−→n2) =



w1(−→n1)W1(−→n2)

w1(−→n1)(W2(−→n2) +W3(−→n2))

w2(−→n1)W1(−→n2)

w2(−→n1)(W2(−→n2) +W3(−→n2))


. (334)

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñåïàðàáåëüíîé òîìîãðàììû, ðåäóöèðî-

âàííûé âåêòîð ðàñïðåäåëåíèÿ −→ρ (−→n1,−→n2) ÿâëÿåòñÿ ñåïàðàáåëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì.

Èç äàííîãî ñâîéñòâà ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëîãè÷íîå ñâîéñòâî äëÿ âûïóêëîé ñóììû

ïðîèçâîëüíûõ ñåïàðàáåëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé.

Îáñóäèì ñâîéñòâà ñïèíîâûõ òîìîãðàìì, çàäàþùèõ ñåïàðàáåëüíûå ñîñòîÿíèÿ ñè-

ñòåìû êóáèò-êóòðèò (êóòðèò - ýòî ñèíîíèì ÷àñòèöû ñ s = 1). Ïóñòü ñïèíîâàÿ òîìî-

ãðàììà çàäàíà ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ w(m1,−→n1,m2,−→n2), êîòîðàÿ ìîæåò îïèñûâàòü

êàê ñåïàðàáåëüíîå òàê è ïåðåïóòàííîå ñîñòîÿíèå. Çàäàäèì òîìîãðàììó ïðè ïîìîùè

ñëåäóþùåãî âåêòîðà

−→w (−→n1,−→n2) =



w (+1/2,−→n1,+1,−→n2)

w (+1/2,−→n1, 0,−→n2)

w (+1/2,−→n1,−1,−→n2)

w (−1/2,−→n1,+1,−→n2)

w (−1/2,−→n1, 0,−→n2)

w (−1/2,−→n1,−1,−→n2)


. (335)

Çàòåì ââåäåì ÷åòûðåõ�âåêòîð

−→ρ (−→n1,−→n2) =



w (+1/2,−→n1,+1,−→n2)

w (+1/2,−→n1, 0,−→n2) + w (+1/2,−→n1,−1,−→n2)

w (−1/2,−→n1,+1,−→n2)

w (−1/2,−→n1, 0,−→n2) + w(−1/2,−→n1,−1,−→n2)


. (336)
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Òåïåðü ïðèìåíèì êðèòåðèé ñåïàðàáåëüíîñòè, îáñóæäåííûé è èñïîëüçîâàííûé äëÿ

èññëåäîâàíèÿ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû äâóõ êóáèòîâ â ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ. Äëÿ ýòî-

ãî ïîñòðîèì 4×4 ñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó, â ñòîëáöàõ êîòîðîé ñòîÿò êîìïîíåíòû

âåêòîðîâ (336) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåêòîðàìè −→n1 è −→n2

P
(−→a ,−→b ,−→c ,−→d ) =∥ −→ρ (−→a ,−→b )−→ρ (−→a ,−→c )−→ρ

(−→
d ,
−→
b
)−→ρ (−→d ,−→c ) ∥ . (337)

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî åñëè ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû (337) íàðóøàþò íåðàâåí-

ñòâà Áåëëà, òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû êóáèò-êóòðèò ÿâëÿåòñÿ ïåðåïóòàííûì. Âûïîëíåíèå

íåðàâåíñòâ Áåëëà (321) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòîÿíèé

ñèñòåìû êóáèò-êóòðèò.

4.14 Êóáèò�êóòðèò è äâà êóòðèòà

Â äàííîì ïàðàãðàôå ðàññìîòðèì äâà êîíêðåòíûõ ïðèìåðà ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé.

Ïóñòü ìàòðèöà ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ êóáèòà�êóòðèòà â ñòàíäàðòíîì áàçèñå |1/2,m1⟩|1,m2⟩

èìååò âèä

ρ =
1

2



1 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 1


. (338)

Äâå óíèòàðíûå ìàòðèöû, ïðåîáðàçóþùèå êóáèòû, ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

U11 = eiφ1/2 cos
θ1
2
, U12 = ieiφ1/2 sin

θ1
2
,

U21 = ie−iφ1/2 sin
θ1
2
, U22 = e−iφ1/2 cos

θ1
2
, (339)

è êóòðèòû, ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè

V11 = eiφ2 cos2
θ2
2
, V12 = ieiφ2

sinΘ2√
2
, V13 = −eiφ2 sin2 θ2

2
,

V21 = i
sinΘ2√

2
, V22 = cosΘ2, V23 = i

sinΘ2√
2
, (340)

V31 = −e−iφ2 sin2 θ2
2
, V32 = ie−iφ2

sinΘ2√
2
, V33 = e−iφ2 cos2

θ2
2
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ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ïîñòðîåíèè 6×6 ìàòðèöû U⊗V è U †⊗V †. Äèàãîíàëü-

íûå ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû

[
(U † ⊗ V †)ρ(U ⊗ V )

]
m1m2,m1m2

= w(m1,−→n1,m2,−→n2) (341)

çàäàþò ñïèíîâóþ òîìîãðàììó ñîñòîÿíèÿ (338). Ïîëó÷àåì

w
(
+
1

2
,−→n1,+1,−→n2

)
=

1

2
|U11V11 + U21V31|2 , w

(
+
1

2
,−→n1, 0,−→n2

)
=

1

2
|U11V12 + U21V32|2 ,

w
(
+
1

2
,−→n1,−1,−→n2

)
=

1

2
|U11V13 + U21V33|2 , w

(
−1

2
,−→n1,+1,−→n2

)
=

1

2
|U12V11 + U22V31|2 ,

w
(
−1

2
,−→n1, 0,−→n2

)
=

1

2
|U12V12 + U22V32|2 , w

(
−1

2
,−→n1,−1,−→n2

)
=

1

2
|U12V13 + U22V33|2 .

(342)

Ñäåëàâ ðåäóêöèþ äàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåì âåêòîð (336), à çàòåì ïîëó÷àåì

4×4 ìàòðèöó (337). Âû÷èñëÿÿ ìîäóëü ñëåäà îò ïðîèçâåäåíèÿ ýòîé ìàòðèöû è ìàòðè-

öû I, çàäàííîé ôîðìóëîé (309), ïîëó÷àåì âûðàæåíèå, êîòîðîå çàïèøåì â ñëåäóþùåì

âèäå:

B =
∣∣∣sinΘa

(
sin2Θb sinΦab + sin2Θc sinΦac

)
+ sinΘd

(
sin2Θb sinΦdb − sin2 Θc sinΦdc

)∣∣∣ ,
(343)

ãäå

Φab = φa + 2φb, Φac = φa + 2φc, Φdb = φd + 2φb, Φdc = φd + 2φc.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ íèæåïðèâåäåííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ

Θa =
π

2
, Θb =

π

2
, Θc =

π

2
, Θd =

π

2
, Φab =

π

2
, Φdc = −

π

4
, Φac =

π

4
, Φdb = 0,

(344)

çíà÷åíèå B (343) îêàçûâàåòñÿ áîëüøå 2, à èìåííî,

B = 1 +
√
2, (345)

÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ñîñòîÿíèå êóáèòà�êóòðèòà ÿâëÿåòñÿ ïåðåïóòàííûì. Ïîëó÷åííûé

ðåçóëüòàò ìîæíî áûëî ïðåäñêàçàòü, òàê êàê èçâåñòíî, ÷òî ìàòðèöà ïëîòíîñòè (338)

çàäàåò ÷èñòîå ïåðåïóòàííîå ñîñòîÿíèå

|Ψ⟩ = 1√
2

(
|+ 1/2⟩|+ 1⟩+ | − 1/2⟩| − 1⟩

)
.
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Ìàòðèöà ïëîòíîñòè, çàäàþùàÿ ïåðåïóòàííîå ñîñòîÿíèå äâóõ êóòðèòîâ, ðàçìåðíîñòè

9×9, ñîäåðæèò 72 íóëåâûõ ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòà è 9 ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ

ñëåäóþùèé âèä

ρ11 = ρ15 = ρ19 = ρ51 = ρ55 = ρ59 = ρ91 = ρ95 = ρ99 = 1/3. (346)

Ñïèíîâàÿ òîìîãðàììà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà âûøåîïèñàííûì ñïîñîáîì ïðè ïîìî-

ùè äâóõ 3×3 ìàòðèö U è V , çàäàííûõ ñîîòíîøåíèÿìè (340). Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû

ìàòðèöû U çàâèñÿò îò óãëîâ φ1 è Θ1. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì âåêòîð −→w (−→n1,−→n2) ñ 9

êîìïîíåíòàìè:

w(+1,−→n1,+1,−→n2) =
1

3

∣∣∣∣∣∣
3∑
j=1

Uj1Vj1

∣∣∣∣∣∣
2

, w(+1,−→n1, 0,−→n2) =
1

3

∣∣∣∣∣∣
3∑
j=1

Uj1Vj2

∣∣∣∣∣∣
2

;

w(+1,−→n1,−1,−→n2) =
1

3

∣∣∣∣∣∣
3∑
j=1

Uj1Vj3

∣∣∣∣∣∣
2

, w(0,−→n1,+1,−→n2) =
1

3

∣∣∣∣∣∣
3∑
j=1

Uj2Vj1

∣∣∣∣∣∣
2

,

w(0,−→n1, 0,−→n2) =
1

3

∣∣∣∣∣∣
3∑
j=1

Uj2Vj2

∣∣∣∣∣∣
2

, (347)

w(0,−→n1,−1,−→n2) =
1

3

∣∣∣∣∣∣
3∑
j=1

Uj2Vj3

∣∣∣∣∣∣
2

, w(−1,−→n1,+1,−→n2) =
1

3

∣∣∣∣∣∣
3∑
j=1

Uj3Vj1

∣∣∣∣∣∣
2

,

w(−1,−→n1, 0,−→n2) =
1

3

∣∣∣∣∣∣
3∑
j=1

Uj3Vj2

∣∣∣∣∣∣
2

, w(−1,−→n1,−1,−→n2) =
1

3

∣∣∣∣∣∣
3∑
j=1

Uj3Vj3

∣∣∣∣∣∣
2

.

Ïîñòðîèì êóáèòíûé ïîðòðåò äëÿ äàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Îäèí èç ÷åòûðåõ�âåêòîðîâ
−→
P (−→n1,−→n2) ýòîãî ïîðòðåòà èìååò êîìïîíåíòû

P1(−→n1,−→n2) = w(+1,−→n1,+1,−→n2),

P2(−→n1,−→n2) = w(+1,−→n1, 0,−→n2) + w(+1,−→n1,−1,−→n2)

(348)

P3(−→n1,−→n2) = w(0,−→n1,+1,−→n2) + w(−1,−→n1,+1,−→n2)

P4(−→n1,−→n2) = w(0,−→n1, 0,−→n2) + w(0,−→n1,−1,−→n2) + w(−1,−→n1, 0,−→n2) + w(−1,−→n1,−1,−→n2).

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (347), (348) è âûáèðàÿ ïàðû

−→n1 = −→a , −→n2 =
−→
b , −→n1 = −→a , −→n2 = −→c

è

−→n1 =
−→
d , −→n2 =

−→
b , −→n1 =

−→
d , −→n2 = −→c ,
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ïîëó÷àåì 4×4 ìàòðèöó (337). Âû÷èñëÿÿ ìîäóëü ñëåäà îò ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèöû (309)

ñ ìàòðèöåé (337), íàõîäèì, ÷òî âûðàæåíèå äëÿ B èìååò âèä

B =
1

2

∣∣∣[(cosΘb + 1)2 − 2
]
(cosΘa + cosΘd) +

[
(cosΘc + 1)2 − 2

]
(cosΘa − cosΘd)

− sin2Θb(sinΦab sinΘa + sinΦdb sinΘd)− sin2 Θc(sinΦac sinΘa + sinΦdc sinΘd)
∣∣∣ .

(349)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ óãëîâ

φa = 2π, φb = −
π

8
, φc =

π

8
, φd = 0, Θa = 0, Θb =

π

2
, Θc =

π

2
, Θd =

π

2
,

(350)

çíà÷åíèå B ðàâíî (1 +
√
2) > 2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðåïóòàííîìó ñîñòîÿíèþ äâóõ

êóòðèòîâ.

4.15 Ðåäóêöèîííûé êðèòåðèé ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòîÿíèé äâóõ

êóäèòîâ

Èñïîëüçóÿ âûøåïðèâåäåííûå ðåçóëüòàòû, ñôîðìóëèðóåì êðèòåðèé ñåïàðàáåëüíîñòè

â îáùåì ñëó÷àå êâàíòîâîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé, îñíîâàííûé íà ñâîé-

ñòâàõ òîìîãðàìì ñåïàðàáåëüíûõ ñîñòîÿíèé äâóõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû.

Äëÿ ïðîñòîòû, ðàññìîòðèì ñåïàðàáåëüíîå ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóäèòîâ, çàäàííîå òî-

ìîãðàììîé (234). Ñâÿæåì ñ ýòîé òîìîãðàììîé ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè, èìåþùóþ ÷åòûðå íåîòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿ

w̃(M1 = j1,M2 = j2,−→n1,−→n2) = w(j1, j2,−→n1,−→n2),

w̃(M1 = j1,M2 = j2 − 1,−→n1,−→n2) =
j2−1∑

m2=−j2
w(j1,m2,−→n1,−→n2),

(351)

w̃(M1 = j1 − 1,M2 = j2,−→n1,−→n2) =
j1−1∑

m1=−j1
w(m1, j2,−→n1,−→n2),

w̃(M1 = j1 − 1,M2 = j2 − 1,−→n1,−→n2) =
j1−1∑

m1=−j1

j2−1∑
m2=−j2

w(m1,m2,−→n1,−→n2),

ãäåM1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ j1 è j1−1, àM2 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ j2 è j2−1. Ìû ìîæåì

èíòåðïðåòèðîâàòü ïîëó÷åííîå ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå êàê òîìîãðàììó äâóõ êóáè-

òîâ. Ïîýòîìó, ìû ìîæåì ñêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñòâî Áåëëà âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ôóíêöèé
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ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, åñëè íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå äâóõ êóäèòîâ ÿâëÿåòñÿ ñåïà-

ðàáåëüíûì. Ìû èñïîëüçóåì ðåöåïò ïîëó÷åíèÿ ðåäóöèðîâàííîé ñîâìåñòíîé ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé â íà÷àëüíîé ôóíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñ áîëüøèì ÷èñëîì âîçìîæíûõ ñîáûòèé (èçìåðåíèé). Ñå-

ïàðàáåëüíîñòü íà÷àëüíûõ ñîñòîÿíèé ñîõðàíÿåòñÿ ïðè òàêîì ñóììèðîâàíèè, â òîì

ñìûñëå, ÷òî åñëè íà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ïðåäñòàâèìà â âè-

äå âûïóêëîé ñóììû ïðîèçâåäåíèé äâóõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, òî è

ðåäóöèðîâàííîå ðàñïðåäåëåíèå òàêæå áóäåò ïðåäñòàâèìî â âèäå âûïóêëîé ñóììû

ïðîèçâåäåíèé äâóõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Äàííûé ðåçóëüòàò ìîæíî

ñôîðìóëèðîâàòü êàê ðåäóêöèîííûé êðèòåðèé ñåïàðàáåëüíîñòè.

Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòîÿíèé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ

÷àñòåé, ÿâëÿåòñÿ ñâîéñòâà ñåïàðàáåëüíîñòè ðåäóöèðîâàííîé òîìîãðàììû ñîñòîÿíèé.

Âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ Áåëëà äëÿ ðåäóöèðîâàííîé òîìîãðàììû ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿåò-

ñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñåïàðàáåëüíîñòè èçó÷àåìîãî êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìîæ-

íî äàòü ðåöåïò èññëåäîâàíèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè äàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû èç äâóõ

÷àñòåé. Ïåðâûì øàãîì â äàííîì èññëåäîâàíèè ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå òîìîãðàììû ñî-

ñòîÿíèÿ. Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ðåäóöèðîâàííàÿ òîìîãðàììà ïóòåì ñóììèðîâàíèÿ ïî

âñåì ñîáûòèÿì, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîëó÷èòü òîìîãðàììó äëÿ äâóõ êóáèòîâ. Íà

ñëåäóþùåì øàãå ïðîâåðÿåòñÿ âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà Áåëëà äëÿ ïîëó÷åííîé ðåäó-

öèðîâàííîé òîìîãðàììû. Åñëè íåðàâåíñòâî Áåëëà íàðóøåíî, òî íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå

ÿâëÿåòñÿ çàïóòàííûì.

Ñîñòîÿíèÿ êóäèòà ìîãóò îòîáðàæàòüñÿ íà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè.

Ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê âåêòîðà. Èñïîëü-

çóÿ ýòè âåêòîðà êàê ñòîëáöû ìàòðèö, ìîæíî ñòðîèòü èç íèõ ñòîõàñòè÷åñêèå è áèñòîõà-

ñòè÷åñêèå ìàòðèöû. Êàê ñòîõàñòè÷åñêèå òàê è áèñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû îáðàçóþò

ïîëóãðóïïû. Îáðàòèìîå ïðåîáðàçîâàíèå îò ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ê

áèñòîõàñòè÷åñêèì ìàòðèöàì èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ çâåçäî÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ

ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö ìû ââåëè ïîíÿòèå

êóáèòíîãî ïîðòðåòà. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòî-

ÿíèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé, îñíîâàíî íà ñåïàðàáåëüíîñòè êóáèòíîãî

ïîðòðåòà. Íàðóøåíèå íåðàâåíñòâà Áåëëà äëÿ êóáèòíîãî ïîðòðåòà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû
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èç äâóõ ÷àñòåé îçíà÷àåò, ÷òî ñîñòîÿíèå ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïåðåïóòàííûì. Ìû îáñóäè-

ëè ïðèìåðû ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé êóáèòà-êóòðèòà è äâóõ êóòðèòîâ, îñíîâûâàÿñü

íà ìåòîäå êóáèòíîãî ïîðòðåòà ýòèõ ñîñòîÿíèé.

Èçâåñòíî, ÷òî â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âåðõíÿÿ ãðàíèöà íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà Áåë-

ëà äëÿ äâóõ êóáèòîâ ðàâíà 2
√
2. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, âîçìîæíî ëè ñðå-

äè ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íàéòè ÷åòûðå ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ

÷èñëî B áóäåò áîëüøå ÷åì 2
√
2. Íà ñàìîì äåëå, ñóùåñòâóþò òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ,

íàïðèìåð,

P
(a,b)
I = 1, P

(a,b)
II = P

(a,b)
III = P

(a,b)
IV = 0,

P
(a,c)
I = P

(a,c)
II = P

(a,c)
III = 0, P

(a,c)
IV = 1,

(352)

P
(d,b)
I = P

(d,b)
IV =

1

2
, P

(d,b)
III = P

(d,b)
II = 0,

P
(d,c)
I = P

(d,c)
II = P

(d,c)
IV = 0, P

(d,c)
III = 1.

Äëÿ ýòèõ ÷åòûðåõ ðàñïðåäåëåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî

B = 4 > 2
√
2. (353)

Ñóùåñòâåííûì ñâîéñòâîì ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíè íå ìîãóò áûòü

ïîëó÷åíû èç òîìîãðàììû äâóõêóáèòíûõ ñîñòîÿíèé. Òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ ìîãëè áû

ñîîòâåòñòâîâàòü ñóïåðêîððåëèðîâàííûì ñîñòîÿíèÿì, â êîòîðûõ íàáëþäàþòñÿ áîëåå

ñèëüíûå êîððåëÿöèè ìåæäó ïåðåìåííûìèM1 èM2, ÷åì ÷èñòî êâàíòîâûå êîððåëÿöèè,

íàáëþäàåìûå â ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèÿõ. Èíòåðåñíî áûëî áû ïîïðîáîâàòü ïîëó÷èòü

òàêèå êîððåëÿöèè íà ýêñïåðèìåíòå. Åñëè êîìó-ëèáî óäàëîñü áû íà ýêñïåðèìåíòå ïî-

ëó÷èòü çíà÷åíèå âåðõíåé ãðàíèöû íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâ Áåëëà B > 2
√
2, òî ýòî çíà-

÷åíèå áûëî áû ñâÿçàíî ñ êîððåëÿöèÿìè, êîòîðûå íå ñîîòâåòñòâóþò íè ñåïàðàáåëüíûì

êâàíòîâûì ñîñòîÿíèÿìè, íè ïåðåïóòàííûì. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå êîððåëÿöèè ïðî-

òèâîðå÷àò êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêîìó îïèñàíèþ ñîñòîÿíèé. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî

òàêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ (òîìîãðàìì) êàê ýíòðîïèÿ Øåííîíà

[81] äëÿ ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé îáñóæäàëàñü â ðàáîòàõ [56, 14]. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâà-

íèå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ òîìîãðàôè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè (òîìîãðàììû êóäèòà) â

òîìîãðàììó êóáèòà è âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü êóáèòíûé ïîðòðåò äëÿ íàõîæäåíèÿ
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íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ ñåïàðàáåëüíîñòè ñîñòîÿíèÿ íåñêîëüêèõ êóäèòîâ èññëåäîâàëèñü

â ðàáîòå [34], à ïðåäâàðèòåëüíûå îöåíêè òàêîé âîçìîæíîñòè îáñóæäàëèñü â [78].
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5 ÃËÀÂÀ. ÂÅÊÒÎÐÀ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ, ÕÀÐÀÊÒÅ-

ÐÈÑÒÈÊÈÊÂÀÍÒÎÂÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈßÑÈÑÒÅ-

ÌÛÈÑÎÎÒÍÎØÅÍÈßÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÈ

Â ÒÎÌÎÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ

Â äàííîé ãëàâå ìû îáñóäèì, ñëåäóÿ [35], íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà äëÿ òîìîãðàì, êîòî-

ðûå áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå âåêòîðà âåðîÿòíîñòè. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ,

ñëåäóÿ [45], òîìîãðàììû êóäèòà, ââåäåì ñâÿçàííûé ñ òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ôîòîíà òîìîãðàôè÷åñêèé êóìóëÿíò, è èññëåäóåì ñ åãî ïîìîùüþ íåãàóñ-

ñîâîñòü ñîñòîÿíèÿ. Â ðàáîòàõ [38, 39, 42] â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè êâàí-

òîâîé ìåõàíèêè [9, 10] áûëè îáñóæäåíû ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè Òðèôîíîâà

[82, 83], êîòîðûå ìû íàçûâàåì çàâèñÿùèìè îò ñîñòîÿíèé ñîîòîøåíèÿìè íåîïðåäå-

ëåííîñòè. Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè áûëè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [11] â

âèäå èíòåãðàëüíûõ íåðàâåíñòâ íà îïòè÷åñêèå òîìîãðàììû [84, 51, 85]. Â äàííîì ãëà-

âå ìû ðàññìîòðèì äðóãèå íåðàâåíñòâà, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ âåêòîðà

âåðîÿòíîñòè è ïðèìåíèì ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà ê èññëåäîâàíèþ ñîñòîÿíèé ôîòî-

íîâ è êóäèòîâ, çàäàííûõ òîìîãðàôè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Ìû ðàññìîòðèì ïîëó÷åí-

íûå Òðèôîíîâûì [82, 83] íîâûå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ

âåëè÷èí â ôîðìå íåðàâåíñòâ íà èçìåðÿåìóþ îïòè÷åñêóþ òîìîãðàììó. Êðîìå òîãî,

ïðîñòåéøèå íåðàâåíñòâà, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â òåðìèíàõ âåêòîðà âåðîÿòíîñòè,

ìû èñïîëüçóåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåðàâåíñòâ íà ñïèíîâóþ òîìîãðàôè÷åñêóþ ôóíêöèþ

ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Âåêòîðà âåðîÿòíîñòè ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû â äðó-

ãèå âåêòîðà âåðîÿòíîñòè. Íàèáîëåå èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñåìåñòâî ëèíåéíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå ôóíê-

öèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îïèñûâàåòñÿ ìàòðèöàìè, ïîýòîìó â äàííîé ãëàâå ìû

îáñóäèì ñïåöèôè÷åñêèé íàáîð ìàòðèö, êîòîðûå èìåþò îäèí åäèíè÷íûé ýëåìåíò â

ñòîëáöå, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû â ñòîëáöå ó íèõ ðàâíû íóëþ. Ïðîèçâåäåíèå òàêèõ

ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé òîãî æå òèïà. Ìû ïîêàæåì, ÷òî âñå âåêòîðà âåðîÿòíîñòè,

ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, óäîâëåòâîðÿþò ñïåöèôè÷åñêèì
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íåðàâåíñòâàì íà ýíòðîïèè, ñâÿçàííûå ñ ïðåîáðàçîâàííûìè âåêòîðàìè âåðîÿòíîñòè.

Äðóãîé öåëüþ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ îáñóæäåíèå òîìîãðàôè÷åñêîãî êóìóëÿíòà, ââå-

äåííîãî â ðàáîòå [45], ÿâëÿþùåãîñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ãàóññîâîñòè ôîòîííîãî ñîñòîÿ-

íèÿ.

Êðîìå òîãî, â äàííîé ãëàâå, ñëåäóÿ [35], ìû îáñóäèì ýíòðîïèè Øåííîíà, Ðåíüè è

Òöàëëèñà â êóäèòíûõ ñîñòîÿíèÿõ â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíè-

êè, ðàññìîòðèì ñâÿçàííóþ ñ òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

ñîñòîÿíèÿ ìóëüòèñïèíîâûõ ñèñòåì îòíîñèòåëüíóþ ýíòðîïèþ, îáñóäèì ïðîáëåììó ïå-

ðåïóòàííîñòè â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ.

Êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ ñïèíîâûõ ñèñòåì ìîãóò çàäàâàòüñÿ ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëå-

íèÿ âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ñïèíîâûìè òîìîãðàììàìè [33], [12]. Äëÿ ëþ-

áîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ìîæíî íàéòè òàêèå õàðàêòåðèñòèêè, êàê

ýíòðîïèÿ Øåííîíà [81], ýíòðîïèÿ Ðåíüè [86], èíôîðìàöèÿ Øåííîíà (ñì., íàïðèìåð,

[87]). Íåêîòîðûå àñïåêòû òîìîãðàôè÷åñêîãî ïîäõîäà ê êëàññè÷åñêèì è êâàíòîâûì

÷àñòèöàì áûëè ðàññìîòðåíû â [25]. Ìû äåòàëüíî èçó÷èì ýíòðîïèéíûå íåðàâåíñòâà

äëÿ êâàíòîâûõ òîìîãðàìì ñîñòîÿíèé ñïèíîâûõ ñèñòåì. ×àñòè÷íî ýòè íåðàâåíñòâà îá-

ñóæäàëèñü â [87]. Êðîìå òîãî, ìû îáñóäèì íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà äëÿ íåîòðèöàòåëü-

íûõ ÷èñåë, êîòîðûå ñëåäóþò èç ýíòðîïèéíûõ íåðàâåíñòâ íà òîìîãðàììû ñïèíîâûõ

ñîñòîÿíèé. Îáñóäèì ýíòðîïèéíûå íåðàâåíñòâà, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèåé âåðîÿòíîñòè

ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷èñëó ôîòîíîâ â ãàóññîâñêîì ñîñòîÿíèè [88], è ïîëó÷èì íåêîòîðûå

íîâûå íåðàâåíñòâà äëÿ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà.

5.1 Âåêòîðà âåðîÿòíîñòè

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå ðàñ-

ñìîòðèì êàê âåêòîðà âåðîÿòíîñòè. Ñíà÷àëà â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì êëàññè-

÷åñêèé îáúåêò, êîòîðûé ìîæåò íàõîäèòüñÿ â ÷åòûðåõ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèÿõ a1,a2,a3

è a4 ñ âåðîÿòíîñòÿìè p1,p2,p3 è p4, ñîîòâåòñòâåííî. Íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà pk, k =

1, 2, 3, 4 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
∑4
k=1 pk = 1. Ýòè ÷èñëà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê

êîìïîíåíòû pk ÷åòûðåõêîìïîíåíòíîãî âåêòîðà p⃗, êîòîðûé áóäåì íàçûâàòü âåêòîðîì

âåðîÿòíîñòè. Êðîìå òîãî, ýòè ÷åòûðå ÷èñëà ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê êîîðäèíàòû

òî÷êè íà ïëîñêîñòè, íà êîòîðîé îáëàñòü, çàíÿòàÿ âñåìè âåêòîðàìè âåðîÿòíîñòè íà-
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çûâàåòñÿ ñèìïëåêñîì. Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ âåðîÿòíîñòè

çàäàííûå äâóìÿ ÷åòûðåõìåðíûìè ìàòðèöàìè

M (1) =



1 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0


; M (2) =



1 0 1 0

0 1 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0


. (354)

Ïîëó÷àåì íîâûé ÷åòûðåõîìïîíåíòíûé âåêòîð âåðîÿòíîñòè

℘⃗ (1) =M (1)p⃗ =



p1 + p2

p3 + p4

0

0


; ℘⃗ (2) =M (2)p⃗ =



p1 + p3

p2 + p4

0

0


. (355)

Äëÿ äàííûõ âåêòîðîâ êîìïîíåíòû ℘
(1)
1 ,℘

(1)
2 è ℘

(2)
1 ,℘

(2)
2 ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè

÷èñëàìè, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ℘
(1)
1 +℘

(1)
2 = ℘

(2)
1 +℘

(2)
2 = 1. Äàííûå ïàðû

÷èñåë ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê âåðîÿòíîñòü ðåçóëüòàòà ýêñïåðèìåíòà ñ äâóìÿ ðàç-

ëè÷íûìè êëàññè÷åñêèìè ìîíåòêàìè èëè êàê ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ ïðîåêöèè ñïèíîâ

äâóõ ÷àñòèö ñî ñïèíîì 1/2, ïðè÷åì èçìåðÿþòñÿ ïðîåêöèè ñïèíîâ m = +1/2,−1/2 íà

äâà ðàçëè÷íûõ íàïðàâëåíèÿ n⃗1 è n⃗2.

Àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ îòîáðàæåíèÿ ÷åòûðåõêîìïî-

íåíòíûõ âåêòîðîâ â äâóõêîìïîíåíòíûå, ÷òî áûëî èñïîëüçîâàíî â [34] ïðè ñîçäàíèÿ

êóáèòíîãî ïîðòðåòà êóäèòíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëåíèÿ ïåðåïóòàí-

íîñòè (ýíòàíãëüìåíòà) êóäèòíûõ ñîñòîÿíèé. Âñå îñòàëüíûå ìàòðèöû, äàþùèå â ðå-

çóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûå âåêòîðà ñ äâóìÿ íóëåâûìè êîìïî-

íåíòàìè, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ìàòðèöû M (1) âñåâîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè

ñòðî÷åê è ñòîëáöîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ïåðåñòàíîâêå êîìïîíåíò âåêòîðà p⃗, ïîëó÷àåòñÿ äðóãîé ÷åòû-

ðåõêîìïîíåíòíûé âåêòîð. Äàííîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàíî íàáîðîì áèñòîõàñòè÷åñêèõ

ìàòðèö M̃s, s = 1, 2, ..., 24, ãäå

M̃1 =



0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0


. (356)
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Äðóãèå 23 ìàòðèöû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ìàòðèöû M̃1 ïóòåì âñåõ âîçìîæíûõ

ïåðåñòàíîâîê ñòîëáöîâ è ñòðîê. Ñóùåñòâóåò äâà ñïåöèôè÷ñåñêèõ òèïà ëèíåéíûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé âåêòîðîâ âåðîÿòíîñòè. Îäèí èç íèõ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðè ïîìîùè áèñòî-

õàñòè÷åñêèõ ìàòðèö

M̃c =
1

4



1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1


. (357)

Ìàòðèöà îòîáðàæàåò êàæäûé âåêòîð âåðîÿòíîñòè p⃗ íà îäèí è òîò æå âåêòîð ñî âñå-

ìè êîìïîíåíòàìè ðàâíûìè 1/4, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòàìè öåíòðà ñèìïëåêñà.

Äðóãîå ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåéMpur
1 , âñå ñòðîêè êîòîðîé,

êðîìå ïåðâîé, ñîñòîÿò òîëüêî èç íóëåâûõ ýëåìåíòîâ, è êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ

(Mpur
1 )2 =Mpur

1 . (358)

Äàííàÿ ìàòðèöà îòîáðàæàåò âñå âåêòîðà p⃗ íà îäèí âåêòîð, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àíàëî-

ãîì ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ êóäèòà

Mpur
1



p1

p2

p3

p4


=



1

0

0

0


. (359)

Åùå òðè ìàòðèöû ìîæíî ïîëó÷èòü èç ìàòðèöû Mpur
1 ïåðåñòàíîâêîé ñòðîê. Òàêèì

îáðàçîì îòîáðàæåíèÿ, çàäàííûå ìàòðèöàìè Mpur
k , k = (1, 2, 3, 4) ïðîåêòèðóþò âåê-

òîð p⃗ íà âåðøèíû ñèìïëåêñà. Ñóùåñòâóþò ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû M (3), êîòîðûå

îòîáðàæàþò ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûé âåêòîð âåðîÿòíîñòè íà òðåõêîìïîíåíòíûé âåê-

òîð âåðîÿòíîñòè. Ïîëó÷åííûé òðåõêîìïîíåíòåíûé âåêòîð âåðîÿòíîñòè íàçûâàåòñÿ

êóòðèòíûì ïîðòðåòîì êóäèòíîãî ñîñòîÿíèÿ. Íàïðèìåð,

M3 =



1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0


(360)
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îñóùåñòâëÿåò îòáðàæåíèå (p1, p2, p3, p4)→ (p1+p2, p3, p4, 0). Îñòàëüíûå ìàòðèöû, îñó-

ùåñòâëÿþùèå îòîáðàæåíèå ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûõ âåêòîðîâ p⃗ íà ñîîòâåòñòâóþùèå

âåêòîðà âåðîÿòíîñòè ñ îäíîé íóëåâîé êîìïîíåíòîé, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ìàòðèöû

M (3) âñåìè âîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ. Êóáèòíûé ïîðòðåò ìîæåò

áûòü ïîëó÷åí ïðè ïîìîùè îòîáðàæåíèÿ, îñóùåñòâëÿåìîãî äðóãèì òèïîì ñòîõàñòè-

÷åñêèõ ìàòðèö, à èìåííî, ïðè ïîìîùè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö, èìåþùèõ íóëåâûå

ýëåìåíòû â äâóõ ñòðîêàõ, íàïðèìåð,

M4 =



1 1 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

0 0 0 0


. (361)

Îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: M4M4 =Mpur
1 . Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå

(p1, p2, p3, p4) → (p1 + p2 + p3, p4, 0, 0). Âñå îñòàëüíûå ìàòðèöû ýòîãî òèïà, çàäàþùèå

êóáèòíûé ïîðòðåò êóäèòíîãî ñîñòîÿíèÿ, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ìàòðèöû M4 âñå-

ìè âîçìîæíûìè ïåðåñòàíîâêàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ. Âñå ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöà M ,

çàäàþùèå ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèÿ âåêòîðîâ âåðîÿòíîñòè p⃗, îáðàçóþò ïîëóãðóï-

ïó. Ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû, çàäàþùèå ðàçëè÷íûå ïîðòðåòû êóäèòíûõ ñîñòîÿíèé,

îáðàçóþò ïîäïîëóãðóïïó íàáîðà âñåõ ìàòðèö M . Àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ èç îòîá-

ðàæåíèé âåêòîðîâ âåðîÿòíîñòè ìîæåò áûòü ïîñòðîåíà äëÿ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà

ëþáîãî èçìåðåíèÿ N . Ìàòðèöû, îáñóæäåííûå â äàííîì ãëàâå, îòîáðàæàþò âåêòîðà

âåðîÿòíîñòè íà äðóãèå âåêòîðà âåðîÿòíîñòè. Äàííûå ìàòðèöû ïðèíàäëåæàò ïîëó-

ãðóïïå ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö. Â îáû÷íîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ

íåîòðèöàòåëüíûìè ýëåìåíòàìè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâîì ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö, åñ-

ëè äëÿ ëþáîãî ñòîëáöà ìàòðèöû èç ýòîãî ìíîæåñòâà âûïîëíÿþòñÿ ñâîéñòâà âåêòîðîâ

âåðîÿòíîñòè, òî åñòü, ñóììà ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ëþáîì ñòîëáöå ðàâíà åäèíèöå.

Ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö, ó êîòîðûõ åùå è ñóììà ìàòðè÷íûõ

ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà åäèíèöå íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé áèñòîõàñòè÷åñêèõ

ìàòðèö.
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5.2 Ýíòðîïèÿ è âåðîÿòíîñòü

Âåêòîðà âåðîÿòíîñòè ìîãóò ðàññìàòðèâàòü êàê àðãóìåíòû ôóíêöèè, êîòîðàÿ õàðàê-

òåðèçóåò ñòåïåíü áåñïîðÿäêà (õàîòè÷íîñòü) â ñèñòåìå. Íàïðèìåð, ýíòðîïèÿ Øåííîíà

èìååò âèä [81]

H(p⃗) = −
4∑

k=1

pk ln pk ≡ −p⃗ ln p⃗. (362)

Â ñëó÷àå äâóõêîìïîíåíòíûõ âåêòîðîâ (êóáèòîâ) èëè òðåõêîìïîíåíòíûõ âåêòîðîâ

(êóòðèòîâ) ýíòðîïèÿ Øåííîíà çàäàíà ñîîòíîøåíèåì (362), â êîòîðîì âìåñòî ÷åòû-

ðåõêîìïîíåíòíûõ âåêòîðîâ p⃗ èñïîëüçóþòñÿ äâóõêîìïîíåíòíûå èëè òðåõêîìïîíåíò-

íûå âåêòîðà. Ïîëó÷èì äëÿ ýíòðîïèè íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà. Ëþáîå ïðåîáðàçîâà-

íèå M , çàäàííîå ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé, ñ ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè ðàâíûìè ëè-

áî íóëþ, ëèáî åäèíèöå, îòîáðàæàþùåå âåêòîð âåðîÿòíîñòè ñ ÷åòûðüìÿ íåíóëåâûìè

ýëåìåíòàìè íà íîâûé âåêòîð ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè, ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòü

ýíòðîïèþ, òî åñòü

−Mp⃗ lnMp⃗ ≤ −p⃗ ln p⃗. (363)

Âñå 24 ìàòðèöû, ïîëó÷åííûå ïåðåñòàíîâêàìè ñòîëáöîâ è ñòðîê (ñì. M̃1 (356)), íå

óìåíüøàþò ýíòðîïèþ Øåííîíà. Îòîáðàæåíèå, çàäàííîå ìàòðèöåé M̃c óâåëè÷èâàåò

ýíòðîïèþ äî ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ ln 4.

Îáñóäèì àíàëîãè÷íûå ñâîéñòâà êóáèòîâ. Äëÿ äâóõêîìïîíåíòíîãî âåêòîðà îòîá-

ðàæåíèå, îáñóæäàåìîå âûøå, çàäàåòñÿ ÷åòûðüìÿ ìàòðèöàìè

M (1) =

 1 1

0 0

 , M (2) =

 0 0

1 1

 , M (3) =

 1 0

0 1

 , M (4) =

 0 1

1 0


è ìàòðèöåé

M (5) =
1

2

 1 1

1 1

 .
Ïåðâûå äâå ìàòðèöû óìåíüøàþò ýíòðîïèþ äî íóëÿ. Äâå ìàòðèöû, ïîëó÷åííûå ïå-

ðåñòàíîâêàìè ñòîëáöîâ è ñòðîê, à èìåííî M (3) è M (4), îñòàâëÿþò ýíòðîïèþ êóáèòà

íåèçìåííîé, à áèñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà M (5) óâåëè÷èâàåò ýíòðîïèþ äî ìàêñèìàëü-

íîãî çíà÷åíèÿ ln 2.
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Ñðåäè ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèöM ñ íóëåâûìè è åäèíè÷íûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåí-

òàìè ñóùåñòâóåò îïðåäåëåííîå óïîðÿäî÷åíèå. Îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àåN−ìåðíîãî

âåêòîðà âåðîÿòíîñòè òàêèå ñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû ñîäåðæàò òîëüêî k ñòðî÷åê ñ íó-

ëåâûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåíòàìè, îáîçíà÷èì èõM
(N)
k . Äëÿ ýíòðîïèèØåííîíà â ýòîì

ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâà

−p⃗ ln p⃗ ≥ −M (N)
1 p⃗ lnM

(N)
1 p⃗ ≥ −M (N)

2 p⃗ lnM
(N)
2 p⃗ ≥ ...

≥ −M (N)
k p⃗ lnM

(N)
k p⃗ ≥ ... ≥ −M (N)

(N−1)p⃗ lnM
(N)
(N−1)p⃗. (364)

Â ÷àñòíîñòè, â ñëó÷àå êóòðèòà äëÿ âåêòîðà âåðîÿòíîñòè p⃗ = (p1, p2, p3) âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë pk

−p1 ln p1 − p2 ln p2 − p3 ln p3 ≥ −(p1 + p2) ln(p1 + p2)− p3 ln p3. (365)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî N−ìåðíîãî âåêòîðà p⃗ ïîëó÷àåì

−
N∑
k=1

pk ln pk ≥ −
N∑
k=3

pk ln pk − (p1 + p2) ln(p1 + p2). (366)

Â ñâÿçè ñ ñèììåòðèåé ýíòðîïèèØåííîíà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê ïîëó÷àåì óìåíü-

øåíèå ýíòðîïèè ïðè ñëîæåíèè ëþáûõ äâóõ êîìïîíåíò âåêòîðà p⃗.

Äëÿ ëþáîé ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâ-

íîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ïîäñèñòåì, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå ñóáàääèòèâíîñòè.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ äâóõ êëàññè÷åñêèõ ìîíåòîê. ×åòû-

ðåõêîìïîíåíòíûé âåêòîð âåðîÿòíîñòè p⃗ äëÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èìååò ñëåäóþùèå

èíäåêñû

p1 = p++, p2 = p+−, p3 = p−+, p4 = p−−. (367)

Ìîæíî òàêêæå ñêàçàòü, ÷òî ìû èìååì âåðîÿòíîñòü äëÿ äâóõ ïðîåêöèé ñïèíà áûòü

ñîíàïðàâëåííûìè èëè ïðîòèâîíàïðàâëåííûìè íàïðàâëåíðèþ îñè z−. Ðàññìàòðèâàÿ

ýíòðîïèè Øåííîíà äâóõ íåçàâèñèìûõ ïîäñèñòåì, ìû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâà äëÿ ýí-

òðîïèè

[−(p1 + p2) ln(p1 + p2)− (p3 + p4) ln(p3 + p4)] + [−(p1 + p3) ln(p1 + p3)

−(p2 + p4) ln(p2 + p4)] ≥ −p1 ln p1 − p2 ln p2 − p3 ln p3 − p4 ln p4. (368)
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Î÷åâèäíî, ÷òî àíàëîãè÷íûå íåðàâåíñòâà ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç (368) ïåðåñòàíîâ-

êîé ÷èñåë 1, 2, 3, 4. Â ýòîì ñëó÷àå ìåíÿåòñÿ ñìûñë íåðàâåíñòâà äëÿ ýíòðîïèè ïîäñè-

ñòåìû. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîëó÷èòü íåðàâåíñòâî

[−p1 ln p1 − (p2 + p3 + p4) ln(p2 + p3 + p4)] + [−p2 ln p2 − p3 ln p3

−(p1 + p4) ln(p1 + p4)] ≥ −p1 ln p1 − p2 ln p2 − p3 ln p3 − p4 ln p4. (369)

Ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ ñóáàääèòèâíîñòè øåñòèêîìïîíåíòíîãî âåê-

òîðà âåðîÿòíîñòè p⃗ ñ äâóìÿ íóëåâûìè ïåðâûìè êîìïîíåíòàìè, êîòîðûé ìû ðàññìàò-

ðèâàåì êàê âåðîÿòíîñòü ñîñòîÿíèÿ êóáèò-êóòðèòíîé ñèñòåìû ñ îáîçíà÷åíèåì äëÿ âåê-

òîðà q⃗ ñëåäóþùåãî âèäà

q1 ≡ q+(1) = 0, q2 ≡ q+(0) = 0, q3 ≡ q+(−1) = p1, q4 ≡ q−(1) = p2,

q5 ≡ q−(0) = p3, q6 ≡ q−(−1) = p4.

Êóáèò èìååò èíäåêñ ±, è êóòðèò èìååò èíäåêñ +1, 0, −1. Âû÷èñëÿÿ ýíòðîïèþ Øåí-

íîíà äëÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

(369). Î÷åâèäíî, ÷òî èç äàííîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ äðóãèå íåðàâåíñòâà ïóòåì

ïåðåñòàíîâîê èíäåêñîâ 1, 2, 3, 4.

Äëÿ ñèñòåì cîcòîÿùèõ èç äâóõ ÷àñòåé âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ, êîòîðàÿ ðàâíà ðàç-

íîñòè ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (369), èìååò âèë

I = p4 ln p4 − (p2 + p3 + p4) ln(p2 + p3 + p4)− (p1 + p4) ln(p1 + p4). (370)

Èíôîðìàöèÿ, êàê èçâåñòíî, íåîòðèöàòåëüíà, I ≥ 0. Ìîæíî ïîëó÷èòü íåîòðèöàòåëü-

íûå àíàëîãè èíôîðìàöèè, ïðèìåíÿÿ ïåðåñòàíîâêè â âûøåïðèâåäåííîì ñîîòíîøåíèè.

5.3 Òîìîãðàììû ñîñòîÿíèé êóäèòîâ è êóáèòîâ

Âåêòîð âåðîÿòíîñòè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñïèíà èëè êóäèòà îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ìàò-

ðèöó ïëîòíîñòè ρ ñîñòîÿíèÿ. Óíèòàðíàÿ òîìîãðàììà ñîñòîÿíèÿ êóäèòà èìååò âèä

w(m,u) = ⟨m|uρu†|m⟩. (371)

Äàííàÿ òîìîãðàììà áûëà ââåäåíà â ðàáîòå [75]. Çäåñü m = −j,−j + 1, ..., j − 1, j,

j = 0, 1/2, 1, 3/2, .... ×èñòîå ñîñòîÿíèå |m⟩ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íà ñîáñòâåííûå
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âåêòîðà

Ĵz|m⟩ = m|m⟩, (372)

ãäå Ĵz ïðîåêöèÿ ñïèíà íà îñü z. Ìàòðèöà u ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé ìàòðèöåé ðàçìåðíî-

ñòè (2j + 1)x(2j + 1). Åñëè ìàòðèöà u ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâ-

ëåíèÿ ãðóïïû SU(2), òî óíèòàðíàÿ òîìîãðàììà w(m,u) ïðåâðàùàåòñÿ â ôóíêöèþ

w(m, n⃗), ãäå n⃗ - ýòî åäèíè÷íûé òðåõìåðíûé âåêòîð, îïðåäåëÿþùèé òî÷êó íà ñôåðå

Ïóàíêàðå S2. Â ýòîì ñëó÷àå òîìîãðàììó íàçûâàþò ñïèíîâîé òîìîãðàììîé. Óíèòàð-

íàÿ òîìîãðàììà è ñïèíîâàÿ òîìîãðàììà óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè

w(m,u) ≥ 0 è óñëîâèþ íîðìèðîâêè

j∑
m=−j

w(m,u) =
j∑

m=−j
w(m, n⃗) = 1. (373)

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà, åñëè èçâåñòíà òîìîãðàììà w(m, n⃗)

èëè èçâåñòíà òîìîãðàììà w(m,u). Â ñëó÷àå äâóõ êóäèòîâ óíèòàðíàÿ òîìîãðàììà

ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòåé, ñâÿçàíà ñ îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè ρ(1, 2)

ñëåäóþùèì îáðàçîì

w(m1,m2, u) = ⟨m1m2|uρ(1, 2)u†|m1m2⟩. (374)

Ïðîåêöèÿ ñïèíà mk

−jk ≤ mk ≤ jk, k = 1, 2, (375)

à u - óíèòàðíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðíîñòè (2j1 + 1)(2j2 + 1)x(2j1 + 1)(2j2 + 1). Åñëè

u = u1
⊗
u2, ãäå uk óíèòàðíûå ìàòðèöû ðàçìåðíîñòè (2jk+1)x(2jk+1), êîòîðûå ÿâëÿ-

þòñÿ ìàòðèöàìè íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SU(2)xSU(2), òî óíèòàðíûå

òîìîãðàììû w(m1,m2, u) ïðåâðàùàþòñÿ â ñïèíîâûå òîìîãðàììû w(m1,m2, n⃗1, n⃗2),

ãäå âåêòîðà n⃗k ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè, çàäàþùèì òî÷êè íà ñôåðàõ Ïóàí-

êàðå. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρ(1, 2) ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåíà, åñëè èçâåñòíà òîìîãðàì-

ìà w(m1,m2, n⃗1, n⃗2) èëè òîìîãðàììà w(m1,m2, u) (ñì., íàïðèìåð, [10]). Óíèòàðíàÿ

è ñïèíîâàÿ òîìîãðàììû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå âåêòîðîâ âåðîÿòíîñòè. Íà-

ïðèìåð, â ñëó÷àå êóäèòíûõ ñîñòîÿíèé, çàäàííûõ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρ ñ íåîòðèöà-

òåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ρ1, ρ2, ..., ρ2j+1 è íîðìèðîâàííûìè ñîáñòâåííûìè
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âåêòîðàìè u⃗01, u⃗02, ..., u⃗02j+1, âåêòîð òîìîãðàôè÷åñêðîé âåðîÿòíîñòè w⃗(u) ñ êîìïîíåí-

òàìè w(m,u) èìååò âèä

w⃗(u) = |uu0|2ρ⃗. (376)

Çäåñü ρ⃗ - âåêòîð ñòîëáåö ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè ρk, k = 1, 2, ..., 2j + 1.

Ñòîëáöû óíèòàðíîé ìàòðèöû u0 - ýòî âåêòîðà u⃗ok. Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðè÷íûå ýëå-

ìåíòû ìàòðèöû |A|2 â ñëó÷àå ëþáîé ìàòðèöû A ðàâíû |A|2jk = |Ajk|2. Îáñóäèì íåðà-

âåíñòâà, êîòîðûì óäîâëåòâîðÿåò âåêòîð òîìîãðàôè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè êóäèòíîãî ñî-

ñòîÿíèÿ. Ïðèìåíÿÿ íåðàâåíòñâî (364) ê òîìîãðàôè÷åñêðîìó âåêòîðó âåðîÿòíîñòè

w⃗(u) êóäèòíîãî ñîñòîÿíèÿ, ïîëó÷àåì

−w⃗(u) ln w⃗(u) ≥ −M (2j+1)
1 w⃗(u) lnM

(2j+1)
1 w⃗(u) ≥ −M (2j+1)

2 w⃗(u) lnM
(2j+1)
2 w⃗(u)

≥ ... ≥ −M (2j+1)
k w⃗(u) lnM

(2j+1)
k w⃗(u) ≥ ... ≥ −M (2j+1)

(2j−1) w⃗(u) lnM
(2j+1)
(2j−1) w⃗(u). (377)

Ýòè íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîé óíèòàðíîé ìàòðèöû u. Êðîìå òîãî äëÿ ëþ-

áîé ìàòðèöû u, ÿâëÿþùåéñÿ ìàòðèöåé íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû SU(2),

ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ äëÿ ëþáîãî åäèíè÷íîãî âåêòîðà n⃗, îïðå-

äåëÿþùåãî òî÷êó íà ñôåðå Ïóàíêàðå. Òàê êàê ìèíèìóì ýíòðîïèè Øåííîíà, ñîîò-

âåòñòâóþùèé ñïèíîâîìó òîìîãðàôè÷åñêîìó âåêòîðó âåðîÿòíîñòè w⃗(u) ïðè u = u−1
0 ,

ðàâåí ýíòðîïèè ôîí Íåéìàíà, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

SV N ≥ −M (2j+1)
1 w⃗(u−1

0 ) lnM
(2j+1)
1 w⃗(u−1

0 ) ≥ −M (2j+1)
2 w⃗(u−1

0 ) lnM
(2j+1)
2 w⃗(u−1

0 )

≥ ... ≥ −M (2j+1)
k w⃗(u−1

0 ) lnM
(2j+1)
k w⃗(u−1

0 ) ≥ ... ≥ −M (2j+1)
(2j−1) w⃗(u

−1
0 ) lnM

(2j+1)
(2j−1) w⃗(u

−1
0 ).

(378)

Èòàê, ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé äëÿ âñåõ ýíòðîïèé ñâÿçàí-

íûõ ñ òîìîãðàôè÷åñêèìè âåêòîðàìè âåðîÿòíîñòè ïîðòðåòà â òî÷êå u = u−1
0 . Î÷å-

âèäíî, ÷òî äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ýíòðîïèÿ ôîí Íåéìàíà ðàâíà íóëþ. Ýíòðîïèÿ â

íåðàâåíñòñâå (377) íåîòðèöàòåëüíà, ñëåäîâàòåëüíî, âñå ýòè ýíòðîïèè ðàâíû íóëþ ïðè

u = u−1
0 . Îáñóäèì âûðàæåíèå äëÿ èíôîðìàöèè I (370), â êîòîðîì ìû ðàññìîòðèì â

êà÷åñòâå âåêòîðà âåðîÿòíîñòè òîìîãðàììó êóäèòíîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî

j = 3/2. Íåîòðèöàòåëüíîñòü èíôîðìàöèè I ≥ 0 ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

w(−3

2
, u) lnw(−3

2
, u)− [w(

1

2
, u) + w(−1

2
, u) + w(−3

2
, u)] ln[w(

1

2
, u)
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+w(−1

2
, u) + w(−3

2
, u)]− [w(

3

2
, u) + w(−3

2
, u)] ln[w(

3

2
, u) + w(−3

2
, u)] ≥ 0.

(379)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ òî÷êè u−1
0 ìû ïîëó÷àåì óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè òîìîãðàôè-

÷åñêîé èíôîðìàöèè ïðè çàäàííîé ýíòðîïèè ôîí Íåéìàíà. Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòî-

ãî íåðàâåíñòâà òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî ïðîÿñíåíèÿ. Èç óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè

èíôîðìàöèè â ñëó÷àå âåêòîðà âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóáèòîâ (370) ïîëó÷àåì

ñëåäóþùåå íåðàâåíñòâî

w(−1

2
,−1

2
, u) lnw(−1

2
,−1

2
, )− [w(

1

2
,−1

2
, u) + w(−1

2
,
1

2
, u) + w(−1

2
,−1

2
, u)]

× ln[w(
1

2
,−1

2
, u) + w(−1

2
,
1

2
, u) + w(−1

2
,−1

2
, u)]

−[w(1
2
,
1

2
, u) + w(−1

2
,−1

2
, u)] ln[w(

1

2
,
1

2
, u) + w(−1

2
,−1

2
, u)] ≥ 0. (380)

Ïåðåïóòàííîå ÷èñòîå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû äâóõ êóáèòîâ íàðóøàåò íåðàâåíñòâà Áåëëà

[20]. Äëÿ òàêîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ðàññìîòðåòü íåðàâåíñòâî äëÿ èíôîðìàöèè, êîòîðîå

ïðèâîäèò ê íåêîòîðûì ñîîòíîøåíèÿì äëÿ çàäàííîé âåðîÿòíîñòè w(m1,m2, n⃗1, n⃗2).

Âîçìîæíî ñóùåñòâóåò ñâÿçü ìåæäó íàðóøåíèåì íåðàâåíñòâà Áåëëà äëÿ óíèòàðíîé

ìàòðèöû â ÷àñòíîì ñëó÷àå u = u1
⊗
u2, ñîîòâåòñòâóþùåé íàïðàâëåíèÿì n⃗1, n⃗2, è

íåðàâåíñòâîì äëÿ èíôîðìàöèè.

5.4 Òîìîãðàôè÷åñêèé êóìóëÿíò

Ëþáîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàçëè÷íûìè ñïåöèàëüíûìè ÷èñ-

ëàìè, òàêèìè êàê ýíòðîïèÿ Øåííîíà, ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è òàê äàëåå. Îä-

íî èç òàêèõ ÷èñåë - ýòî êóìóëÿíò. Äëÿ çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè W (X)

íåïðåðûâíîé ïåðåìåííîé X êóìóëÿíò îïðåäåëåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

g(t) = ln⟨exp(tX)⟩ =
n∑
n=2

Kn
tn

n!
, (381)

ãäå

⟨exp(tX)⟩ =
∫
W (X) exp(tX)dx, (382)

êóìóëÿíòû Kn ýòî êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè. Â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè

êâàíòîâîé ìåõàíèêè ñîñòîÿíèå îïèñûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììîéM(X,µ, ν),
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êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ãîìîäèííîé êâàäðàòóðû X

è çàâèñèò îò äåéñòâèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ µ è ν. Ââåäåì òîìîãðàôè÷åñêèå êóìóëÿíòû

Kn(µ, ν), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì

g(t, µ, ν) = ln
∫
M(X,µ, ν) exp(tX)dX =

∞∑
n=1

tn
Kn(µ, ν)

n!
. (383)

Äëÿ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû w(X,Θ) =M(X, cosΘ, sinΘ) êóìóëÿíòû çàäàþòñÿ ïðî-

èçâîäÿùåé ôóíêöèåé

g(t,Θ) = ln
∫
w(X,Θ) exp(tX)dX =

∞∑
n=1

tn
Kn(Θ)

n!
. (384)

Ââåäåì ôóíêöèþ C(t,Θ), êîòîðóþ ìû èñïîëüçóåì êàê õàðàêòåðèñòèêó ãàóññîâîñòè

ñîñòîÿíèÿ â âèäå

C(t,Θ) = ln
∫
w(X,Θ) exp(tX)dX − t

∫
Xw(X,Θ)dX

−t
2

2
[
∫
X2w(X,Θ)dX − (

∫
Xw(X,Θ)dX)2]. (385)

Â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ãîìîäèííîìó äåòåêòèðîâàíèþ ôîòîíîâ èçìåðÿåòñÿ îïòè÷åñêàÿ

òîìîãðàììà w(X,Θ). Äëÿ ãàóññîâûõ ôîòîííûõ ñîñòîÿíèé ââåäåííàÿ ôóíêöèÿ äîëæ-

íà áûòü ðàâíà íóëþ. Îòêëîíåíèå îò íóëÿ ôóíêöèè ïàðàìåòðà t è ôàçû ëîêàëüíîãî

îñöèëëÿòîðà Θ äàåò èíôîðìàöèþ î ñòåïåíè íåãàóññîâîñòè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Ýòè

õàðàêòåðèñòèêè ëåãêî ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïðè ãî-

ìîäèííîì äåòåêòèðîâàíèè. Ìîæíî ââåñòè ïàðàìåòð íåãàóññîâîñòè

Ch =
∫ ∞

0

∫ 2π

0
C(t,Θ)e−t dt dΘ.

Äëÿ ãàóññîâûõ ñîñòîÿíèé ýòîò ïàðàìåòð ðàâåí íóëþ.

5.5 Ýíòðîïèÿ è èíôîðìàöèÿ êàê õàðàêòåðèñòèêà êóáèòíûõ

ñîñòîÿíèé

Ñîñòîÿíèÿ êóáèòà â îáû÷íîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè 2x2-

ìàòðèöû

ρ =

 ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

 . (386)
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Ìàòðèöà (589) ýðìèòîâà

ρ† = ρ, (387)

òî åñòü

ρ11 = ρ∗11, ρ22 = ρ∗22, ρ21 = ρ∗12. (388)

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè íåîòðèöàòåëüíà, ñëåäîâàòåëüíî

ρ11 ≥ 0, ρ22 ≥ 0, ρ11ρ22 − ρ12ρ21 ≥ 0. (389)

Ñâîéñòâî (592) îçíà÷àåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè λ1 è λ2 - ýòî

íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Ñåêóëÿðíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

(ρ11 − λ)(ρ22 − λ)− ρ12ρ21 = 0 (390)

èëè

λ2 − λ(ρ11 + ρ22)− ρ12ρ21 + ρ11ρ22 = 0. (391)

Ñëåä ìàòðèöû ïëîòíîñòè ðàâåí åäèíèöå,

ρ11 + ρ22 = 1. (392)

Ïîëó÷àåì, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λ1,2 =
1

2
±
√
1

4
− (ρ11ρ22 − ρ12ρ21) (393)

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè

1

2
≥
√
1

4
− detρ. (394)

Äåòåðìèíàíò óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

ρ11ρ22− | ρ12| |2≤
1

4
. (395)

Â [33] òîìîãðàôè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü w(m,u) ñîñòîÿíèÿ êóáèòà áûëà ââåäåíà â ñëå-

äóþùåì âèäå

w(m,u) = ⟨m|uρu†|m⟩. (396)
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Çäåñü u - óíèòàðíàÿ 2x2-ìàòðèöà

u =

 cos θ
2
e
i(φ+ψ)

2 sin θ
2
e
i(φ+ψ)

2

− sin θ
2
e

−i(φ+ψ)
2 cos θ

2
e

−i(φ+ψ)
2

 . (397)

Ìàãíèòíîå êâàíòîâîå ÷èñëî m ïðèíèìàåò äâà çíà÷åíèÿ +1
2
è −1

2
. Âåðîÿòíîñòü çàâè-

ñèò îò äâóõ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ ïåðåìåíûõ m = ±1
2
è ïàðàìåòðîâ θ, φ, ψ (óãëû

Ýéëåðà). Ïàðàìåòðèçóåì óíèòàðíóþ ìàòðèöó ñ êîìïëåêñíûìè ìàòðè÷íûìè ýëåìåí-

òàìè

u =

 u11 u12

u21 u22

 . (398)

Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì

| u11 |2 + | u12 |2=| u21 |2 + | u22 |2=| u11 |2 + | u21 |2=| u12 |2 + | u22 |2= 1 (399)

è óñëîâèÿì îðòîãîíàëüíîñòè

u11u
∗
21 + u12u

∗
22 = u11u

∗
12 + u21u

∗
22 = 0. (400)

Óñëîâèÿ (399), (603) ñëåäóþò èç ñâîéñòâ óíèòàðíîñòè ìàòðèöû u, òî åñòü

uu† = u†u = 1. (401)

Òîìîãðàôè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü (599) ìîæåò áûòü îïèñàíà âåêòîðîì-ñòîëáöîì âåðîÿò-

íîñòè

w⃗(u) =

 w(+1
2
, u)

w(−1
2
, u)

 . (402)

Äâà ñîáñòâåííûõ âåêòîðà u⃗1, u⃗2 ìàòðèöû ïëîòíîñòè óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

uu⃗1 = λ1u⃗1, uu⃗2 = λ2u⃗2. (403)

Ýòè âåêòîðà íîðìèðîâàíû è îðòîãîíàëüíû, òî åñòü äëÿ âåêòîðîâ

u⃗1 =

 a1

b1

 , u⃗2 =
 a2

b2

 (404)

ïîëó÷àåì óñëîâèÿ íîðìèðîâêè

| a1 |2 + | b1 |2=| a2 |2 + | b2 |2= 1 (405)
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è óñëîâèå èõ îðòîãîíàëüíîñòè

a∗1a2 + b∗1b2 = 0. (406)

Ââåäåì óíèòàðíóþ ìàòðèöó

u0 =

 a1 a2

b1 b2

 . (407)

Èç âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (405), (406), ïîëó÷àåì óñëîâèå óíèòàðíîñòè

u0u
†
0 = u†0u0 = 1. (408)

×èñëî a1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ôóíêöèè îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè

a1 =

√√√√ | ρ12 |2
| ρ12 |2 +(λ1 − ρ11)2

. (409)

×èñëî a2 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå äðóãîé ôóíêöèè îò ýëåìåíòîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè

a2 =

√√√√ | ρ12 |2
| ρ12 |2 +(λ2 − ρ11)2

. (410)

×èñëà b1 è b2 çàäàíû ôîðìóëàìè

b1,2 =
λ1,2 − ρ11

ρ12
a1,2. (411)

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó ïëîòíîñòè, ó êîòîðîé ρ12 ̸= 0. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρ ïðåäñòàâè-

ìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

ρ = u0

 λ1 0

0 λ2

u−1
0 = u0

 λ1 0

0 λ2

u†0. (412)

Òîìîãðàììà (599) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå

w(m,u) = ⟨m | uu0

 λ1 0

0 λ2

u†0u† | m⟩. (413)

Ïîëó÷àåì, ÷òî âåðîÿòíîñòè ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé ñ ðàçëè÷íûìè ïðîåêöèÿìè ñïèíà

ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ è ñîáñòâåííûå âåêòîðà ìàòðèöû

ïëîòíîñòè

w(+
1

2
, u) =| (uu0)11 |2 λ1+ | (uu0)12 |2 λ2; (414)

99



w(−1

2
, u) =| (uu0)21 |2 λ1+ | (uu0)22 |2 λ2. (415)

Äàííûå ôîðìóëû ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå ñîîòíîøåíèÿ ñâÿçûâàþùåãî âåê-

òîðà âåðîÿòíîñòè

w⃗(u) =M Λ⃗, (416)

ãäå âåêòîð Λ⃗ ñîñòîèò èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë λ1 è λ2

Λ⃗ =

 λ1

λ2

 , (417)

äëÿ êîòîðîãî ïîëó÷àåì óñëîâèå íîðìèðîâêè

λ1 + λ2 = 1. (418)

Ìàòðèöà M ÿâëÿåòñÿ áèñòîõàñòè÷åñêîé 2x2-ìàòðèöåé, ñêîíñòðóèðîâàííîé èç ñîá-

ñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû ïëîòíîñòè

M =

 | (uu0)11 |2 | (uu0)12 |2
| (uu0)21 |2 | (uu0)22 |2

 . (419)

Òàêàÿ ôîðìà âåêòîðà òîìîãðàôè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèé êóáèòà áûëà íàéäåíà

â [90].

5.6 Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ

Ðàññìîòðè äâà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ðàññìîòðèì ðàñïðåäå-

ëåíèÿ äëÿ "ìîíåòîê�, òî åñòü ó íàñ ñóùåñòâóþò òîëüêî äâå âîçìîæíîñòè; ìîíåòêà

ââåðõ èëè ìîíåòêà âíèç. Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè çàäàåòñÿ äâóìÿ ïîëîæè-

òåëüíûìè ÷èñëàìè x1 è x2,

1 ≥ x1 ≥ 0, 1 ≥ x2 ≥ 0; (420)

x1 + x2 = 1. (421)

Ïîëó÷àåì ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè, êîòîðîå îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì âåðîÿòíîñòè

x⃗ =

 x1

x2

 . (422)
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Äðóãîå ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì âåðîÿòíîñòè

p⃗ =

 p1

p2

 . (423)

ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè

1 ≥ p1 ≥ 0; 1 ≥ p2 ≥ 0; (424)

è

p1 + p2 = 1. (425)

Ýíòðîïèÿ Øýííîíà, ñâÿçàííàÿ ñ ïåðâûì ðàñïðåäåëåíèåì, ðàâíà

Hx⃗ = −x1 lnx1 − x2 lnx2 = −
2∑

k=1

xk lnxk. (426)

Ýíòðîïèÿ Øýííîíà, ñâÿçàííàÿ ñî âòîðûì ðàñïðåäåëåíèåì, èìååò âèä

Hp⃗ = −p1 ln p1 − p2 ln p2 = −
2∑

k=1

pk ln pk. (427)

Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

H(p⃗|x⃗) = p1 ln
p1
x1

+ p2 ln
p2
x2
. (428)

Çíà÷åíèå îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè ïîêàçûâàåò íàñêîëüêî áëèçêè äðóã ê äðóãó ðàñ-

ñìàòðèâàåìûå ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, òî åñòü îíà èãðàåò ðîëü ðàññòîÿíèÿ ìåæäó

ðàñïðåäåëåíèÿìè. Äîêàæåì, ÷òî îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèè âñåãäà íåîòðèöàòåëüíà

H(p⃗|x⃗) ≥ 0. (429)

×òîáû äîêàçàòü ýòî íåðàâåíñòâî, äîêàæåì ÷òî ýêñòðåìóì ôóíêöèè H(p⃗|x⃗), ðàññìàò-

ðèâàåìûé äëÿ ôèêñèðîâàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p⃗, ñóùåñòâóåò â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ

âåêòîðíîãî ðàâåíñòâà

x⃗ = p⃗. (430)

×òîáû íàéòè ýêñòðåìóì, ó÷òåì óñëîâèå íîðìèðîâêè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (421),

è èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ

x1 = x, x2 = 1− x; p1 = p, p2 = 1− p; (431)
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è

H(p⃗|x⃗) = F (x) = p ln
p

x
+ (1− p) ln 1− p

1− x
(432)

è ðåøèì óðàâíåíèå

dF (x)

dx
= −p

x
+

1− p
1− x

= 0. (433)

Óðàâíåíèå (433) ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ

p

x
=

1− p
1− x

. (434)

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ

x = p (435)

ïðèâîäèò ê çíà÷åíèþ ýêñòðåìóìà, çàäàííîãî ôîðìóëîé (430). Òàê êàê âòîðàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ ïîëîæèòåëüíà

d2F (x = p)

dx2
= (

p

x2
+

1− p
(1− x)2

)x=p =
1

p(1− p)
> 0, (436)

òî ýêñòðåìóì ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì äëÿ îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè (428). Ýòî îçíà÷à-

åò, ÷òî äëÿ âñåõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè îïèñûâàåìûõ âåêòîðîì x⃗, êîòîðûé íå

ñîâïàäàåò ñ âåêòîðîì p⃗, îòíîñèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü (428) ïîëîæèòåëüíà. Îòíîñèòåëü-

íàÿ ýíòðîïèÿ ïîêàçûâàåò, êàê áëèçêè îäíî ñ äðóãèì ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè p⃗ è

x⃗. Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñ òðåìÿ âûõîäíûìè äàííûìè ïîëó÷àåì âåêòîðà

âåðîÿòíîñòè

x⃗ =


x1

x2

x3

 , p⃗ =


p1

p2

p3

 . (437)

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

x3 = 1− x1 − x2, p3 = 1− p1 − p2. (438)

Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

H(p⃗|x⃗) = p1 ln
p1
x1

+ p2 ln
p2
x2

+ p3 ln
p3
x3
. (439)
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Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ

F (x1, x2) = p1 ln
p1
x1

+ p2 ln
p2
x2

+ (1− p1 − p2) ln
1− p1 − p2
1− x1 − x2

(440)

èìååò ìèíèìóì â òî÷êå x1 = p1, x2 = p2. Íà ñàìîì äåëå, óðàâíåíèå íà ýêñòðåìóì

∂F (x1, x2)

∂x1
= 0,

∂F (x1, x2)

∂x2
= 0 (441)

ïðèâîäèò ê ñèñòåìå äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

−p1
x1

+
1− p1 − p2
1− x1 − x2

= 0, (442)

−p2
x2

+
1− p1 − p2
1− x1 − x2

= 0. (443)

Ýòà ñèñòåìà èìååò î÷åâèäíîå ðåøåíèå

x1 = p1, x2 = p2. (444)

Èç-çà åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî

î÷åâèäíîå ðåøåíèå (444) çàäàåò òî÷êó ýêñòðåìóìà x⃗ = p⃗ èëè

x1 = p1, x2 = p2, x3 = p3. (445)

Òàê êàê âòîðûå ïðîèçâîäíûå îáñóæäàåìûõ ôóíêöèé èìåþò âèä

∂2F

∂x1∂x1
(p⃗) =

p1 + p3
p1p3

; (446)

∂2F

∂x2∂x2
(p⃗) =

p2 + p3
p2p3

; (447)

∂2F

∂x1∂x2
(p⃗) =

1

p3
, (448)

ïîëó÷àåì äëÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû, âû÷èñëåííîé â òî÷êå p⃗

Fij(p⃗) =

 ∂2F
∂x1∂x1

(p⃗) ∂2F
∂x1∂x2

(p⃗)

∂2F
∂x1∂x2

(p⃗) ∂2F
∂x2∂x2

(p⃗)

 (449)

óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè

detFij(p⃗) =
1

p1p2p3
≥ 0. (450)
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Âìåñòå ñ ïîëîæèòåëüíîñòüþ ãëàâíûõ ìèíîðîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìèíèìóì ôóíêöèè

(440) íàõîäèòñÿ â òî÷êå x⃗ = p⃗. Ìèíèìàëüíîñòü äàííîé ôóíêöèè îçíà÷àåò íåîòðèöà-

òåëüíîñòü îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè (439). Àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîãîìåð-

íûå âåêòîðà âåðîÿòíîñòè.

Ýíòðîïèÿ Ðåíüè çàâèñèò îò ïàðàìåòðà q è çàäàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì [86]

Rq(−→x ) =
1

1− q
ln(xq1 + xq2). (451)

Êîãäà q → 1 ýíòðîïèÿ Ðåíüè ïåðåõîäèò â ýíòðîïèþ Øýííîíà, à èìåííî,

lim
q→1

Rq(x⃗) = Hx⃗. (452)

Ñóùåñòâóåò äðóãàÿ ýíòðîïèÿ çàâèñÿùàÿ îò äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ, îíà íàçû-

âàåòñÿ ýíòðîïèåé Òöàëëèñà [89]

Sq(x⃗) =
1− xq1 − x

q
2

q − 1
. (453)

Ýòà ýíòðîïèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

lim
q→1

Sq(x⃗) = Hx⃗. (454)

Îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ Ðåíüè îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

Rq(p⃗|x⃗) = p1 lnq
p1
x1

+ p2 lnq
p2
x2
. (455)

Çäåñü q-äåôîðìèðîâàííàÿ ýêñïîíåíòà çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

lnq x =
x1−q − 1

1− q
, x > 0, q > 0. (456)

Ïîñëåäíÿÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïàðàìåòðà äåôîðìàöèè q = 1 ðàâíà

lim
q→1

lnq x = ln x. (457)

Ìîæíî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî

Rq(p⃗|x⃗) ≥ 0. (458)

Ïðè ïàðàìåòðå äåôîðìàöèè q ðàâíîì åäèíèöå îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ Ðåíüè ïåðå-

õîäèò â îòíîñèòåëüíóþ ýíòðîïèþ Øýííîíà. Ïðè èñïîëüçîâàíèè òîìîãðàôè÷åñêèõ

âåêòîðîâ âåðîÿòíîñòè äëÿ êóáèòíûõ ñîñòîÿíèé àíàëîãè÷íûõ èñïîëüçîâàííûì äëÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ ìîíåòîê, ìû ïîëó÷àåì èíôîðìàöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèé, òàêèå êàê ýíòðîïèÿ Øýííîíà, ýíòðîïèÿ Ðåíüè, îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ,

îòíîñèòåëüíàÿ ýíòðîïèÿ Ðåíüè, ýíòðîïèÿ Òöàëëèñà âìåñòå ñ íåðàâåíñòâàìè äëÿ ñî-

îòâåòñòâóþùèõ ýíòðîïèé.
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5.7 Óñëîâèå ñóáàääèòèâíîñòè

Èñïîëüçóÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè, ìû ìîæåì äîêàçàòü íåðàâåí-

ñòâî, êîòîðîå íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ñóáàääèòèâíîñòè. Ðàññìîòðèì ñîâìåñòíóþ ôóíê-

öèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äâóõ ñîáûòèé, îáîçíà÷åííûõ m1 è m2

w(m1,m2) ≥ 0; (459)

∑
m1m2

w(m1,m2) = 1. (460)

Ïîëó÷àåì äëÿ ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè

W1(m1) =
∑
m2

w(m1,m2), (461)

W2(m2) =
∑
m1

w(m1,m2). (462)

Êðîìå òîãî, ïîëó÷àåì òðè ýíòðîïèè Øýííîíà

H12 = −
∑
m1m2

w(m1,m2) lnw(m1,m2); (463)

H1 = −
∑
m1

W1(m1) lnW1(m1); (464)

H2 = −
∑
m2

W2(m2) lnW2(m2). (465)

Äîêàæåì íåðàâåíñòâî

H12 ≤ H1 +H2. (466)

×èñëî

I = H1 +H2 −H12 (467)

íàçûâàåòñÿ âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåðàâåíñòâî (466) ýêâèâàëåíòíî

óñëîâèþ, ÷òî âçàèìíàÿ èíôîðìàöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé

I ≥ 0. (468)
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Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü óñëîâèå ñóáàääèòèâíîñòè, ïîñòðîèì ðàñïðåäåëåíèå âåðî-

ÿòíîñòè

P (m1,m2) = W1(m1)W2(m2), (469)

êîòîðîå îïèñûâàåò ñîáûòèÿ â ïåðâîé è âòîðîé ïîäñèñòåìàõ áåç êîððåëÿöèé ìåæäó

íèìè. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

∑
m1m2

f(m1)χ(m2)P (m1,m2) = ⟨f(m1)χ(m2)⟩p (470)

ðàâíî

⟨f(m1)⟩p⟨χ(m2)⟩p = (
∑
m1m2

χ(m1)P (m1,m2))(
∑
m1m2

f(m2)P (m1,m2)). (471)

Äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ îáùåãî âèäà w(m1,m2), êîòîðàÿ íå ôàêòîðèçóåòñÿ,

ñðåäíèå çíà÷åíèÿ

⟨f(m1)⟩w =
∑
m1m2

f(m1)w(m1,m2) = ⟨f(m1)⟩p; (472)

⟨χ(m2)⟩w =
∑
m1m2

χ(m2)w(m1,m2) = ⟨χ(m2)⟩p (473)

ðàâíû ñðåäíèì çíà÷åíèÿì âû÷èñëåííûì ïðè ïîìîùè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

(469), íî â äàííîì ñëó÷àå ïðèñóòñòâóþò êîððåëÿöèè, òàê êàê

⟨f(m1)χ(m2)⟩w ̸= ⟨f(m1)⟩w⟨χ(m2)⟩w. (474)

Íàëè÷èå êîððåëÿöèé îçíà÷àåò ñëåãêà áîëüøèé ïîðÿäîê â ñèñòåìå, ÷åì â ñëó÷àå ðàñ-

ïðåäåëåíèé áåç êîððåëÿöèé. Óñëîâèå ñóáàääèòèâíîñòè êàê ðàç è îïèñûâàåò ýòîò ôàêò.

Íà ñàìîì äåëå ìû èñïîëüçóåì óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè

∑
m1m2

w(m1,m2) ln
w(m1,m2)

P (m1,m2)
≥ 0. (475)

Èç-çà (469) ïîëó÷àåì

∑
m1m2

w(m1,m2) lnw(m1,m2)−
∑
m1m2

w(m1,m2) lnW1(m1,m2)

−
∑
m1m2

w(m1,m2) lnW2(m1,m2) ≥ 0 (476)
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èëè

−
∑
m1

(
∑
m2

w(m1,m2)) lnW1(m1)−
∑
m2

(
∑
m1

w(m1,m2)) lnW2(m2)

≥ −
∑
m1m2

w(m1,m2)) lnw(m1,m2). (477)

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåíèé (461), (462) è ýíòðîïèé (463)-(465), ïåðå-

ïèøåì íåðàâåíñòâî â ñëåäóþùåì âèäå

H(1) +H(2) ≥ H(1, 2). (478)

Îíî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâàì (466) è (468).

5.8 Óñëîâèå ñèëüíîé ñóáàääèòèâíîñòè

Ðàññìîòðèì ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè w(m1,m2,m3) ñ òðåìÿ

ðàçëè÷íûìè òèïàìè ñîáûòèé. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè îïðåäåëÿåò òðè

ìàðãèíàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿ (ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè)

W12(m1,m2) =
∑
m3

w(m1,m2,m3); (479)

W23(m2,m3) =
∑
m1

w(m1,m2,m3); (480)

W2(m2) =
∑
m1

W12(m1,m2) =
∑
m3

W23(m2,m3). (481)

Èñïîëüçóÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (479)-(481) ïîñòðîèì ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè

P (m1,m2,m3) = W12(m1,m2)W
−1
2 (m2)W23(m2,m3). (482)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäàW (m2) íå ðàâíî íóëþ. Íà ñàìîì äåëå, ôóíêöèÿ P (m1,m2,m3)

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè

P (m1,m2,m3) ≥ 0 (483)

è íîðìèðîâêè

∑
m1m2m3

P (m1,m2,m3) = 1. (484)
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Óñëîâèÿ (483)-(484) ñëåäóþò èç óñëîâèÿ (481) è óñëîâèÿ íîðìèðîâêè äëÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ (480)

∑
m2m3

W23(m2,m3) = 1. (485)

Ïðèìåíèì óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè ê ðàñïðåäåëåíèÿì w(m1,m2,m3)

è P (m1,m2,m3), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

∑
m1m2m3

w(m1,m2,m3) ln
w(m1,m2,m3)

P (m1,m2,m3)
≥ 0. (486)

Èñïîëüçóÿ (482), ïîëó÷àåì

∑
m1m2m3

w(m1,m2,m3)[(lnw(m1,m2,m3) + lnW2(m2))

− lnW12(m1,m2)− lnW23(m2,m3)] ≥ 0. (487)

Ïåðâûé ÷ëåí äàåò ýíòðîïèþ

−H(1, 2, 3) =
∑

m1m2m3

w(m1,m2,m3) lnw(m1,m2,m3) (488)

âòîðîé ÷ëåí äàåò ýíòðîïèþ

−H(2) =
∑

m1m2m3

w(m1,m2,m3) lnW2(m2) =
∑
m2

W2(m2) lnW2(m2). (489)

Äâà äðóãèõ ÷ëåíà äàþò ýíòðîïèè

−
∑

m1m2m3

w(m1,m2,m3) lnW12(m1,m2) =

−
∑
m1m2

W12(m1,m2) lnW12(m1,m2) = H(1, 2) (490)

è

−
∑

m1m2m3

w(m1,m2,m3) lnW23(m2,m3) =

−
∑
m2m3

W23(m2,m3) lnW23(m2,m3) = H(2, 3). (491)

Íåðàâåíñòâî (486) ïðèâîäèò ê óñëîâèþ ñèëüíîé ñóáàääèòèâíîñòè

H(1, 2, 3) +H(2) ≤ H(1, 2) +H(2, 3). (492)
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5.9 Íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë è ôóíê-

öèé

Óñëîâèÿ ïîëîæèòåëüíîñòè ýíòðîïèè Øåííîíà, îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè, ñóáàääèòèâ-

íîñòè è ñèëüíîé ñóáàääèòèâíîñòè ìîãóò áûòü âûðàæåíû â âèäå íåðàâåíñòâ íà íåîò-

ðèöàòåëüíûå ÷èñëà, íàïðèìåð, íà öåëûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì äâà öåëûõ, ïîëîæèòåëü-

íûõ ÷èñëà N1 è N2. Ïîñòðîèì àíàëîã ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ äâóõ

ðàçëè÷íûõ ñîáûòèé

w1 =
N1

N1 +N2

, (493)

w2 =
N2

N1 +N2

. (494)

Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ýíòðîïèè Øýííîíà

−w1 lnw1 − w2 lnw2 ≥ 0 (495)

ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå íåðàâåíñòâà

N1

N1 +N2

ln
N1

N1 +N2

+
N2

N1 +N2

ln
N2

N1 +N2

≤ 0 (496)

êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

(Σ2
j=1Nj)

Σ2
j=1Nj ≥ Π2

j=1N
Nj
j . (497)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî ÷èñëà m íåðàâåíñòâî èìååò òîò æå âèä, ïðè ýòîì 2 çàìå-

íåíî íà m â ôîðìóëå (497).

Ðàññìîòðèì ÷èñëîâîé ïðèìåð: N1 = 5,N2 = 7, ïîëó÷àåì

1212 ≥ 5577. (498)

Äëÿ ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ

F (x, y) = (x+ y)(x+y) − xxyy (499)

íåðàâåíñòâî (497) ïðèâîäèò ê óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè äëÿ ïîëîæèòåëü-

íûõ çíà÷åíèé x è y. Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè ìîæåò áûòü
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çàïèñàíî â âèäå íåðàâåíñòâà íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ÷åòûðå ïîëîæè-

òåëüíûõ öåëûõ ÷èñëà N1,N2 è M1, M2. Ìîæíî ïîñòðîèòü äâà ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿò-

íîñòè

x1 =
N1

N1 +N2

, (500)

x2 =
N2

N1 +N2

, (501)

è

p1 =
M1

M1 +M2

, (502)

p2 =
M2

M1 +M2

. (503)

Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè (429) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

2∏
j=1

(
Nj∑2
k=1Nk

)Nj ≥
2∏
j=1

(
Mj∑2
k=1Mk

)Nj . (504)

Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë m èç îáëàñòè ñ èíäåêñîì j íåðàâåíñòâî (504) âûïîëíÿ-

åòñÿ, íî íàäî çàìåíèòü 2 íàm. Ðàññìîòðèì åùå îäèí ÷èñëîâîé ïðèìåð: N1 = 5,N2 = 7

è M1 = 3, M2 = 11. Íåðàâåíñòâî (504) îçíà÷àåò

(
5

12
)5(

7

12
)7 ≥ (

3

14
)5(

11

14
)7. (505)

Äëÿ ôóíêöèè Φ(x, y) äâóõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì

Φ(x, y) = (
x

x+ y
)x(

y

x+ y
)y − (

z

z + t
)x(

t

z + t
)y ≥ 0 (506)

Íåðàâåíñòâî (504) ïðèâîäèò ê óñëîâèþ ïîëîæèòåëüíîñòè ôóíêöèè â îáëàñòè x ≥ 0,

y ≥ 0 äëÿ ïðîèçâîëüíûõ, ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ z è t. Àíàëîãè÷íûå

íåðàâåíñòâà äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ñëåäóþò èç óñëîâèé ñóáàääèòèâíîñòè è ñèëü-

íîé ñóáàääèòèâíîñòè. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ ñóáàääèòèâíîñòè ðàññìîòðèì ÷åòûðå

ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëà N1,N2,N3,N4. Ïîëó÷àåì ÷åòûðå ÷èñëà

w11 =
N1∑
kNk

, (507)

w12 =
N2∑
kNk

, (508)
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w21 =
N3∑
kNk

, (509)

w22 =
N4∑
kNk

(510)

èç êîòîðûõ ïîñòðîèì äâå ïàðû ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë

x1 = w11 + w12 =
N1 +N2∑

kNk

, (511)

x2 = w21 + w22 =
N3 +N4∑

kNk

(512)

è

p1 = w11 + w21 =
N1 +N3∑

kNk

, (513)

p2 = w12 + w22 =
N2 +N4∑

kNk

. (514)

Óñëîâèå ñóáàääèòèâíîñòè ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó

4∑
j=1

(
Nj∑4
k=1Nk

)Nj ≥ (
N1 +N2∑4
k=1Nk

)N1+N2 + (
N3 +N4∑4
k=1Nk

)N3+N4

+(
N1 +N3∑4
k=1Nk

)N1+N3 + (
N2 +N4∑4
k=1Nk

)N2+N4 . (515)

Ðàññìîòðèì òðåòèé ïðèìåð: N1 = 1,N2 = 2,N3 = 3,N4 = 4, ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

(
1

10
)1 + (

2

10
)2 + (

3

10
)3 + (

4

10
)4 ≥ (

3

10
)3 + (

7

10
)7 + (

4

10
)4 + (

6

10
)6 (516)

êîòîðîå ëåãêî ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî.

5.10 Íåðàâåíñòâà äëÿ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé

Ðàññìîòðèì ñòàòèñòèêó ôîòîíîâ ãàóññîâà ñîñòîÿíèÿ ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ. Ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷èñëó ôîòîíîâ â ãàóññîâîì ñîñòîÿíèè ýëåêòðîìàãíèòíîãî ïîëÿ

áûëà âûðàæåíà ÷åðåç ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè â [88]. Íàïðèìåð, îíà áûëà çàïèñàíà ÷å-

ðåç ìíîãîìåðíûå ïîëèíîìû Ýðìèòà è èõ ÷àñòíûå ñëó÷àè, îïèñûâàþùèå ñòàòèñòèêè

ôîòîíîâ â ñæàòûõ ñîñòîÿíèÿõ. Ñòàòèñòèêà ôîòîíîâ â îäíîìîäîâîì ñæàòîì ñîñòîÿ-

íèè ñâåòà èìååò âèä

P (n) = P (0)
HR
nn(y1, y2)

n!
, (517)
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ãäå P (0) âåðîÿòíîñòü âàêóóìíîãî ñîñòîÿíèÿ, y1 è y2 àðãóìåíòû ïîëèíîìîâ Ýðìèòà,

êîòîðûå çàâèñÿò îò êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò è ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, à èìåííî

y1 = y∗2 = 2
(T − 1)z∗ + (σpp − σqq + 2iσpq)z

2T − 4d− 1
. (518)

Çäåñü

z =
⟨q⟩+ i⟨p⟩√

2
. (519)

Êðîìå òîãî

P (0) =
1√

d+ 1
2
T + 1

4

× exp[−⟨p⟩
2(2σqq + 1) + ⟨q⟩2(2σpp + 1)− 4σpq⟨p⟩⟨q⟩

4d+ 2T + 1
], (520)

ãäå R - ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè

R11 = R∗
22 = 2

σpp − σqq − 2iσpq
4d+ 2T + 1

, (521)

R12 =
1− 4d

4d+ 2T + 1
. (522)

Â ýòèõ ôîðìóëàõ

T = σpp + σqq, (523)

è

d = σppσqq − σ2
pq. (524)

Äëÿ d = 1/4 ïîëó÷àåì

P (n) =
P (0)

2nn!
(
T − 1

T + 1
)
n
2 | Hn(

(T + 1)z + [σpp − σqq − 2iσpq]z
∗

(2(T + 1)[σpp − σqq − 2iσpq])
1
2

) |2 . (525)

Ïðèìåíèì ê äàííîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâî, ñëåäóþùåå èç ïîëîæèòåëü-

íîñòè îòíîñèòåëüíîé ýíòðîïèè (429), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî íà ïîëèíîìû Ýðìèòà îò

äâóõ ïåðåìåííûõ

∞∑
n=0

P (1)(0)
HR1
nn (y

(1)
1 , y

(1)
2 )

n!
ln[
P (1)(0)HR1

nn (y
(1)
1 , y

(1)
2 )

P (2)(0)HR2
nn (y

(2)
1 , y

(2)
2 )

] ≥ 0. (526)

Èíäåêñû 1 è 2 â äàííîé ôîðìóëå îçíà÷àþò, ÷òî äëÿ ïåðâîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

ïî ÷èñëó ôîòîíîâ ìû èñïîëüçîâàëè îäíè ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñ èíäåêñîì 1
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< q1 >,< p1 >, σ
(1)
qq ,σ

(1)
pp è σ(1)

qp , à äëÿ âòîðîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ÷èñëó ôîòîíîâ

ìû èñïîëüçîâàëè ïàðàìåòðû ñ èíäåêñîì 2. Ýòî íåðàâåíñòâî îïèñûâàåò íîâûå ñâîé-

ñòâà ïîëèíîìîâ Ýðìèòà. Íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ, åñëè ñòàòèñòè÷åñêèå ïàðàìåòðû

êâàäðàòóðíûõ êîìïîíåíò ôîòîíîâ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ íåîïðåäåëåííîñòè

Øðåäèíãåðà-Ðîáåðòñîíà

σ(1)
qq σ

(1)
pp − σ(1)2

qp ≥
1

4
, (527)

σ(2)
qq σ

(2)
pp − σ(2)2

qp ≥
1

4
. (528)

Äëÿ d = 1/4 ïîëó÷àåì äðóãîå íåðàâåíñòâî

∞∑
n=0

P (1)(0)

2nn!
(
T (1) − 1

T (1) + 1
)
n
2 | Hn(

(T (1) + 1)z(1) + [σ(1)
pp − σ(1)

qq − 2iσ(1)
pq ]z

∗(1)

(2(T (1) + 1)[σ
(1)
pp − σ(1)

qq − 2iσ
(1)
pq ])

1
2

) |2

× ln
P (1)(0)

2nn!
(
T (1) − 1

T (1) + 1
)
n
2 | Hn(

(T (1) + 1)z(1) + [σ(1)
pp − σ(1)

qq − 2iσ(1)
pq ]z

∗(1)

(2(T (1) + 1)[σ
(1)
pp − σ(1)

qq − 2iσ
(1)
pq ])

1
2

) |2

+
P (2)(0)

2nn!
(
T (2) − 1

T (2) + 1
)
n
2 | Hn(

(T (2) + 1)z(2) + [σ(2)
pp − σ(2)

qq − 2iσ(2)
pq ]z

∗(2)

(2(T (2) + 1)[σ
(2)
pp − σ(2)

qq − 2iσ
(2)
pq ])

1
2

) |2

× ln
P (1)(0)

2nn!
(
T (1) − 1

T (1) + 1
)
n
2 | Hn(

(T (2) + 1)z(2) + [σ(2)
pp − σ(2)

qq − 2iσ(2)
pq ]z

∗(2)

(2(T (2) + 1)[σ
(2)
pp − σ(2)

qq − 2iσ
(2)
pq ])

1
2

) |2 (529)

Ýòè íåðàâåíñòâà ìîãóò íàðóøàòüñÿ äëÿ çíà÷åíèé ñòàòèñòè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ êâàäðà-

òóðíûõ êîìïîíåíò, êîòîðûå íàðóøàþò ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè Øðåäèíãåðà-

Ðîáåðòñîíà.
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6 ÃËÀÂÀ. ÑÎÎÒÍÎØÅÍÈß ÍÅÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎ-

ÑÒÅÉ Â ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÎÌÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ

ÊÂÀÍÒÎÂÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ

×àñòü 1. Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè, çàâèñÿùèå îò ñîñòî-

ÿíèé

Â äàííîì ðàçäåëå, ñëåäóÿ [48], ìû ðàññìîòðèì â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàí-

òîâîé ìåõàíèêè íîâûå, çàâèñÿùèå îò íåñêîëüêèõ ñîñòîÿíèé, ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäå-

ëåííîñòåé, ââåäåííûå Òðèôîíîâûì. Ìû çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé

Òðèôîíîâà â òåðìèíàõ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü èçìåðåíà â

ñõåìàõ ïî ãîìîäèííîìó äåòåêòèðîâàíèþ ñîñòîÿíèÿ ôîòîíà. Îäíèì èç îñíîâîïîëà-

ãàþùèõ ïðèíöèïîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ÿâëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé,

â ÷àñòíîñòè, ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà [91]. Îíè ìîãóò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíû â ðàçëè÷íîé ôîðìå. Â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíè-

êè [9] âîçìîæíî âûðàçèòü âñå êâàíòîâûå ïîñòóëàòû è óðàâíåíèÿ äëÿ âîëíîâîé ôóíê-

öèè è ìàòðèöû ïëîòíîñòè ÷åðåç ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Íàïèñàííûå

íåäàâíî ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé Òðèôîíîâà [82] åùå íå áûëè äåòàëüíî ïðî-

âåðåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèÿ íåîïðå-

äåëåííîñòåé Òðèôîíîâà íà ÿçûêå òîìîãðàìì, ÷òî óäîáíî, ÷òîáû ïðîâåñòè ïðîâåðêó

îñíîâíûõ ïðèíöèïîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè â ýêñïåðìåíòàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãîìîäèí-

íîãî äåòåêòèðîâàíèÿ ôîòîííûõ ñîñòîÿíèé.

Ñòàíäàðòíîå ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòåé Ãåéçåíáåðãà [91] äëÿ êîîðäèíàòû è

èìïóëüñà èìååò âèä

σqqσpp ≥
1

4
. (530)

Ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà ïîëîæåíà ðàâíîé 1 (h̄ = 1). Äëÿ ñëó÷àÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ñ

âîëíîâîé ôóíêöèåé |Ψ⟩ äèñïåðñèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â íåðàâåíñòâå (530) èìåþò

âèä

σqq = Tr
(
q̂2|Ψ⟩⟨Ψ|

)
− (Tr (q̂|Ψ⟩⟨Ψ|))2,

σpp = Tr
(
p̂2|Ψ⟩⟨Ψ|

)
− (Tr (p̂|Ψ⟩⟨Ψ|))2 . (531)
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Òðèôîíîâ ïîêàçàë [82], ÷òî ñîîòíîøåíèå (530) ìîæåò áûòü îáîáùåíî íà ñëó÷àé äâóõ

ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñ âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè |Ψ1⟩ è |Ψ2⟩. Äàííîå îáîáùåíèå ñîîò-

íîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè áûëî íàçâàíî çàâèñÿùèìè îò ñîñòîÿíèé ñîîòíîøåíèÿìè

íåîïðåäåëåííîñòè. Îíî èìååò âèä

1

2

[
Tr
(
q̂2|Ψ1⟩⟨Ψ1|

)
− (Tr (q̂|Ψ1⟩⟨Ψ1|))2

] [
Tr
(
p̂2|Ψ2⟩⟨Ψ2|

)
− (Tr (p̂|Ψ2⟩⟨Ψ2|))2

]
+
1

2

[
Tr
(
q̂2|Ψ1⟩⟨Ψ2|

)
− (Tr (q̂|Ψ2⟩⟨Ψ1|))2

] [
Tr
(
p̂2|Ψ1⟩⟨Ψ1|

)
− (Tr (p̂|Ψ1⟩⟨Ψ1|))2

]
≥ 1

4
.

(532)

Íåðàâåíñòâî (532) îáåñïå÷èâàåò äîïóñòèìûå óñëîâèÿ äëÿ äèñïåðñèé êîîðäèíàò è èì-

ïóëüñîâ. Ðàçíèöà ìåæäó ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòè Òðèôîíîâà (532) è ñîîò-

íîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà (530) çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ñîîòíîøåíèå

(532) ñîäåðæèò äèñïåðñèè, âû÷èñëåííûå äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ñèñòåìû ñ

âîëíîâûìè ôóíêöèÿìè |Ψ1⟩ è |Ψ2⟩. Â ñîîòíîøåíèè íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà

(530) ó÷èòûâàþòñÿ äèñïåðñèè òîëüêî â îäíîì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû ñ âîëíîâîé ôóíêöè-

åé |Ψ⟩. Åñëè â íåðàâåíñòâå (532) ïîëîæèòü |Ψ1⟩ = |Ψ2⟩, òî íåðàâåíñòâî (532) ïðåâðà-

ùàåòñÿ â ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà, òî åñòü ñîîòíîøåíèå íåîïðå-

äåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè

(532). Ìû ïðåäëàãàåì äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè çàâèñÿùåãî îò ñîñòîÿíèÿ ñî-

îòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè (532) èñïîëüçîâàòü ñõåìó ãîìîäèííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ

ôîòîííûõ ñîñòîÿíèé. Ðåçóëüòàòîì ýòîãî ýêñïåðèìåíòà ÿâëÿåòñÿ îïòè÷åñêàÿ òîìî-

ãðàììà, ñîäåðæàùàÿ âñþ èíôîðìàöèþ î êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè.

6.1 Îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà ñîñòîÿíèÿ ôîòîíà

Â ýòîì ïàðàãðàôå îáñóäèì îïòè÷åñêóþ òîìîãðàôèþ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Â ñõåìå

îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè âìåñòî âîëíîâîé ôóíêöèè èëè ìàòðèöû ïëîòíîñòè äëÿ îïè-

ñàíèÿ êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ äîñòàòî÷íî çíàòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

w(X,Θ), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììîé [50]. Àðãóìåíò X òîìîãðàì-

ìû íàçûâàåòñÿ ãîìîäèííîé êâàäðàòóðíîé êîìïîíåíòîé ôîòîíà. Óãîë Θ íàçûâàåòñÿ

ëîêàëüíîé ôàçîé îñöèëëÿòîðà. Ýòîò ïàðàìåòð êîíòðîëèðóåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ ïî

ãîìîäèííîìó äåòåêòèðîâàíèþ [51, 54, 53]. Îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà ñâÿçàíà ñ âîëíî-
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âîé ôóíêöèåé [92]

w(X,Θ) =
1

2π| sinΘ|

∣∣∣∣∣
∫
Ψ(y) exp

(
iy2

2 tanΘ
− iXy

sinΘ

)
dy

∣∣∣∣∣
2

. (533)

Äëÿ çíà÷åíèÿ ôàçû ëîêàëüíîãî îñöèëëÿòîðà Θ = 0 îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà äàåò

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äëÿ êîîðäèíàòû, à èìåííî

w(X, 0) = |Ψ(X)|2. (534)

Äëÿ çíà÷åíèÿ ôàçû ëîêàëüíîãî îñöèëëÿòîðà Θ = π/2 îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà çàäàåò

ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè èìïóëüñà

w(X, π/2) = |Ψ̃(X)|2, (535)

ãäå Ψ̃(X) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âîëíîâóþ ôóíêöèþ ñîñòîÿíèÿ |Ψ⟩ â èìïóëüñíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè

Ψ̃(X) =
1√
2π

∫
Ψ(y)eiXy dy. (536)

Òàêèì îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü äèñïåðñèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ïðè ïîìîùè îï-

òè÷åñêîé òîìîãðàììû w(X,Θ), òî åñòü

Tr
(
q̂2|Ψ⟩⟨Ψ|

)
=
∫
w(X, 0)X2 dX, (537)

Tr
(
p̂2|Ψ⟩⟨Ψ|

)
=
∫
w(X, π/2)X2 dX. (538)

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà ìîæåò áûòü çàïèñàíî â

òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè â ñëåäóþùåì âèäå (ñì., íàïðèìåð, [10, 56, 84])[∫
w(X, 0)X2 dX −

(∫
w(X, 0)X dX

)2
]

×
[∫

w(X, π/2)X2 dX −
(∫

w(X, π/2)X dX
)2
]
≥ 1

4
. (539)

Ôîðìóëà (539) ÿâëÿåòñÿ òîìîãðàôè÷åñêðîé ôîðìîé ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè

Ãåéçåíáåðãà (530).
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6.2 Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè Òðèôîíîâà â òîìîãðàôè-

÷åñêîé ôîðìå

Íåðàâåíñòâî Òðèôîíîâà (532) òàêæå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â òîìîãðàôè÷åñêîé

ôîðìå. Äëÿ ýòîãî âûðàçèì äèñïåðñèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â ïåðâîì ñîñòîÿíèè ñ

âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ1(X) è âòîðîì ñîñòîÿíèè ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ2(X) ÷åðåç îï-

òè÷åñêèå òîìîãðàììû w1(X,Θ) è w2(X,Θ) ýòèõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ äèñïåðñèé êîîðäèíàò

ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ

⟨Ψ1|q̂2|Ψ1⟩ − (⟨Ψ1|q̂|Ψ1⟩)2 =
∫
w1(X, 0)X

2 dX −
(∫

w1(X, 0)X dX
)2

(540)

è

⟨Ψ2|q̂2|Ψ2⟩ − (⟨Ψ2|q̂|Ψ2⟩)2 =
∫
w2(X, 0)X

2 dX −
(∫

w2(X, 0)X dX
)2

. (541)

Äèñïåðñèè èìïóëüñîâ â ïåðâîì è âòîðîì ñîñòîÿíèÿõ ðàâíû

⟨Ψ1|p̂2|Ψ1⟩ − (⟨Ψ1|p̂|Ψ1⟩)2 =
∫
w1(X, π/2)X

2 dX −
(∫

w1(X, π/2)X dX
)2

(542)

è

⟨Ψ2|p̂2|Ψ2⟩ − (⟨Ψ2|p̂|Ψ2⟩)2 =
∫
w2(X, π/2)X

2 dX −
(∫

w2(X, π/2)X dX
)2

. (543)

Ââåäåì äèñïåðñèè â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ïîäâåðãíóòîé ïðåîáðàçîâàíèþ ïîâîðîòà. Îïå-

ðàòîð êâàäðàòóðû, ïîäâåðãíóòûé îïåðàöèè ïîâîðîòà ðàâåí

X̂ = q̂ cosΘ + p̂ sinΘ. (544)

Ïî ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó îí ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòîé â ñèñòåìå îòñ÷åòà ïîâåðíóòîé íà

óãîë Θ (ðàâíûé ôàçå ëîêàëüíîãî îñöèëëÿòîðà) è ÿâëÿåòñÿ èìïóëüñîì â ñèñòåìå îò-

ñ÷åòà ïîâåðíóòîé íà óãîëΘ+π/2 (òî åñòü äëÿ çíà÷åíèÿ ôàçû ëîêàëüíîãî îñöèëëÿòîðà

Θ + π/2). Ïîýòîìó ìû ìîæåò íàïèñàòü ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè Òðèôîíîâà

äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà íå òîëüêî â èñõîäíîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, íî è â ñèñòåìå

îòñ÷åòà, ïîäâåðãíóòîé îïåðàöèè ïîâîðîòà. Äëÿ ýòîãî çàìåíèì â ôîðìóëàõ (540)-(543)

íóëåâîå çíà÷åíèå ôàçû ëîêàëüíîãî îñèöëëÿòîðà íà çíà÷åíèå Θ. Â ðåçóëüòàòå íåðà-

âåíñòâî áóäåò èìåòü âèä

1

2

[∫
w1(X,Θ)X2 dX −

(∫
w1(X,Θ)X dX

)2
]
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×
[∫

w2(X,Θ+ π/2)X2 dX −
(∫

w2(X,Θ+ π/2)X dX
)2
]

+
1

2

[∫
w2(X,Θ)X2 dX −

(∫
w2(X,Θ)X dX

)2
]

×
[∫

w1(X,Θ+ π/2)X2 dX −
(∫

w1(X,Θ+ π/2)X dX
)2
]
≥ 1

4
. (545)

Íåðàâåíñòâî (544), ïðè Θ = 0, ïðåâðàùàåòñÿ â íåðàâåíñòâî Òðèôîíîâà â òîìîãðàôè-

÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè. Íåðàâåíñòâî (544) ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî â ýêñïåðèìåíòàõ,

â êîòîðûõ èçìåðÿþòñÿ äâå òîìîãðàììû äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîñòîÿíèé ôîòîíà. Íà

ñàìîì äåëå íåðàâåíñòâî (544) ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ïðîâåðêè òî÷íîñòè ýêñïåðèìåí-

òîâ ïî ãîìîäèííîìó äåòåêòèðîâàíèþ ôîòîíîâ, òàê êàê îíî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ

ïðîèçâîëüíîé ïàðû îïòè÷åñêèõ òîìîãðàìì êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Â îáëàñòè êëàññè-

÷åñêèõ ñîñòîÿíèé äàííîå íåðàâåíñòâî ìîæåò íàðóøàòüñÿ. Ñîîòíîøåíèå (545) ìîæåò

áûòü ëåãêî îáîáùåíî íà ñëó÷àé òîìîãðàìì ñìåøàííûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ

êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà w1(X,µ, ν) ñâÿçàíà ñ îïòè÷åñêîé

òîìîãðàììîé w1(X,Θ), à èìåííî

w1(X,µ, ν) =
1√

µ2 + ν2
w1

(
X√

µ2 + ν2
, arctan

(
ν

µ

)
.

)
(546)

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó

1

2π

∫
w1(X,µ, ν)w1(Y, µ, ν)e

i(X−Y ) dX dY dµ dν = 1. (547)

Àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ òîìîãðàììû ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ w2(X,Θ).

Íåðàâåíñòâî (545) òàêæå âåðíî, åñëè òîìîãðàììû w1(X,Θ) è w2(X,Θ) ñîîòâåòñòâóþò

ñìåøàííûì ñîñòîÿíèì. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî îíè ïðåäñòàâèìû â âèäå âûïóêëîé

ñóììû òîìîãðàìì, óäîâëåòâîðÿþùèõ (547). Òàêèì îáðàçîì òîìîãðàôè÷åñêàÿ ôîðìà

ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè Òðèôîíîâà ìîæåò áûòü ïðîâåðåíà ýêñïåðèìåíòàëüíî

íå òîëüêî äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé, íî òàêæå è äëÿ ñìåøàííûõ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé.

Ìû ïðåäñòàâèëè çàâèñÿùèå îò ñîñòîÿíèé ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ êîîðäè-

íàòû è èìïóëüñà â òîìîãðàôè÷åñêîé ôîðìå. Ýòà ôîðìà ñîäåðæèò òîëüêî îïòè÷åñêèå

òîìîãðàììû, êîòîðûå ìîãóò áûòü èçìåðåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî ìåòîäîì ãîìîäèííîãî

äåòåêòèðîâàíèÿ ôîòîííûõ ñîñòîÿíèé. Ìû ñôîðìóëèðîâàëè çàâèñÿùèå îò ñîñòîÿíèé

ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè íå òîëüêî äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, íî è ïîëó÷èëè

îáùåå âûðàæåíèå, êîòîðîå ïîäõîäèò äëÿ ëþáîé ëîêàëüíîé ôàçû îñöèëëÿòîðà. Ìû
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ïðåäëàãàåì èñïîëüçîâàòü ïîëó÷åííûå òîìîãðàôè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåí-

íîñòè, çàâèñÿùèå îò ñîñòîÿíèé, êàê êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè ãîìîäèííîãî

ìåòîäà èçìåðåíèÿ ôîòîííûõ ñîñòîÿíèé.

6.3 Êàê ìû ìîæåì ïðîâåðèòü ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííî-

ñòè?

Â ðàáîòàõ [93, 94, 95] áûëî ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, â êîòîðûõ àâòîðû ðàññìàòðè-

âàëè êâàíòîâóþ òåîðèþ, âûõîäÿùóþ çà ïðåäåëû òðàäèöèîííîé êâàíòîâîé ìåõàíè-

êè. Â ýòîé ñâÿçè ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ òî÷íàÿ ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåð-

êà îñíîâíûõ ïîëîæåíèé òðàäèöèîííîé êâàíòîâîé ìåõàíèêè, à èìåííî, ñîîòíîøå-

íèÿ íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà [91], ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòèØðåäèíãåðà�

Ðîáåðòñîíà [96], [97], ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè, çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà ÷è-

ñòîòû [98, 99] è ðÿäà äðóãèõ êâàíòîâî-ìåõàíè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ. Íîâàÿ ôîðìóëèðîâ-

êà êâàíòîâîé ìåõàíèêè, îñíîâàííàÿ íà òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâûõ

ñîñòîÿíèé [10, 9, 100], îêàçûâàåòñÿ óäîáíûì àïïàðàòîì, ïðåäëàãàþùèì òàêèå ýêñïå-

ðèìåíòû [101] ïî ïðîâåðêå îñíîâ êâàíòîâîé ìåõàíèêè. Òàêèå ýêñïåðèìåíòû èñïîëü-

çóþò ãîìîäèííîå äåòåêòèðîâàíèå ñîñòîÿíèé ôîòîíîâ, â íèõ èçìåðÿåòñÿ îïòè÷åñêàÿ

òîìîãðàììà êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ôîòîíà [84]. Â ðàáîòàõ [82, 83] áûëè ââåäåíû íî-

âûå êâàíòîâûå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé. Â îòëè÷èå îò ñîîòíîøåíèé íåîïðå-

äåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà è Øðåäèíãåðà-Ðîáåðòñîíà ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè

Òðèôîíîâà íàïèñàíû äëÿ äâóõ è áîëåå êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, îíè áûëè íàçâàíû

îáîáùåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè íåîïðåäåëåííîñòè, òàê êàê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîá-

ùåíèå ñòàíäàðòíûõ ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà íà

ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ñîñòîÿíèé. Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ñëåäóÿ ðàáîòå [48], îáñóæ-

äàëîñü îáîáùåíèå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà íà ñëó÷àé çàâèñÿùèõ

îò ñîñòîÿíèé ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè, áûëî ïîëó÷åíî âûðàæåíèå äëÿ çàâèñÿ-

ùèõ îò ñîñòîÿíèÿ ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè.

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå áûëî ïðåäëîæåíî äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè â ñõåìå

ãîìîäèííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ. Öåëü äàííîãî ïàðàãðàôà, ñëåäóÿ [42], ïîëó÷èòü âûðà-

æåíèå äëÿ ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè Òðèôîíîâà, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ çàâèñÿùèì

îò ñîñòîÿíèé îáîáùåíèåì ñîîòíîùåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè Øðåäèíãåðà-Ðîáåðòñîíà,
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ñîäåðæàùèì êîâàðèàöèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëå-

íèè. Îïåðàòîð ïëîòíîñòè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ ôîòîíà ìîæåò áûòü âîññòàíîâëåí èç

îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ

ρ̂ =
1

2π

π∫
0

dθ

+∞∫
−∞

dηdXω(X, θ)|η| exp iη(X − q̂ cos θ − p̂ sin θ). (548)

Îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà ìîæåò áûòü òàêæå ïîëó÷åíà èç îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ρ̂

w(X, θ) = Tr ρ̂δ(X − q̂ cos θ − p̂ sin θ). (549)

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåîò-

ðèöàòåëüíîé ïëîòíîñòüþ âåðîÿòíîñòè ãîìîäèííîé êâàäðàòóðû (544). Äëÿ ñèñòåìû ñ

ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ = p̂2/2 + U(q̂), îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû óäî-

âëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ýâîëþöèè ñëåäóþùåãî âèäà [102]

∂

∂t
w(X, θ, t) =

[
cos2 θ

∂

∂θ
− 1

2
sin 2θ

(
1 +X

∂

∂X

)]
w(X, θ, t)

+
1

i

V
sin θ ∂

∂θ

(
∂

∂X

)−1

+X cos θ + i
sin θ

2

∂

∂X


− V

sin θ ∂
∂θ

(
∂

∂X

)−1

+X cos θ − isin θ
2

∂

∂X

w(X, θ, t). (550)

Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè Øðåäèíãåðà-Ðîáåðòñîíà èìååò âèä

σqqσpp − σ2
qp ≥ 1/4, (551)

ãäå äèñïåðñèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, à òàêæå êîâàðèàöèÿ âû÷èñëÿëèñü äëÿ îäíî-

ãî è òîãî æå ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû. Äàííîå íåðàâåíñòâî áûëî îáîáùåíû Òðèôîíîâûì

[82, 83] íà ñëó÷àé íåñêîëüêèõ ñîñòîÿíèé. Äëÿ äâóõ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé |Ψ1⟩,|Ψ2⟩ ýòî

ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè, çàâèñÿùåå îò ñîñòîÿíèé, èìååò âèä

1

2

[
Tr
(
q̂2|Ψ1⟩⟨Ψ1|

)
− (Tr (q̂|Ψ1⟩⟨Ψ1|))2

] [
Tr
(
p̂2|Ψ2⟩⟨Ψ2|

)
− (Tr (p̂|Ψ2⟩⟨Ψ2|))2

]
+
1

2

[
Tr
(
q̂2|Ψ2⟩⟨Ψ2|

)
− (Tr (q̂|Ψ2⟩⟨Ψ2|))2

] [
Tr
(
p̂2|Ψ1⟩⟨Ψ1|

)
− (Tr (p̂|Ψ1⟩⟨Ψ1|))2

]
−
{
Tr

(
q̂p̂+ p̂q̂

2
|Ψ2⟩⟨Ψ2|

)
− Tr (q̂|Ψ2⟩⟨Ψ2|)Tr (p̂|Ψ2⟩⟨Ψ2|)

}

×
{
Tr

(
q̂p̂+ p̂q̂

2
|Ψ1⟩⟨Ψ1|

)
− Tr (q̂|Ψ1⟩⟨Ψ1|)Tr (p̂|Ψ1⟩⟨Ψ1|)

}
≥ 1

4
. (552)

120



Äàííîå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü çàïèñàíî â òîìîãðàôè÷åñêîé ôîðìå

1

2

[∫
w1(X, θ)X

2 dX −
(∫

w1(X, θ)X dX
)2
]

×
[∫

w2(X, θ + π/2)X2 dX −
(∫

w2(X, θ + π/2)X dX
)2
]

+
1

2

[∫
w2(X, θ)X

2 dX −
(∫

w2(X, θ)X dX
)2
]

×
[∫

w1(X, θ + π/2)X2 dX −
(∫

w1(X, θ + π/2)X dX
)2
]

−{
∫
w1(X, θ +

π

4
)X2 dX −

(∫
w1(X, θ +

π

4
)X dX

)2

−1

2

[∫
w1(X, θ)X

2 dX −
(∫

w1(X, θ)X dX
)2
]

−1

2

[∫
w1(X, θ +

π

2
)X2 dX −

(∫
w1(X, θ +

π

2
)X dX

)2
]
}

×{
∫
w2(X, θ +

π

4
)X2 dX −

(∫
w2(X, θ +

π

4
)X dX

)2

−1

2

[∫
w2(X, θ)X

2 dX −
(∫

w2(X, θ)X dX
)2
]

−1

2

[∫
w2(X, θ +

π

2
)X2 dX −

(∫
w2(X, θ +

π

2
)X dX

)2
]
} ≥ 1/4. (553)

Ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïðîâåðåíî ýêñïåðèìåíòàëüíî, åñëè îáå òîìî-

ãðàììû w1(X, θ) è w2(X, θ) áóäóò èçìåðåíû. Òàêîå æå íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü íà-

ïèñàíî è â ñëó÷àå ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé.

6.4 Êóáèòíûé ïîðòðåò äëÿ îïòè÷åñêèõ òîìîãðàìì

Êóáèòíûé ïîðòðåò êóäèòíûõ ñîñòîÿíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè, çàäàííóþ äâóìÿ ïîëîæèòåëüíûìè ÷èñëàìè p1, p2, êîòîðûå óäîâëåòâî-

ðÿþò ñîîòíîøåíèþ p1 + p2 = 1, ïîëó÷åííóþ èç èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòè P1,P2 . . . ,PN , ãäå
∑
k Pk = 1. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè êóáèòà ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíà ïðè ïîìîùè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ N -âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè Pk íà

äâóìåðíûé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè p1, p2. Äàííîå îòîáðàæåíèå çàäàåòñÿ ñîîòâåòñòâó-

þùåé ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöåé. Äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè w(X, θ)

êóáèòíûé ïîðòðåò ìîæåò áûòü ïîñòðîåí ïðè ïîìîùè ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû

pm(θ) =
∫
Km(X)w(X, θ)dX, m =

1

2
,−1

2
(554)
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ãäå w(X, θ) òîìîãðàììà êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ äâóõìîäîâîãî ñîñòîÿíèÿ, çàäàí-

íîãî òîìîãðàììîé w(X1, X2, θ1, θ2) îáîáùåííûé êóáèòíûé ïîðòðåò ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé àíàëîã ñïèíîâîé òîìîãðàììû äëÿ äâóõ êóáèòîâ

p(m1,m2, θ1, θ2) =
∫
Km1m2(X1, X2)w(X1, X2, θ1, θ2)dX1dX2. (555)

Íàïðèìåð, ìàòðèöà Km1m2(X1, X2) ìîæåò èìåòü ôàêòîðèçîâàííóþ ôîðìó. Ìîæíî

èññëåäîâàòü êâàíòîâûå êîððåëÿöèè â äâóõìîäîâîì ñîñòîÿíèè, ðàññìàòðèâàÿ ñâîé-

ñòâà ôóíêöèè (555). Íàïðèìåð, ÷åòûðåõêîìïîíåíòíûé âåêòîð âåðîÿòíîñòè p⃗(θ1, θ2),

çàâèñÿùèé îò äîïîëíèòåëüíûõ óãëîâûõ ïàðàìåòðîâ, ìîæåò áûòü èññëåäîâàí ïóòåì

èçó÷åíèÿ ñïèíîâîé òîìîãðàììû ïåðåïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ äâóõ êóáèòîâ, äëÿ êîòîðî-

ãî íàðóøåíèå íåðàâåíñòâà Áåëëà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì åãî ïåðåïóòàííî-

ñòè. ×èñëà Áåëëà ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç ôóíêöèþ p(m1,m2, θ1, θ2) ñëåäóþùèì

îáðàçîì

B = max|p+ 1
2
+ 1

2
(θ1, θ2)− p+ 1

2
− 1

2
(θ1, θ2)− p− 1

2
+ 1

2
(θ1, θ2) + p− 1

2
− 1

2
(θ1, θ2)

+p+ 1
2
+ 1

2
(θ1, θ3)− p+ 1

2
− 1

2
(θ1, θ3)− p− 1

2
+ 1

2
(θ1, θ3) + p− 1

2
− 1

2
(θ1, θ3)

+p+ 1
2
+ 1

2
(θ4, θ2)− p+ 1

2
− 1

2
(θ4, θ2)− p− 1

2
+ 1

2
(θ4, θ2) + p− 1

2
− 1

2
(θ4, θ2)

−p+ 1
2
+ 1

2
(θ4, θ3) + p+ 1

2
− 1

2
(θ4, θ3) + p− 1

2
+ 1

2
(θ4, θ3)− p− 1

2
− 1

2
(θ4, θ3)|. (556)

Äëÿ ôàêòîðèçîâàííîé ìàòðèöû K(1)
m1

(X1)K
(2)
m2

(X2) íàðóøåíèå íåðàâåíñòâà B ≤ 2 ÿâ-

ëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïåðåïóòàííîñòè äâóõìîäîâîãî ñîñòîÿíèÿ ñ òîìîãðàì-

ìîé w(X1, X2, θ1, θ2). Îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà òàêîãî ïåðåïóòàííîãî ñîñòîÿíèÿ íå ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå âûïóêëîé ñóììû

w(X1, X2, θ1, θ2) =
∑
k

pkw
(k)
1 (X1, θ1)w

(k)
2 (X2, θ2), (557)

ãäå w
(k)
1 (X1, θ1) and w

(k)
2 (X2, θ2) îïòè÷åñêèå òîìîãðàììû ñîñòîÿíèé ïåðâîé è âòîðîé

ìîäû ñîîòâåòñòâåííî. Èññëåäóÿ îòîáðàæåíèå îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû äâóõìîäîâîãî

ñîñòîÿíèÿ íà àíàëîã ñïèíîâîé òîìîãðàììû äâóõ êóáèòîâ, ìû îáíàðóæèëè,÷òî íàðó-

øåíèå íåðàâåíñòâ Áåëëà äëÿ ïîëó÷åííîãî àíàëîãà ñïèíîâîé òîìîãðàììû ÿâëÿåòñÿ

äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì ïåðåïóòàííîñòè èçó÷àåìîãî äâóõìîäîâîãî ñîñòîÿíèÿ.
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6.5 Ïîðòðåò ìàòðèöû ïëîòíîñòè

Ðàñïðîñòðàíèì ìåòîä êóáèòíîãî ïîðòðåòà íà ìàòðèöû ïëîòíîñòè, ñëåäóÿ [49]. Ðàñ-

ñìîòðèì âìåñòî òðåõìåðíîãî âåêòîðà âåðîÿòíîñòè ìàòðèöó 3x3, ÿâëÿþùóþñÿ ìàòðè-

öåé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ êóòðèòà

ρ =


ρ11 ρ12 ρ13

ρ21 ρ22 ρ23

ρ31 ρ32 ρ33

 , Trρ = 1, ρ† = ρ. (558)

Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè íåîòðèöàòåëüíû, òî åñòü ρ ≥ 0.

Ïðåäëîæèì ñïåöèàëüíîå ïîëîæèòåëüíîå îòîáðàæåíèå, ïðè ïîìîùè êîòîðîãî ìîæ-

íî ïîëó÷èòü èç íà÷àëüíûõ ìàòðèö èñêîìóþ 3x3-ìàòðèöó ïëîòíîñòè. Íàïðèìåð, ðàñ-

ñìîòðèì äâå ìàòðèöû ñëåäóþùåãî âèäà

ρ1 =


ρ11 + ρ22 ρ13 0

ρ31 ρ33 0

0 0 0

 , ρ2 =


ρ11 + ρ33 ρ12 0

ρ21 ρ22 0

0 0 0

 . (559)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèÿ ρ → ρ1, ρ → ρ2 ÿâëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûìè.

Îòîáðàæåíèÿ ïîñòðîåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèö â âèäå

âåêòîðîâ. Â äàííîì ñëó÷àå 3x3 ìàòðèöà ïðåäñòàâëåíà â ôîðìå êîìïëåêñíûõ äåâÿòè-

ìåðíûõ âåêòîðîâ. Ïîðòðåò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí äåéñòâèåì íà äåâÿòèìåðíûé âåêòîð

äåâÿòèìåðíîé ìàòðèöåé, ñîñòîÿùåé èç ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ëèáî ðàâíû

íóëþ, ëèáî ðàâíû åäèíèöå. Â ýòîì ñìûñëå, ïðîöåäóðà ïîëó÷åíèÿ ïîðòðåòà ìàòðèöû

àíàëîãè÷íà ïðîöåäóðå ïîëó÷åíèÿ ïîðòðåòà âåêòîðà âåðîÿòíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ìû

ìîæåì íàïèñàòü

ρ1 =M1ρ, ρ2 =M2ρ, (560)

ãäå M1,2 îáîçíà÷àþò ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïðèâîäÿùèå ê (559). Àíàëîãè÷íî

íåðàâåíñòâàì, ïîëó÷åííûì ñ èñïîëüçîâàíèåì âåêòîðîâ âåðîÿòíîñòè, ìîæíî ïîëó÷èòü

íîâûå íåðàâåíñòâà íà ýíòðîïèþ, âûðàæåííóþ ÷åðåç ìàòðèöó ïëîòíîñòè. Òàêèì îá-

ðàçîì, äëÿ ýíòðîïèè ôîí Íåéìàíà êóòðèòà ïîëó÷àåì íîâîå íåðàâåíñòâî

−Trρ ln ρ ≤ −Trρ1 ln ρ1 − Trρ2 ln ρ2. (561)

Äàííîå íåðàâåíñòâî àíàëîãè÷íî óñëîâèþ ñóáàääèòèâíîñòè íà ìàòðèöó ïëîòíñîòè

äâóõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé, íàïðèìåð, èç äâóõ êóáèòîâ.
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Îäíàêî, äàííîå íåðàâåíñòâî ñîîòâåòñòâóåò êâàíòîâûì êîððåëÿöèÿì, âîçìîæíûì

â ñîñòîÿíèè òîëüêî îäíîãî êóòðèòà, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ äâóõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìîé.

Âûïèøåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â ÿâíîì âèäå

−Tr{


ρ11 ρ12 ρ13

ρ21 ρ22 ρ23

ρ31 ρ32 ρ33

 ln


ρ11 ρ12 ρ13

ρ21 ρ22 ρ23

ρ31 ρ32 ρ33

}

≤ −Tr{

 ρ11 + ρ22 ρ13

ρ31 ρ33

 ln

 ρ11 + ρ22 ρ13

ρ31 ρ33

}

−Tr{

 ρ11 + ρ33 ρ12

ρ21 ρ22

 ln

 ρ11 + ρ33 ρ12

ρ21 ρ22

}. (562)

Ïîëó÷àåì, ÷òî ýíòðîïèÿ Øåííîíà â ëþáîì ñîñòîÿíèè êóòðèòà ìåíüøå ñóììû ýíòðî-

ïèé Øåííîíà â äâóõ ïîðòðåòàõ (ñîñòîÿíèé êóáèòîâ). Äëÿ ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ êóòðèòà

ìîæåò áûòü ââåäåíà êâàíòîâàÿ èíôîðìàöèÿ, îíà ðàâíà ðàçíîñòè ýíòðîïèé ôîí Íåé-

ìàíà, èñïîëüçîâàííûõ â óñëîâèè ñóáàääèòèâíîñòè, à èìåííî

Iq = −Trρ1 ln ρ1 − Trρ2 ln ρ2 + Trρ ln ρ. (563)

Êâàíòîâàÿ èíôîðìàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîñòîÿíèþ îäíîãî êóòðèòà, ñòðîãî íåîò-

ðèöàòåëüíà

Iq ≥ 0. (564)

Äðóãîå íåðàâåíñòâî íà ýíòðîïèþ, ñâÿçàííóþ ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ êóò-

ðèòà, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç íåîòðèöàòåëüíîñòè óñëîâíîé ýíòðîïèè. Âûïèøåì åãî

â ÿâíîì âèäå, ïîëó÷àåì

0 ≤ Tr{

 ρ11 + ρ22 ρ13

ρ31 ρ33

 ln


 ρ11 + ρ22 ρ13

ρ31 ρ33


 ρ11 + ρ33 ρ12

ρ21 ρ22


−1
}. (565)
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×àñòü 2. Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè, çàâèñÿùèå îò ÷èñòî-

òû ñîñòîÿíèÿ è âîçìîæíîå óñèëåíèå ýôôåêòà êâàíòîâîãî òóíå-

ëèðîâàíèÿ

Â äàííîì ðàçäåëå, ñëåäóÿ [47, 43], ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè, ñîäåð-

æàùèå çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà ÷èñòîòû ñîñòîÿíèÿ è îáñóäèì âîçìîæíîñòü âëèÿ-

íèÿ íà ïðîçðà÷íîñòü ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà ýôôåêòà äåêîãåðåíòíîñòè. Èññëåäóåì

ïðèìåð ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîì ïàðàìåòð ÷èñòîòû ÿâ-

ëÿåòñÿ ôóíêöèåé òåìïåðàòóðû.

Ñîîòíîøåíèå íåîïðåäåëåííîñòè êîîðäèíàòà-èìïóëüñ, ââåäåííîå Ãåéçåíáåðãîì [91],

çàäàåò ãðàíèöó êâàíòîâîñòè ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòîÿí-

íîé Ïëàíêà, ÿâëÿþùåéñÿ ðåçóëüòàòîì ïðîèçâåäåíèÿ äèñïåðñèé ñîïðÿæåííûõ ïåðå-

ìåííûõ. Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè, âêëþ÷àþùèå â ñåáÿ çàâèñèìîñòü ãðàíèöû

êâàíòîâîñòè îò ïðîèçâåäåíèÿ äèñïåðñèé è êîâàðèàöèé ñîïðÿæåííûõ ïåðåìåííûõ,

áûëè ââåäåíû Øðåäèíãåðîì [96] è Ðîáåðòñîíîì [97]. Ãðàíèöà êâàíòîâîñòè ñäâèãà-

åòñÿ â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ ïðè ðîñòå êîâàðèàöèé ìåæäó êîîðäèíàòîé è èìïóëüñîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñ ðîñòîì êîâàðèàöèè îäíîâðåìåííî âîçðàñòàþò ôëóêòóàöèè êîîð-

äèíàòû è èìïóëüñà. Â ðàáîòàõ [103] èññëåäîâàëèñü ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííî-

ñòè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ãðàíèöà êâàíòîâîñòè, çàâèñèò îò ðàçëè÷íûõ õàðàêòåðèñòèê

ñîñòîÿíèÿ, íàïðèìåð, îò ïàðàìåòðà íåãàóññîâîñòè ñîñòîÿíèÿ. Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðå-

äåëåííîñòè ñ äåôîðìàöèåé êîììóòàöèîííûõ ñîîíîøåíèé îáñóæäàëèñü â [104]. Â

ðàáîòàõ [42, 45] îáñóæäàëàñü ïðîáëåìà ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ñîîòíîøåíèé

íåîïðåäåëåííîñòè. Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëå-

íèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè áûëè ðàññìîòðåíû â [100]. Êâàíòîâûå ôëóêòóàöèè ïðèâîäÿò

ê òàêîìó êâàíòîâîìó ÿâëåíèþ êàê òóííåëèðîâàíèå ÷àñòèöû ïîä ïîòåíöèàëüíûì áà-

ðüåðîì (ñì., íàïðèìåð, [61, 105]). Â ýòîé ñâÿçè, â ðàáîòå [106] áûëî îòìå÷åíî, ÷òî

çàâèñèìîñòü ãðàíèöû êâàíòîâîñòè îò êîâàðèàöèè â ñîîòíîøåíèÿõ íåîïðåäåëåííî-

ñòè Øðåäèíãåðà-Ðîáåðòñîíà ìîæåò áûòü ïîíÿòà êàê ôîðìàëüíûé ðîñò ïîñòîÿííîé

Ïëàíêà, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ââåäåíèþ ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Òàê êàê ýô-

ôåêò êâàíòîâîãî òóííåëèðîâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, â ðàáîòå [107]

èññëåäîâàëàñü âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ áîëüøèõ êâàíòîâûõ êîððåëÿöèé êîîðäèíàòû

è èìïóëüñà â êîððåëèðîâàííûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèÿõ. Êîãåðåíòíûå êîððåëèðîâàí-
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íûå ñîñòîÿíèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïóòåì ïàðàìåòðè÷åñêîãî âîçáóæäåíèÿ ãàðìî-

íè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà, à èìåííî, ïîñðåäñòâîì çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè åãî ÷àñòîòû.

Âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ êîãåðåíòíûõ êîððåëèðîâàííûõ ñîñòîÿíèé ñ áîëüøèìè

êîâàðèàöèÿìè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà äëÿ óñèëåíèÿ ýôôåêòà òóííåëèðîâàíèÿ ÷à-

ñòèöû ïîä ïîòåíöèàëüíûì áàðüåðîì îáñóæäàëàñü â ðàáîòàõ [108]. Â ðàáîòàõ [98, 99]

áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ãðàíèöà êâàíòîâîñòè ñìåùàåòñÿ â ñòîðîíó óâåëè÷åíèÿ â ñëó÷àå

ñìåøàííûõ ñîñòîÿíèé, òàê êàê îíà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ÷èñòîòû ñîñòîÿíèÿ. Ñëåäî-

âàòåëüíî, âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò äðóãàÿ âîçìîæíîñòü âëèÿòü íà ïðîíèöà-

åìîñòü áàðüåðà. Íàïðèìåð, ÿâëåíèÿ äåêîãåðåíòíîñòè óìåíüøàþò ïàðàìåòð ÷èñòîòû,

íî ïðè ýòîì óâåëè÷èâàþò ýôôåêò êâàíòîâîãî òóííåëèðîâàíèÿ.

Öåëü äàííîãî ðàçäåëà - èññëåäîâàòü âëèÿíèå ýôôåêòîâ äåêîãåðåíòíîñòè íà çàâè-

ñèìîñòü ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè îò ïàðàìåòðà ÷èñòîòû [98] è îáñóäèòü âîç-

ìîæíîñòü çàâèñèìîñòè ýôôåêòà òóííåëèðîâàíèÿ îò ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé Ïëàí-

êà, ÿâëÿþùåéñÿ ôóíêöèåé ïàðàìåòðà ÷èñòîòû (òåìïåðàòóðû â ñëó÷àå ñîñòîÿíèÿ òåð-

ìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ).

6.6 Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè

Âûâåäåì ñòàíäàðòíûå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, ñëå-

äóÿ [98, 99], äëÿ ÷åãî èñïîëüçóåì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

⟨B†B⟩ ≥ 0. (566)

Äëÿ ëþáîãî îïåðàòîðà D̂ èìååì ⟨D̂⟩ =Trρ̂D̂, ãäå D̂ îïåðàòîð îïèñûâàþùèé ñëó÷àé-

íóþ íàáëþäàåìóþ, à ρ̂ îïåðàòîð ïëîòíîñòè, çàäàþùèé êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå. Íåðà-

âåíñòâî (566) äëÿ îäíîìåðíîé ìàòðèöû D̂, êîòîðàÿ â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ïðîñòî êîì-

ïëåêñíûì ÷èñëîì z, ïðåâðàùàåòñÿ â óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè ýòîãî ÷èñëà, òî åñòü

z∗z = |z|2 ≥ 0. Óñðåäíèâ íåðàâåíñòâî (566), ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå ⟨z∗z⟩ ≥ 0. Ââåäåì

îïåðàòîð B̂ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè îïåðàòîðîâ êîîðäèíàòû q̂ è èìïóëüñà p̂

B̂ = c1q̂ + c2p̂− c1⟨q̂⟩ − c2⟨p̂⟩, (567)
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ãäå ⟨q̂⟩ and ⟨p̂⟩ - ñðåäíèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà â ñîñòîÿíèè ñ îïåðàòîðîì

ïëîòíîñòè ρ̂. Íåðàâåíñòâî (566) ïðèâîäèò ê íåðàâåíñòâó íà êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

2∑
jk=1

c∗jAjkck ≥ 0 (568)

ãäå c1 è c2 - êîìïëåêñíûå ÷èñëà, à ìàòðèöû Ajk èìåþò âèä

Ajk =

 σqq σqp

σqp σpp

+
ih̄

2

 0 1

−1 0

 . (569)

Ýëåìåíòû ìàòðèöû Ajk - ýòî äèñïåðñèè è êîâàðèàöèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà

σqq = ⟨q̂2⟩ − ⟨q̂⟩2;

σpp = ⟨p̂2⟩ − ⟨p̂⟩2;

σqp =
1

2
⟨q̂p̂+ p̂q̂⟩ − ⟨q̂⟩⟨p̂⟩. (570)

×ëåí ñîîòíîøåíèÿ (569), ñîäåðæàùèé ìíèìóþ åäèíèöó i, ñâÿçàí ñ êîììóòàòîðîì

[q̂, p̂] = ih̄1̂. Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íåîòðèöàòåëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Ajk íåîòðèöàòåëüíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå äèàãîíàëü-

íûå ýëåìåíòû ìàòðèöû íåîòðèöàòåëüíû, à òàêæå íåîòðèöàòåëåí îïðåäåëèòåëü ìàò-

ðèöû. Óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû èìååò âèä ñëåäóþùåãî

íåðàâåíñòâà

σqqσpp − σ2
qp ≥

1

4
h̄2. (571)

Äàííîå íåðàâåíñòâî ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì íåîïðåäåëåííîñòèØðåäèíãåðà-Ðîáåðòñîíà [96,

97] äëÿ êîîðäèíàòû è èìïóëüñà. Íåðàâåíñòâî (571) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â äðóãîé ýê-

âèâàëåíòíîé ôîðìå

σqqσpp ≥
h̄2

4

1

1− r2
. (572)

Çäåñü r - êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: êîîðäèíàòû è èìïóëüñà

r =
σqp√
σqqσpp

. (573)

Äëÿ êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé (ñîñòîÿíèé ïðèíàäëåæàùèõ êëàññè÷åñêîé îáëàñòè) h̄ =

0 è îãðàíè÷åíèå (êâàíòîâàÿ ãðàíèöà) h̄2/4(1−r2) íà ïðîèçâåäåíèå äèñïåðñèé êîîðäè-

íàòû è èìïóëüñà îòñóòñòâóåò. Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà [91] (530)
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ïîëó÷àþòñÿ èç íåðàâåíñòâà (572), åñëè ïîëîæèòü êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâíûì

íóëþ (r = 0). Êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè r õàðàêòåðèçóåò ñòåïåíü ñòàòèñòè÷åñêîé

çàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (êîîðäèíàòû è èìïóëüñà). Åñëè âåëè÷èíû ñòàòè-

ñòè÷åñêè íåçàâèñèìû, òî êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ðàâåí íóëþ (r = 0), êîððåëÿöèè

â ñèñòåìå íå íàáëþäàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, èç íåðàâåíñòâà (572) ñëåäóåò, ÷òî íàëè÷èå

êîððåëÿöèé ïðèâîäèò ê ðîñòó ãðàíèöû, îïðåäåëÿþùåé êâàíòîâûé ïðåäåë òî÷íîñòè

èçìåðåíèé (ãðàíèöó êâàíòîâîñòè) èëè ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿí-

íîé Ïëàíêà

h̄eff =
h̄√

1− r2
, (574)

êîòîðàÿ çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè r. Íåðàâåíñòâî (572) ìîæåò áûòü ïå-

ðåïèñàíî â ôîðìå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè Ãåéçåíáåðãà ñ ýôôåêòèâíîé ïîñòî-

ÿííîé Ïëàíêà

σqqσpp ≥
h̄2eff
4
. (575)

Âûøåèçëîæåííàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè îáñóæäàëàñü â [98].

Çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè ïðèíàäëåæàò îãòðåçêó −1 < r < 1. Äëÿ çíà-

÷åíèÿ |r| áëèçêîãî ê 1 ýôôåêòèâíàÿ ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó

íåðàâåíñòâó

h̄eff ≫ h̄. (576)

Òàêîé ÷èñòî êâàíòîâûé ýôôåêò êàê òóííåëèðîâàíèå ÷àñòèöû ïîä áàðüåðîì çàâè-

ñèò îò âåëè÷èíû ïîñòîÿííîé Ïëàíêà [61]. Íåðàâåíñòâî (576) îçíà÷àåò, ÷òî óâåëè÷å-

íèå ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé Ïëàíêà h̄eff ìîæåò ïðèâîäèòü ê óñèëåíèþ òóííåëüíîãî

ýôôåêòà. Äàííîå óòâåðæäåíèå áûëî ïðèâåäåíî â [98] è ðàçâèòî â [108].

6.7 Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè, çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà

÷èñòîòû

Ñìåøàííûå ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû ñ îïåðàòîðîì ïëîòíîñòè ρ̂ õàðàêòåðèçóþò-

ñÿ ïàðàìåòðîì ÷èñòîòû µ. Ïàðàìåòð ÷èñòîòû èìååò âèä

Trρ̂2 = µ. (577)
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Îïåðàòîð ïëîòíîñòè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ ρ̂ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ ρ̂2 = ρ̂. Ñëåäî-

âàòåëüíî, äëÿ îïåðàòîðà ïëîòíîñòè ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå Trρ̂2 =

Trρ̂ = 1. Ìîæíî èñïîëüçîâàòü äðóãîé ïàðàìåòð s = 1 − µ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ëè-

íåéíîé ýíòðîïèåé. Äëÿ ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé ëèíåéíàÿ ýíòðîïèÿ ðàâíà íóëþ. Ïàðàìåòð

÷èñòîòû óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó 0 < µ ≤ 1. Â [98] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñîîòíîøå-

íèå íåîïðåäåëåííîñòè îïðåäåëÿþò êâàíòîâûé ïðåäåë òî÷íîñòè èçìåðåíèé (ãðàíèöà

êâàíòîâîñòè), êîòîðûé çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ÷èñòîòû µ, à èìåííî

σqqσpp ≥
h̄2

4(1− r2)
Φ2(µ), (578)

ãäå Φ(µ)(µ=1) = 1. Ôóíêöèÿ Φ(µ) èìååò ðàçëè÷íûé âèä äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåé

çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µ. Ôóíêöèÿ Φ(µ) ðàâíà [98]

Φ(µ) = Φ1(µ) = 2−
√
2µ− 1,

µ2 ≤ µ ≤ µ1, µ1 = 1, µ2 =
5

9
;

Φ(µ) = Φ2(µ) = 3−
√
8(µ− 2

3
),

µ3 ≤ µ ≤ µ2, µ3 =
7

18
, . . . . (579)

Òàêèå îòðåçêè ôóíêöèè Φ(µ) âîçìîæíû äëÿ áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïàðàìåòðîâ µk. Ïî-

ýòîìó ôóíêöèÿ Φ(µ) èìååò â ÿâíîì âèäå ðàçëè÷íûå ôîðìû äëÿ ðàçëè÷íûõ èíòåð-

âàëîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà ÷èñòîòû è ìîæåò áûòü àïðîêñèìèðîâàíà ïðèáëèæåííûì

âûðàæåíèåì

Φapp(µ) =
4 +
√
16 + 9µ2

9µ
. (580)

Äëÿ µ≪ 1 ôóíêöèÿ Φ(µ) ðàâíà

Φapp(µ) ≃
8

9µ
. (581)

Îïåðàòîð ïëîòíîñòè ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ ñ òåìïåðàòóðîé T

èìååò âèä

ρ̂(T ) =
1

Z(T )
e−

Ĥ
T , (582)

ãäå Ĥ ãàìèëüòîíèàí ñèñòåìû. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñóììà Z(T ) çàäàåòñÿ ñëåäîì

Z(T ) = Tre−
Ĥ
T . (583)
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Ïàðàìåòð ÷èñòîòû µ(T ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó

µ(T ) =
Z(T/2)

Z2(T )
. (584)

Ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè â ñëó÷àå ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ

èìåþò âèä

σqqσpp ≥
h̄2

4(1− r2)
Φ2(

Z(T/2)

Z2(T )
). (585)

Äëÿ îñöèëëÿòîðà (h̄ = m = w = 1) êàê â ñëó÷àå íèçêèõ, òàê è â ñëó÷àå âûñîêèõ

òåìïåðàòóð ïàðàìåòð ÷èñòîòû µ(T ) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó

Z(T ) =
1

2 sinh( 1
2T
)
. (586)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì äëÿ ïàðàìåòðà ÷èñòîòû â ñëó÷àå ìàëûõ òåìïåðàòóð âûðà-

æåíèå

µo(T ) = tanh(
1

2T
), (587)

êîòîðîå â ñëó÷àå (1/2T ) ≫ 1 áëèçêî ê µ(∞) = 1. Â ñëó÷àå áîëüøèõ òåìïåðàòóð

T ≫ 1 ïîëó÷àåì äëÿ ïàðàìåòðà ÷èñòîòû âûðàæåíèå

µ̃(T ) =
1

2T
(588)

áëèçêîå ê íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå áîëüøèõ òåìïåðàòóð è íóëåâîãî êîýôôè-

öèåíòà êîððåëÿöèè (r = 0) çàâèñèìîñòü ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé Ïëàíêà îò òåìïå-

ðàòóðû èìååò âèä h̄eff (T )/h̄ ∼ T . Èçâåñòíî, ÷òî ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü óâåëè÷åíèÿ

ôëóêòóàöèè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà ñ óâåëè÷åíèåì òåìïåðàòóðû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

îáúåì îáëàñòè êîîðäèíàòíîãî ïðîñòðàíñòâà (èëè ïðîñòðàíñòâà èìïóëüñîâ), ãäå ÷à-

ñòèöà ìîæåò îêàçàòüñÿ, âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì òåìïåðàòóðû. Ýòî äðóãîå îáúÿñíåíèå

òîãî, êàê âûñîêàÿ òåìïåðàòóðà âëèÿåò íà âîçìîæíîñòü ïðåîäîëåíèÿ îòòàëêèâàþùèõ

ñèë, òî åñòü åñëè êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåïëîâîãî äâèæåíèÿ äâóõ çàðÿæåííûõ ÷à-

ñòèö ïðè âûñîêèõ òåìïåðàòóðàõ îêàçûâàåòñÿ áîëüøå, ÷åì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ èõ

ýëåêòðîñòàòè÷åñêîãî îòòàëêèâàíèÿ, òî ÷àñòèöû ìîãóò ñáëèçèòüñÿ.
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6.8 Äåêîãåðåíèíîñòü êàê ñïîñîá óâåëè÷åíèÿ ýôôåêòèâíîñòè

òóííåëèðîâàíèÿ

Ìåòîä âëèÿíèÿ íà ïðîöåññ òóíåëèðîâàíèÿ ïóòåì óâåëè÷åíèÿ êîððåëÿöèè êîîðäèíàòû

è èìïóëüñ áûë äåòàëüíî ðàññìîòðåí â [108]. Îïèñàííûé âûøå ìåòîä âëèÿíèÿ íà ïðî-

öåññ òóííåëèðîâàíèÿ ïóòåì óâåëè÷åíèÿ òåìïåðàòóðû ëåãêî îáúÿñíÿåòñÿ ïðîñòûìè

ôèçè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, à èìåííî, òåì ÷òî ïðè âûñîêîé òåìïåðàòóðå ÷àñòè-

öà îáëàäàåò áîëüøîé ñêîðîñòüþ è áîëüøîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé, ÷òî ïîçâîëÿåò åé

óâåëè÷èòü âåðîÿòíîñòü ïðåîäîëåíèÿ ñèë îòòàëêèâàíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìû èíòåð-

ïðåòèðóåì ýòî âëèÿíèå êàê óâåëè÷åíèå èç-çà çàâèñèìîñòè îò òåìïåðàòóðû ãðàíèöû

êâàíòîâîñòè (òî åñòü óâåëè÷åíèå ïðåäåëà òî÷íîñòè êâàíòîâûõ èçìåðåíèé) äëÿ ïðî-

èçâåäåíèÿ äèñïåðñèé êîîðäèíàòû è èìïóëüñà. Îòìåòèì, ÷òî ýòîò ïðåäåë çàâèñèò íå

òîëüêî îò êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè r êîîðäèíàòû è èìóëüñà, è íå òîëüêî îò òåì-

ïåðàòóðû T â ñëó÷àå ñîñòîÿíèé òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, íî è îò ïàðàìåòðà

÷èñòîòû µ, êîòîðûé íå ñâîäèòñÿ ê òåìïåðàòóðå â îáùåì ñëó÷àå. Âîçíèêíîâåíèå ñîñòî-

ÿíèé ñ ìàëîé âåëè÷èíîé ïàðàìåòðà ÷èñòîòû îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ðåçóëüòàò

äåêîãåðåíòíîñòè. Ïðîöåññ äåêîãåðåíòíîñòè ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ïðîöåññ, ñîçäàþùèé

ïðîáëåìû â êâàíòîâûõ òåõíîëîãèÿõ, íàïðèìåð, ïðè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèÿõ. Ñ äðó-

ãîé ñòîðîíû, ïðîöåññ äåêîãåðåíòíîñòè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ñîçäàíèÿ ñîñòî-

ÿíèé ñ î÷åíü ìàëåíüêèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà ÷èñòîòû µ≪ 1. Äàæå åñëè ñèñòåìà íå

íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, ñìåøàííîå ñîñòîÿíèå ìîæåò

áûòü ïîëó÷åíî äðóãèìè ïðîöåññàìè, à íå òîëüêî íàãðåâàíèåì. Ìû èíòåðïðåòèðîâàëè

îáîáùåííûå ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè Øðåäèíãåðà-Ðîáåðòñîíà è Ãåéçåíáåðãà,

ïîëó÷åííûå â [98], â êîòîðûõ ãðàíèöà êâàíòîâîñòè ïðîèçâåäåíèÿ äèñïåðñèé êîîð-

äèíàòû è èìïóëüñà çàâèñèò îò ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, êàê âîçìîæíîñòü

óâåëè÷åíèÿ ýôôåêòà òóííåëèðîâàíèÿ çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ïðîöåññà äåêîãåðåíò-

íîñòè. Äëÿ ñîñòîÿíèÿ òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ íàãðåâàíèå ñèñòåìû âåäåò ê

óâåëè÷åíèþ ôëóêòóàöèé êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, ÷òî ïðèâîäèò ê îáðàçîâàíèþ â ñè-

ñòåìå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ÷àñòèö ñ ýíåðãèåé äîñòàòî÷íîé äëÿ ïðåîäîëåíèÿ ïîòåí-

öèàëüíîãî áàðüåðà. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîâûøåíèÿ

ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåññà êâàíòîâîãî òóííåëèðîâàíèÿ íå òîëüêî ïîâûøåíèå òåìïå-

ðàòóðû, íî è äðóãèå ïðîöåññû. Ïðîöåññû äåêîãåðåíòíîñòè, ïðèâîäÿùèå ê ïðåâðàùå-
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íèþ èçíà÷àëüíî ÷èñòûõ ñîñòîÿíèé â ñìåøàííûå, ìîãóò áûòü òàêæå èñïîëüçîâàíû

äëÿ âëèÿíèÿ íà ïðîöåññ òóííåëèðîâàíèÿ. Òàêèì îáðàçîì èñïîëüçîâàíèå ïðîöåññîâ

äåêîãåðåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ åùå îäíèì ñïîñîáîì ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè òóííåëè-

ðîâàíèÿ, íàðÿäó ñ ïðîöåññîì íàãðåâàíèÿ è ïðîöåññîì óâåëè÷åíèÿ êîððåëÿöèè êîîð-

äèíàòû è èìïóëüñà â ÷èñòîì ñîñòîÿíèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå ýòè òðè ìåòîäà

îñíîâàíû íà ñîîòíîøåíèè íåîïðåäåëåííîñòè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà, êîòîðîå çàâè-

ñèò îò ïîñòîÿííîé Ïëàíêà. Ïðèñóòñòâèå çàâèñèìîñòè ãðàíèöû êâàíòîâîñòè îò äî-

ïîëíèòåëüíûõ ôàêòîðîâ 1/(1− r2) è Φ2(µ) ìîæåò áûòü èíòåðïðåòèðîâàíî êàê íåîá-

õîäèìîñòü ââåäåíèÿ ýôôåêòèâíîé ïîñòîÿííîé Ïëàíêà, êîòîðàÿ çíà÷èòåëüíî áîëüøå,

÷åì ñòàíäàðòíàÿ ïîñòîÿííàÿ Ïëàíêà. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî

ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè ñ çàâèñÿùåé îò ïàðàìåòðà ÷èñòîòû ãðàíèöåé êâàí-

òîâîñòè áûëè íåäàâíî ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðîâåðåíû [11, 85, 84], âëèÿíèå íà ïðîöåññ

òóííåëèðîâàíèÿ ÿâëåíèé äåêîãåðåíòíîñòè èëè êîððåëÿöèé êîîðäèíàòû è èìïóëüñà

åùå òðåáóåò ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè.
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7 ÃËÀÂÀ. ÑÈÑÒÅÌÛ Ñ ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÈÌÈ È

ÊÂÀÍÒÎÂÛÌÈ ÏÎÄÑÈÑÒÅÌÀÌÈ Â ÒÎÌÎ-

ÃÐÀÔÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈÈ

Åñëè êëàññè÷åñêàÿ ÷àñòèöà âçàèìîäåéñòâóåò ñ èçìåðèòåëüíîé àïïàðàòóðîé, òî çíà÷å-

íèÿ åå èìïóëüñà p è êîîðäèíàòû q ôëóêòóèðóþò, ñëåäîâàòåëüíî, ñîñòîÿíèå ÷àñòèöû

íàäî îïèñûâàòü ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p) â ôàçîâîì ïðîñòðàí-

ñòâå ÷àñòèöû. ×èñòîå ñîñòîÿíèå êâàíòîâîé ÷àñòèöû îïèñûâàåòñÿ âîëíîâîé ôóíê-

öèåé ψ(x) [1]. Åñëè êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà âçàèìîäåéñòâóåò ñ îêðóæàþùåé ñðåäîé, òî

åå ñîñòîÿíèå áóäåò ñìåøàííûì, ñëåäîâàòåëüíî, åãî íàäî áóäåò îïèñûâàòü ýðìèòî-

âûì íåîòðèöàòåëüíûì îïåðàòîðîì - ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ρ̂. Â êîîðäèíàòíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè ìàòðèöà ïëîòíîñòè ρ(x, x′) ÿâëÿåòñÿ êîìïëåêñíîé ôóíêöèåé äâóõ äåéñòâè-

òåëüíûõ ïåðåìåííûõ [2, 3]. Â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâîé ìåõàíèêè

[9, 10] è êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè [25, 58] ñîñòîÿíèå êàê êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû, òàê

è êâàíòîâîé, çàäàþòñÿ îäíèìè è òåìè æå îáúåêòàìè - òîìîãðàììàìè. Îíè ìîãóò

çàäàâàòüñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàìììîé w(X,µ, ν) èëè åå ÷àñòíûì ñëó÷àåì - îï-

òè÷åñêîé òîìîãðàììîé w(X, θ). Â [56] áûëî îòìå÷åíî, ÷òî òàê êàê è êâàíòîâûå, è

êëàññè÷åñêèå ñîñòîÿíèÿ ìîæíî çàäàâàòü îäíèì è òåì æå îáúåêòîì - òîìîãðàììîé,

òî ìîæíî, èñïîëüçóÿ âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå, ïîñòðîèòü êâàíòîâóþ è êëàññè-

÷åñêóþ ìåõàíèêó â ðàìêàõ îäíîé è òîé æå ñõåìû (íà îäíîì è òîì æå ÿçûêå). Èäåÿ

ââåñòè åäèíóþ ñõåìó ïîñòðîåíèÿ äëÿ êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ìåõàíèêè îáñóæ-

äàëàñü â ëèòåðàòóðå è ðàíüøå (ñì., íàïðèìåð, [95]). Íåäàâíî Ýëüçý ñ ñîàâòîðàìè

[109] ïðåäëîæèë îïèñûâàòü äèíàìèêó êëàññè÷åñêèõ è êâàíòîâûõ ÷àñòèö â ðàìêàõ

ïðåäñòàâëåíèÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è ôîðìàëèçìà èíòåãðàëà ïî ïóòÿì. Ïðîáëåìà

ñîçäàíèÿ åäèíîé ìåõàíèêè äëÿ êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé âîçíèêàåò èç-çà

ðàçëè÷èÿ ÿçûêîâ, íà êîòîðîì îïèñûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ â êâàíòîâîé è êëàññè÷åñêîé îá-

ëàñòè. Ôóíêöèÿ ÂèãíåðàW (q, p) [4], çàäàþùàÿ êâàíòîâîå ñîñòîÿíèå, áëèçêà ïî ñâîèì

ñâîéñòâàì ê êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè f(q, p), íî îíà ìîæåò

ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå ÿëÿåòñÿ íàñòîÿùåé, èç-

ìåðÿåìîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè êîîðäèíàòû è èìïóëüñà êâàíòîâîé

÷àñòèöû. Â äàííîé ãëàâå ìû áóäåì çàäàâàòü ñîñòîÿíèå êàê êâàíòîâîé, òàê è êëàññè-
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÷åñêîé ÷àñòèöû, ïðè ïîìîùè òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè

(òîìîãðàììû), ââåäåì ñîâìåñòíóþ òîìîãðàôè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòè, çàâèñÿùóþ îò ñëó÷àéíîé êëàññè÷åñêîé êîîðäèíàòû è ñëó÷àéíîé êâàíòîâîé

êîîðäèíàòû äëÿ îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç êâàíòîâîé è

êëàññè÷åñêîé ïîäñèñòåì. Â ðàáîòå [102, 110] áûëî ïîëó÷åíî óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ

îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû, çàäàþùåé ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, äëÿ êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû è

äëÿ êâàíòîâîé ÷àñòèöû. Â äàííîé ãëàâå, ñëåäóÿ [44], ìû ââåäåì óðàâíåíèå ýâîëþöèè

äëÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû

(êëàññè÷åñêàÿ, êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà) â áîëåå îáùåì ñëó÷àå. Ââåäåííîå óðàâíåíèå áó-

äåò ñîâìåñòíûì ñ óðàâíåíèåì Ëèóâèëëÿ â êëàññè÷åñêîé îáëàñòè è ñ êèíåòè÷åñêèì

óðàâíåíèåì ôîí Íåéìàíà â êâàíòîâîé îáëàñòè.

7.1 Êîððåëÿöèè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ðàññìîòðèì ñîâìåñòíóþ òîìîãðàôè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ (ñîâìåñòíóþ îï-

òè÷åñêóþ òîìîãðàììó) w(X1, X2, θ1, θ2), çàâèñÿùóþ îò äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ, ñëó÷àé-

íûõ âåëè÷èí X1 è X2 è äâóõ óãëîâ θ1 è θ2. Ñëó÷àéíûå ïåðåìåííûå ÿâëÿåòñÿ äâóìÿ

êîîðäèíàòàìè, èçìåðÿåìûìè â ñèñòåìàõ îòñ÷åòà ñ îñÿìè, ïîäâåðãíóòûìè îïåðàöèÿì

ïîâîðîòà íà óãëû θ1 è θ2 â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëå-

íèÿ íàçûâàåòñÿ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììîé è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíî-

ñòè

w(X1, X2, θ1, θ2) ≥ 0, (589)

è íîðìèðîâêè ∫
w(X1, X2, θ1, θ2)dX1dX2 = 1. (590)

Åñëè îáå ÷àñòèöû ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè, òî çàäàþùàÿ èõ ñîñòîÿíèå ñîâìåñòíàÿ

ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ f(q1, p1, q2, p2) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè.

Óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîñòè èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà, ñâÿçûâàþùåãî

òîìîãðàììó ñ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, èìååò âèä

1

4π2

π∫
0

π∫
0

dθ1dθ2

+∞∫
−∞

dη1dη2dX1dX2w(X1, X2, θ1, θ2)|η1η2| exp(i[η1(X1 − q1 cos θ1

−p1 sin θ1) + η2(X2 − q2 cos θ2 − p2 sin θ2)]) = f(q1, p1, q2, p2) ≥ 0, (591)
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ãäå f(q1, p1, q2, p2) - ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äâóõ ÷àñòèö â èõ ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå. Îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ íîðìèðîâêè

∫
f(q1, p1, q2, p2)dq1dq2dp1dp2 = 1, (592)

åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (590). Åñëè îáå ÷àñòèöû êâàíòîâûå, òî òîìîãðàììà, çàäà-

þùàÿ èõ ñîñòîÿíèå, äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ íåîòðèöàòåëüíîñòè îïåðàòîðà

ïëîòíîñòè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ êâàíòîâîé âåðñèåé ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà è èìååò âèä

ñëåäóþùåãî èíòåãðàëà

ρ̂(1, 2) =
1

4π2

π∫
0

π∫
0

dθ1dθ2

+∞∫
−∞

dη1dη2dX1dX2w(X1, X2, θ1, θ2)|η1η2| exp(i[η1(X1

−q̂1 cos θ1 − p̂1 sin θ1) + η2(X2 − q̂2 cos θ2 − p̂2 sin θ2)]) ≥ 0, (593)

ãäå q̂1,q̂2,p̂1,p̂2 îïåðàòîðû êîîðäèíàò è èìïóëüñîâ îáåèõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö. Íåðàâåí-

ñòâî (593) îçíà÷àåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà ρ̂(1, 2) ÿâëÿþòñÿ íåîòðè-

öàòåëüíûìè ÷èñëàìè. Â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ñîñòîÿíèå ãèáðèäíîé ñè-

ñòåìû, ñîñòîÿùåé èç êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ïîäñèñòåì, áóäåò çàäàâàòüñÿ ñîâ-

ìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè. Ðàññìîòðèì îïòè÷åñêóþ òîìîãðàì-

ìó ñîñòîÿíèÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû w(X1, X2, θ1, θ2). Òîìîãðàììà ïåðâîé ÷àñòèöû ðàâíà

Ω1(X1, θ1) =
∫
w(X1, X2, θ1, θ2)dX2, òîìîãðàììà âòîðîé ÷àñòèöû èìååò âèä Ω2(X2, θ2) =∫

w(X1, X2, θ1, θ2)dX1. Îáå òîìîãðàììû Ω1(X1, θ1), Ω2(X2, θ2) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü

óñëîâèÿì

1

2π

π∫
0

dθ1

+∞∫
−∞

dη1dX1Ω1(X1, θ1)|η1| exp iη1(X1 − q1 cos θ1 − p1 sin θ1) = f1(q1, p1) ≥ 0

(594)

è

ρ̂(2) =
1

2π

π∫
0

dθ2

+∞∫
−∞

dη2dX2Ω2(X2, θ2)|η2| exp [iη2(X2 − q̂2 cos θ2 − p̂2 sin θ2)] ≥ 0. (595)

Äàííûå óñëîâèÿ îçíà÷àþò, ÷òî èíòåãðàë (594) ïðèâîäèò ê ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

âåðîÿòíîñòè êëàññè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ïåðâîé ÷àñòèöû â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå, à

èíòåãðàë (595) ïðèâîäèò ê îïåðàòîðó ïëîòíîñòè êâàíòîâîãî ñîñòîÿíèÿ âòîðîé ÷àñòè-

öû. Ñîâìåñòíàÿ òîìîãðàììà ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ (591) äëÿ îáåèõ ñòåïåíåé
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ñâîáîäû è íàðóøàòü óñëîâèå (593). Òàêèå òîìîãðàììû îïèñûâàþò ñîñòîÿíèå äâóõ

êëàññè÷åñêèõ ÷àñòèö. Åñëè ñîâìåñòíàÿ òîìîãðàììà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (593) äëÿ

îáåèõ ñòåïåíåé ñâîáîäû è íàðóøàåò óñëîâèå( 591), òî îíà çàäàåò ñîñòîÿíèå äâóõ êâàí-

òîâûõ ÷àñòèö. Ñîâìåñòíàÿ òîìîãðàììà w(X1, X2, θ1, θ2) ìîæåò íàðóøàòü îáà óñëîâèÿ

(591) è (593), â ýòîì ñëó÷àå îíà íå îïèñûâàåò íè êëàññè÷åñêîå, íè êâàíòîâîå ñîñòî-

ÿíèå äâóõ ÷àñòèö. Òàêàÿ òîìîãðàììû íå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ îïèñàíèÿ

ñîñòîÿíèÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ÷àñòèö.

7.2 Êîððåëÿöèÿ êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ

Òîìîãðàììà ãèáðèäíîé ñèñòåìû ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ôàêòîðèçâîàííîé ôîðìå

w(X1, X2, θ1, θ2) = Ω(X1, θ1)Ω2(X2, θ2), (596)

ãäå Ω1(X1, θ1) - êëàññè÷åñêàÿ òîìîãðàììà, à Ω2(X2, θ2) - êâàíòîâàÿ òîìîãðàììà. Òîìî-

ãðàììà (596) ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñòíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè äâóõ ñëó-

÷àéíûõ ïåðåìåííûõ êîîðäèíàò X1 è X2 äëÿ ñèñòåìû, íå ñîäåðæàùåé êîððåëÿöèè

ýòèõ íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîâåäåíèå êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû íå

îêàçûâàåò âëèÿíèå íà ïîâåäåíèå êâàíòîâîé ÷àñòèöû è íàîáîðîò. Ñóùåñòâóþò òàêæå

òîìîãðàììû ñëåäóþùåãî âèäà

w(X1, X1, θ1, θ2) = PΩ1(X1, θ1)Ω2(X2, θ2) + (1− P )Ω̄1(X1, θ1)Ω̄2(X2, θ2), (597)

ãäå 0≤ P≤ 1. Òîìîãðàììà (596) îïèñûâàåò ñîñòîÿíèå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñìåñüþ (âû-

ïóêëîé ñóììîé) äâóõ ñîâìåñòíûõ ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèé âåðîÿòíîñòè (593) áåç êîð-

ðåëÿöèé. Ýòà ñìåñü ïðèâîäèò ê íåíóëåâûì êîððåëÿöèÿì äâóõ ñëó÷àéíûõ êîîðäèíàò.

Êîâàðèàöèÿ äâóõ ñëó÷àéíûõ êîîðäèíàò èìååò âèä

σX1X2 = ⟨X1X2⟩ − ⟨X1⟩⟨X2⟩ =
∫
w(X1, X2, θ1, θ2)X1X2dX1dX2

−
∫
X1w(X1, X2, θ1, θ2)dX1dX2

∫
X2w(X1, X2, θ1, θ2)dX1dX2 =∫

(PΩ1(X1, θ1)Ω2(X2, θ2) + (1− P )Ω̄1(X1, θ1)Ω̄2(X2, θ2))X1X2dX1dX2

−
∫
X1(PΩ1(X1, θ1)Ω2(X2, θ2) + (1− P )Ω̄1(X1, θ1)Ω̄2(X2, θ2))dX1dX2

×
∫
X2(PΩ1(X1, θ1)Ω2(X2, θ2) + (1− P )Ω̄1(X1, θ1)Ω̄2(X2, θ2))dX1dX2, (598)

è îíà íå ðàâíà íóëþ.
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Íàèáîëåå îáùåå âûðàæåíèå äëÿ òîìîãðàììû ñîñòîÿíèÿ ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ïðåä-

ñòàâèìîé â âèäå íàèáîëåå îáùåãî âèäà âûïóêëîé ñóììû òîìîãðàìì áåç êîððåëÿöèé,

èìååò âèä

w(X1, X2, θ1, θ2) =
∑
k

PkΩ
(k)
1 (X1, θ1)Ω

(k)
2 (X2, θ2), (599)

ãäå 0 ≤ Pk ≤ 1 è
∑
k Pk = 1. Ýòà òîìîãðàììà ñîîòâåòñòâóåò êîâàðèàöèè

σX1X2 = ⟨X1X2⟩ − ⟨X1⟩⟨X2⟩ =
∫
w(X1, X2, θ1, θ2)X1X2dX1dX2 −∫

X1w(X1, X2, θ1, θ2)dX1dX2

∫
X2w(X1, X2, θ1, θ2)dX1dX2 =∫

(
∑

PkΩ
(k)
1 (X1, θ1)Ω

(k)
2 (X2, θ2))X1X2dX1dX2

−
∫
X1(

∑
PkΩ

(k)
1 (X1, θ1,Ω

(k)
2 (X2, θ2))dX1dX2

×
∫
X2(

∑
PkΩ

(k)
1 (X1, θ1,Ω

(k)
2 (X2, θ2))dX1dX2 (600)

Ôîðìóëà (599) ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé ãèáðèäíîé

ñèñòåìû. Òîìîãðàììà ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé ïî àíàëîãèè ñ ïåðåïóòàííûìè ñîñòî-

ÿíèÿìè äâóõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû èìååò âèä

went(X1, X2, θ1, θ2) = (1 + µ)
∑
k

PkΩ
(k)
1 (X1, θ1)Ω

(k)
2 (X2, θ2)

−µ
∑
k′
Pk′Ω

(k′)
1 (X1, θ1)Ω

(k′)
2 (X2, θ2) (601)

ãäå µ ≥ 0. Òîìîãðàììà ïåðåïóòàííûõ ñîñòîÿíèé ïî ôîðìå àíàëîãè÷íà ðàñïðåäåëå-

íèþ, çàäàííîìó äâóìÿ ÷èñëàìè z è 1− z, 1 ≥ z ≥ 0, êîòîðîå ïîëó÷åíî êàê ðàçíèöà

z = (1 + µ)x− µy; 1− z = (1 + µ)(1− x)− µ(1− y), 1 ≥ x, y ≥ 0.

Óñëîâèå

y(
µ

1 + µ
) ≤ x ≤ 1 + yµ

µ+ 1

ãàðàíòèðóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, îïðåäåëÿåìàÿ ÷èñëîì z, àíà-

ëîãè÷íà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, çàäàþùåé ïåðåïóòàííîå ñîñòîÿíèå.

7.3 Óðàâíåíèå ýâîëþöèè

Òîìîãðàììà ãèáðèäíîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ýâîëþöèè. Ìû ïðåäëàãà-

åì ñëåäóþùåå óðàâíåíèå, äëÿ ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç äâóõ ÷àñòèö

∂

∂t
w(X1, X2, θ1, θ2, t) = [cos2 θ1

∂

∂θ1
− 1

2
sin 2θ1{1 +X1

∂

∂X1

}]w(X1, X2, θ1, θ2)
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+2[ImU1{q1 → {sin θ1
∂

∂θ1
[
∂

∂X1

]−1 +X1 cos θ1 + i
sin θ1
2

∂

∂X1

}}]w(X1, X2, θ1, θ2)

+[cos2 θ2
∂

∂θ2
− 1

2
sin 2θ2{1 +X2

∂

∂X2

}]w(X1, X2, θ1, θ2) + [
∂

∂q2
U2{q2 → {sin θ2

× ∂

∂θ2
[
∂

∂X2

]−1 +X2 cos θ2 + i
sin θ2
2

∂

∂X2

}}] sin θ2
∂

∂X2

w(X1, X2, θ1, θ2), (602)

ãäå U1 è U2 ïîòåíöèàëüíûå ýíåðãèè êâàíòîâîé è êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû ñîîòâåòñòâåí-

íî.

Äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììû ñîñòîÿíèÿ äâóõ ÷àñòèö w(X1, X2, µ1, µ2, ν1, ν2, t)

óðàâíåíèå ýâîëþöèè (602) èìååò âèä

{ ∂
∂t
− ν1

∂

∂µ1

− ν2
∂

∂µ2

− 1

i
[U1{q1 → (− ∂

∂µ1

(
∂

∂X1

)−1 +
i

2
ν1

∂

∂X1

)} − c.c.]

−[∂U2

∂q2
{q2 → −

∂

∂µ2

(
∂

∂X2

)−1}]ν2
∂

∂X2

}w(X1, X2, µ1, µ2, ν1, ν2, t) = 0. (603)

Îáà óðàâíåíèÿ (602) è (603) ïðèâîäÿò ê êëàññè÷åñêîìó óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ äëÿ

òîìîãðàììû êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû è ê êâàíòîâîìó óðàâíåíèþ ôîí Íåéìàíà äëÿ

òîìîãðàììû êâàíòîâîé ÷àñòèöû. Îáå ýòè òîìîãðàììû ïîëó÷åíû ïóòåì óñðåäíåíèÿ

òîìîãðàììû äâóõ ÷àñòèö ïî êâàíòîâîé ïåðåìåííîé, êîîðäèíàòå X1, èëè ïî êëàññè-

÷åñêîé ïåðåìåííîé, êîîðäèíàòå X2.

Ñ îäíîé ñòîðîíû ïðåäëîæåííûå óðàâíåíèÿ ñîõðàíÿþò â õîäå ýâîëþöèè ôîðìó

òîìîãðàìì, êàê ïðåäñòàâèìûõ â âèäå âûïóêëîé ñóììû òîìîãðàìì áåç êîððåëÿöèé,

òàê è ôîðìó òîìîãðàìì, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåïóòàííûì ñîñòîÿíèÿì. Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû êîððåëÿöèè êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ íàáëþäàåìûõ ïðèñóòñòâóþò â ðåøåíèè

óðàâíåíèé (602), 603).
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8 Çàêëþ÷åíèå

Ïðèâåäåì îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèccåðòàöèîííîé ðàáîòû, îñíîâàííîé íà ìàòåðèàëå

ïóáëèêàöèé [34], [35], [36], [37], [38], [39], [40], [46], [41], [42], [43], [44], [45], [47], [48]. Â

äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äàí îáçîð ñâîéñòâ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà è ïîñòðîåíî òîìî-

ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñîñòîÿíèé êëàññè÷åñêîé ÷àñòèöû ñ ôëóêòóàöèÿìè êîîð-

äèíàòû è èìïóëüñà. Ïîëó÷åíî êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â òîìîãðàôè÷åñêîì

ïðåäñòàâëåíèè äëÿ ìíîãèõ ÷àñòèö è âûïîëíåíà ïðîöåäóðà ðåäóêöèè ýòîãî óðàâíåíèÿ,

àíàëîãè÷íàÿ ïîñòðîåíèþ öåïî÷êè Áîãîëþáîâà. Ðàññìîòðåí ïðîñòåéøèé ïðèìåð ðå-

ëÿòèâèñòñêîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ ñâîáîäíîé ÷àñòèöû â òîìîãðàôè÷åñêîì

ïðåäñòàâëåíèè. Îáñóæäåíû ñâîéñòâà ñåïàðàáåëüíîñòè è çàïóòàííîñòè êâàíòîâûõ ñî-

ñòîÿíèé ÷àñòèö ñî ñïèíîì è èõ êîððåëÿöèîííûõ ñâîéñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì òîìîãðàìì

ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé. Ñôîðìóëèðîâàí êðèòåðèé, ïîçâîëÿþùèé â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

îïðåäåëèòü äëÿ äâóõ êóòðèòîâ, ÿâëÿåòñÿ ëè èõ ñîñòîÿíèå çàïóòàííûì, ÷òî ÿâëÿåòñÿ

àêòóàëüíîé çàäà÷åé â êâàíòîâîé òåîðèè èíôîðìàöèè. Ïîñòðîåííîå â ðàáîòå òîìî-

ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå êèíåòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé

ìåõàíèêå äîïóñêàåò îáîáùåíèå íà êâàíòîâóþ îáëàñòü.

Çàïèñàíû çàâèñÿùèå îò ñîñòîÿíèé ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòåé äëÿ äâóõ ñî-

ñòîÿíèé ôîòîíà â òîìîãðàôè÷åñêîé ôîðìå, ââåäåíû íåêîòîðûå íåðàâåíñòâà, êîòîðûå

ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðîèçâîëüíûå âåêòîðà âå-

ðîÿòíîñòè è òîìîãðàôè÷åñêèå âåêòîðà âåðîÿòíîñòè, îïèñûâàþùèå êâàíòîâûå ñîñòîÿ-

íèÿ êóäèòîâ, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì íà ýíòðîïèþ, ñâÿçàííóþ ñ ýòèìè âåêòîðà-

ìè âåðîÿòíîñòè. Âñå ýòè íåðàâåíñòâà ïîëó÷åíû äëÿ âåêòîðîâ âåðîÿòíîñòè, êîòîðûå

ïðèíàäëåæàò ê ñïåöèàëüíîìó íàáîðó âåêòîðîâ. Âåêòîðà â íàáîðå ïîëó÷åíû èç èñõîä-

íûõ âåêòîðîâ âåðîÿòíîñòè â ðåçóëüòàòå ïðåîáðàçîâàíèÿ, çàäàâàåìîãî áèñòîõàñòè÷å-

ñêèìè ìàòðèöàìè. Ïîëó÷åííûå äëÿ òîìîãðàììû êóäèòíîãî ñîñòîÿíèÿ ñîîòíîøåíèÿ

íåîïðåäåëåííîñòè ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïîëó÷åíî íåñêîëüêî íî-

âûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ýíòðîïèè ñîñòîÿíèé, çàäàííûõ ñïèíîâûìè òîìîãðàììàìè, â òîì

÷èñëå â ñëó÷àå äâóõ÷àñòè÷íîé ñèñòåìû, è â ñëó÷àå ÷àñòèöû ñî ñïèíîì ðàâíûì 3/2.

Ââåäåí òîìîãðàôè÷åñêèé êóìóëÿíò, ÿâëÿþùèéñÿ õàðàêòåðèñòèêîé ñòåïåíè íåãàóñ-

ñîâîñòè ñîñòîÿíèÿ, êîòîðûé ìîæåò áûòü èçìåðåí â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ãîìîäèííîìó

äåòåêòèðîâàíèþ ôîòîíîâ [11].
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Îáñóæäåíî âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ñïèíîâûõ ñîñòîÿíèé, èçó÷åíû ñâîéñòâà

ýíòðîïèè, ñâÿçàííîé ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿòíîñòè, ïîëó÷åíû íîâûå íåðàâåíñòâà

äëÿ ïîëèíîìîâ Ýðìèòà äâóõ ïåðåìåííûõ.

Ïðåäëîæåíî îïèñûâàòü ñîñòîÿíèå ãèáðèäíîé ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç êëàññè÷åñêîé

è êâàíòîâîé ïîäñèñòåì ñîâìåñòíîé òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòåé (ñîâìåñòíîé òîìîãðàììîé), îáñóæäåíû ñâîéñòâà òàêèõ òîìîãðàìì. Ïðåäëî-

æåíî ìîäåëüíîå óðàâíåíèå ýâîëþöèè äëÿ òîìîãðàììû ñîñòîÿíèé ãèáðèäíîé ñèñòåìû.

Ïîêàçàíî, ÷òî óðàâíåíèå ýâîëþöèè ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Ëèóâèëëÿ äëÿ òîìîãðàì-

ìû ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîé ïîäñèñòåìû è ê óðàâíåíèþ ôîí Íåéìàíà äëÿ òîìîãðàì-

ìû ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ïîäñèñòåìû ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî óñðåäíåíèÿ èñõîäíîãî

óðàâíåíèÿ ïî êâàíòîâûì è êëàññè÷åñêèì ñòåïåíÿì ñâîáîäû ñîîòâåòñòâåííî. Ïîêàçà-

íî, ÷òî ïåðåïóòàíííîñòü êâàíòîâûõ è êëàññè÷åñêèõ ïîäñèñòåì â ãèáðèäíîé ñèñòåìå

ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ïóòåì èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ ñóììàðíîé òîìîãðàôè÷åñêîé

âåðîÿòíîñòè äâóõ÷àñòè÷íîé êâàíòîâîêëàññè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïðåäëîæåí ìåòîä ýêñïå-

ðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè ïðèñóòñòâèÿ êëàññè÷åñêîé ìîäû ïóòåì èçó÷åíèÿ ðàñïðåäå-

ëåíèÿ êâàäðàòóðû ïðè ãîìîäèííîì äåòåêòèðîâàíèè. Â ñëó÷àå íàëè÷èÿ êëàññè÷åñêîé

ìîäû ðàñïðåäåëåíèå êâàäðàòóðû ïðè ãîìîäèííîì äåòåêòèðîâàíèè ìîæåò íàðóøàòü

ñîîòíîøåíèÿ íåîïðåäåëåííîñòè. Îòìå÷åíî, ÷òî ïðåäëîæåííûé ôîðìàëèçì îáåñïå÷è-

âàåò ðàñøèðåíèå ãðàíèö îáû÷íîé êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Ïîëîæåíèÿ âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ, âêëþ÷àÿ ðåëÿòèâèñòñêîå, ïîëó÷åíî â òîìîãðà-

ôè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè.

2. Ââåäåí ìåòîä êóáèòíîãî ïîðòðåòà êóäèòíûõ ñîñòîÿíèé äëÿ èçó÷åíèÿ çàïóòàííîñòè

ñîñòîÿíèé ñîñòàâíûõ ñèñòåì êóäèòîâ ñ ïîìîùüþ íàðóøåíèÿ íåðàâåíñòâà Áåëëà.

3. Ïîñòðîåíèå êâàíòîâî-ïîäîáíîé ñõåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì âîëíîâîé ôóíêöèè äëÿ

îïèñàíèÿ ñîñòîÿíèÿ êëàññè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà. Ðàññìîòðåíèå â òîìîãðàôè÷åñêîì

âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êîìáèíèðîâàííîé ñèñòåìû ñ êëàññè÷åñêîé è êâàíòîâîé

ïîäñèñòåìàìè.

4. Ïîëó÷åíèå ôîðìóë äëÿ ñîîòíîøåíèé íåîïðåäåëåííîñòè â òîìîãðàôè÷åñêîì ïðåä-

ñòàâëåíèè, óäîáíîì äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè è ðàññìîòðåíèå èõ ñâÿçè ñ çà-

äà÷åé î ïðîíèöàåìîñòè ïîòåíöèàëüíîãî áàðüåðà.
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5. Íàõîæäåíèå êðèòåðèÿ ãàóññîâîñòè êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé â ôîðìå òîìîãðàôè÷åñêî-

ãî êóìóëÿíòà. Ïîëó÷åíèå íîâûõ íåðàâåíñòâ äëÿ îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ, âñòðå÷à-

þùèõñÿ ïðè âû÷èñëåíèè âåðîÿòíîñòåé êâàíòîâûõ ïåðåõîäîâ.

Ðàáîòà âûïîëíåíà â Ôåäåðàëüíîì ãîñóäàðñòâåííîì áþäæåòíîì ó÷ðåæäåíèè íàó-

êè Ôèçè÷åñêîì èíñòèòóòå èìåíà Ï. Í. Ëåáåäåâà Ðîññèéñêîé Àêàäåìèè Íàóê.

Âûðàæàþ ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ìîåìó íàó÷íîìó ðó-

êîâîäèòåëþ Ìàíüêî Âëàäèìèðó Èâàíîâè÷ó è ðóêîâîäèòåëþ äèïëîìíîé ðàáîòû ïðî-

ôåññîðó ôèçè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà ÌÃÓ Ñàäîâíèêîâó Áîðèñó Èîñèôîâè÷ó. Âûðàæàþ

áëàãîäàðíîñòü ìîèì ñîàâòîðàì Ïèëÿâöó Îëåãó Âàäèìîâè÷ó, Çáîðîâñêîìó Âàäèìó

Ãàðîëüäîâè÷ó è Ìàíüêî Îëüãå Âëàäèìèðîâíå.
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