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Глава 1

Введение

1.1 Рождение частиц во внешних полях и важность учета

взаимодействий

Рождение частиц в сильных внешних полях — важный раздел нестационарной квантовой

теории поля, включающий в себя множество любопытных явлений. Первый пример такого

явления — спотанное рождение электрон-позитронных пар в сильных электрических полях —

был теоретически открыт Джулианом Швингером еще в 1951 году [1]. Впоследствии эффект

Швингера был дополнен не менее знаменитыми эффектами Хокинга [2–4] и Унру [5–7], а так-

же динамическим эффектом Казимира [8–11]. С одной стороны, все перечисленные эффекты

не имеют классических аналогов и отражают наиболее фундаментальные особенности кван-

товой теории поля. С другой стороны, изучение этих особенностей может подсказать путь

к построению более фундаментальной теории, объединяющей квантовые эффекты с клас-

сической теорией гравитации [12–14]. По этой причине интерес к указанным эффектам не

угасает даже спустя десятки лет после их теоретического открытия.

Стандартный взгляд на вышеупомянутые знаменитые эффекты основан на квазикласси-

ческом (древесном) приближении, в котором считается, что взаимодействие между кванто-

выми полями приводит к пренебрежимо малым поправкам. В частности, этот подход подроб-

но изложен в учебниках [15–17]. В этом разделе мы кратко обсудим основные идеи, которые

лежат в основе стандартного подхода и ограничивают область его применимости. Для этого

рассмотрим (d+ 1)-мерное свободное скалярное поле φ на нестационарном фоне:

S0 =

∫
dtddx

√
|g|
[

1

2
gµν∂µφ∂νφ−

m2

2
φ2

]
. (1.1)

В данной модели нестационарность может возникать за счет изменений метрики, массы или
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граничных условий во времени. Как обычно, квантованное поле можно разложить по модам

в формализме вторичного квантования:

φ(t,x) =


∑

n

[
ainn f

in
n (t,x) + h.c.

]
, когда t→ −∞,∑

n [aoutn f outn (t,x) + h.c.] , когда t→ +∞,
(1.2)

где функции f inn , f outn решают свободные уравнения движения, диагонализуют свободный га-

мильтониан в указанных пределах1 и по отдельности образуют полный ортонормированный

базис относительно скалярного произведения Клейна-Гордона:(
f, g
)

= −i
∫

Σ

dΣµ
√
|g|
[
f(t,x)∂µg(t,x)− g(t,x)∂µf(t,x)

]
, (1.3)

где Σ — некоторая пространственноподобная поверхность, на которой заданы начальные

значения мод (поверхность Коши). Простейшим частным случаем Σ является поверхность

t = 0 в метрике Минковского.

Как правило, функции f inn и f outn для краткости называют ин- и аут-модами (в дальней-

шем мы зачастую для краткости также будем опускать индекс “in” в обозначении ин-мод).

Подчеркнем, что во внешних полях уравнения движения могут зависеть от времени, поэто-

му ин- и аут-моды в общем случае не совпадают. Операторы рождения и уничтожения, ainn ,

(ainn )† и aoutn , (aoutn )†, удовлетворяют стандартным коммутационным соотношениям и опреде-

ляют вакуумные состояния, не содержащие частиц в соответствующих пределах (при этом

предполагается, что в указанных пределах внешнее поле выключается). Знак суммы в раз-

ложении (1.2) обозначает суммирование по дискретной и интегрирование по непрерывной

части спектра.

Вычислим число частиц (f outn мод) в теории (1.2). В представлении Гейзенберга это число

определяется следующим выражением:

N free
n = 〈in|(aoutn )†aoutn |in〉 (сумма не подразумевается). (1.4)

Здесь 〈in| · · · |in〉 ≡ tr [ρ0 · · · ] обознает квантовое среднее по некоторому начальному состоя-

нию теории с матрицей плотности ρ0, взятой в начальный момент времени t0. Чаще всего в

качестве начального состояния выбирают тепловое состояние с температурой T , ρ0 = e−H/T ,

или вакуум, ρ0 = |0〉〈0|, где H — начальный гамильтониан, а вакуум определяется как со-

стояние ainn |0〉 = 0 для всех n.
1Подчеркнем, что свободный гамильтониан на нестационарном внешнем фоне не всегда удается свести к

диагональному виду [18–22]. В этом случае понятие частицы становится бессмысленным, а обсуждаемый ква-

зиклассический подход не работает. Вместо этого следует сосредоточиться на вычислении корреляционных

функций, которые всегда имеют прозрачный физический смысл.
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В нестационарной ситуации ин- и аут-моды, а также операторы рождения и уничтоже-

ния связаны обобщенным преобразованием Боголюбова (также известном как каноническое

преобразование):

f outn =
∑
k

[
α∗nkf

in
k − βnk(f ink )∗

]
,

aoutn =
∑
k

[
αnka

in
k + β∗nk(a

in
k )†
]
,

(1.5)

с ненулевыми коэффициентами Боголюбова αnk и βnk. Заметим, что функции f inn и f outn

образуют полный базис, поэтому их вид полностью фиксирует коэффициенты Боголюбова.

Отсюда следует тождество:

N free
n =

∑
k,l

〈in|
[
α∗nk(a

in
k )† + βnka

in
k

] [
αnla

in
l + β∗nl(a

in
l )†
]
|in〉

=
∑
k

|βkn|2 +
∑
k,l

(αknα
∗
ln + βknβ

∗
ln)nkl +

∑
k,l

αknβlnκkl +
∑
k,l

α∗knβ
∗
lnκ∗kl,

(1.6)

где мы ввели краткое обозначение для начальной заселенности квантовых уровней, nkl, и

аномального квантового среднего (плотности скоррелированных пар), κkl:

nkl = 〈in|(ainn )†ainn |in〉, κkl = 〈in|aink ainl |in〉. (1.7)

В гауссовом приближении, то есть в отсутствие взаимодействий и нелинейностей, рож-

дение частиц связано исключительно с перемешиванием положительно- и отрицательно-

частотных мод каноническими преобразованиями (1.5). В простейшем случае, когда началь-

ное квантовое состояние системы близко к вакууму, ainn |in〉 = 0 для всех n, все квантовые

средние зануляются, а выражение (1.6) существенно упрощается:

N free
n ≈

∑
k

|βkn|2. (1.8)

В частности, это тождество приближенно выполняется при низких температурах, когда nkl

экспоненциально подавлено по обратной температуре, а κkl = 0. Следовательно, на древесном

уровне рождение частиц по большей части определяется боголюбовскими коэффициентами

βkn. По этой причине большинство работ, посвященных рождению частиц в сильных внешних

полях (в частности, учебники [15–17]), ограничиваются вычислением боголюбовских коэф-

фициентов и смотрят на равенство (1.8) как на универсальное соотношение, которое описы-

вает лидирующий вклад в число частиц вне зависимости от природы классического фона и

начального состояния квантованного поля.

Тем не менее, свободные системы с квадратичным гамильтонианом являются всего лишь

грубым приближением реальных квантовых систем, в которых частицы склонны распадать-

ся и рассеиваться. Поэтому в реальных системах равенство (1.8) может нарушаться, даже
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если начальные значения квантовых средних очень малы, nkl ≈ 0, κkl ≈ 0. В самом деле,

взаимодействие между частицами может сгенерировать нетривиальные квантовые средние:

nkl(t, t0) = 〈in|U †(t, t0)(aink )†ainl U(t, t0)|in〉 6= 0, (1.9)

κkl(t, t0) = 〈in|U †(t, t0)aink a
in
l U(t, t0)|in〉 6= 0, (1.10)

где U(t, t0) обозначает оператор эволюции в представлении взаимодействия, а t0 и t задают

моменты, до и после которых взаимодействие адиабатически включается и выключается.

Более того, в ряде важных нестационарных систем поправки к древесной заселенности

уровней и/или аномальному квантовому среднему велики даже тогда, когда взаимодействие

между частицами исчезающе мало. Даже если константа взаимодействия стремится к нулю,

λ → 0, на достаточно больших временах эволюции, t → ∞, в таких системах поправки к

nkl и κkl секулярно растут и остаются конечными; другими словами, в n-ом порядке теории

возмущений по λ вклады в квантовые средние выглядят как n
(n)
kl ∼ λntan и κ(n)

kl ∼ λntbn ,

с некоторыми не зависящими от времени степенями 0 < an ≤ n и/или 0 < bn ≤ n. В

частности, подобный секулярный рост был обнаружен в расширяющейся Вселенной [19–29] и

сильных электрических полях [30–32], а также на фоне материи, коллапсирующей в черную

дыру [33]. Во всех этих случаях прейти к свободной теории с помощью наивного предела

λ → 0 нельзя, поэтому приближение (1.8) очевидно неверно. В сущности, это приближение

позволяет увидеть только амплификацию нулевых колебаний, но не изменение начального

состояния системы и соответствующих квантовых средних.

Таким образом, для описания процессов, которые происходят в сильных внешних полях

(и, вообще говоря, не всегда сводятся к рождению частиц) необходимо учесть взаимодей-

ствие между квантовыми полями и оценить, как nkl и κkl ведут себя на больших временах

эволюции. Один из известных способов провести такую оценку — решить систему уравне-

ний Дайсона — Швингера на точные пропагаторы и вершины [34–36], а потом извлечь из их

поведения квантовые средние. Подчеркнем, что сильные внешие поля, вообще говоря, вы-

водят квантовую систему из равновесия, поэтому систему уравнений Дайсона — Швингера

необходимо записывать с помощью диаграммной техники Швингера — Келдыша [37–44]. В

следующих разделах мы обсудим вывод этой техники и способы вычисления пересуммиро-

ванных квантовых средних.
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1.2 Диаграммная техника Швингера — Келдыша

Чтобы проиллюстрировать диаграммную технику Швингера — Келдыша, выведем ее

правила для массивного скалярного поля с квартичным взаимодействием (простейшего обоб-

щения модели (1.1)):

S =

∫
dtddx

√
|g|
[

1

2
gµν∂µφ∂νφ−

m2

2
φ2 − λ

4
φ4

]
. (1.11)

Для определенности будем считать, что взаимодействие адиабатически включается (выклю-

чается) после момента времени t0 (t∞). В частности, такое поведение можно смоделировать,

варьируя константу связи λ(t) = λ
[

1
2

+ 1
2

tanh
(
t−t0
T

)] [
1
2
− 1

2
tanh

(
t−t∞
T

)]
. В представлении

взаимодействия квантовое среднее некоторого оператора Ô (например, оператора, собранно-

го из операторов скалярного поля, Ô = φ̂(t1,x1)φ̂(t2,x2) · · · φ̂(tn,xn)) по начальному состоя-

нию |in〉 определяется следующим выражением [21,22,43–46]:

〈Ô〉(t1, · · · tn) = 〈in|U †(t∞, t0)T
[
Ô0(t1, · · · , tn)U(t∞, t0)

]
|in〉. (1.12)

Здесь T обозначает временное упорядочение (упорядочение во времени в обратном порядке

будем обозначать T ), Ô0 — оператор, проэволюционировавший под действием свободного

гамильтониана Ĥ0, например:

φ̂0(t,x) = U †0(t, t0)φ̂(t0,x)U0(t, t0),

U0(t, t0) = T exp

[
−i
∫ t

t0

dt′
∫
ddx′

√
|g|
(

1

2
gµν∂µφ̂∂νφ̂+

m2

2
φ̂2

)]
,

(1.13)

а U(t, t′) — оператор эволюции в представлении взаимодействия:

U(t, t′) = T exp

[
−iλ

4

∫ t

t′
dt′′
∫
ddx′′

√
|g| φ̂4

0(t′′,x′′)

]
. (1.14)

Здесь φ̂ означает представление оператора поля в виде (1.2). В дальнейшем мы для краткости

будем опускать шляпку и индекс “0” у свободных полей.

Разложим по степеням λ операторы эволюции в квантовом среднем (1.12) и предположим,

что в начальном состоянии системы отсутствуют корреляции между частицами в разных

состояниях (в частности, этому условию удовлетворяют гауссовы начальные состояния). В

этом случае многоточечные корреляторы разбиваются на произведение двухточечных функ-

ций; иными словами, для таких начальных состояний работает теорема Вика [44–49]. Кроме

того, необходимо учитывать, что коррелятор (1.12) содержит как T -упорядоченные, так и

T -упорядоченные слагаемые. Следовательно, в общем случае многоточечные корреляторы
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Рис. 1.1: Пропагаторы и вершины в диаграммной технике Швингера — Келдыша для моде-

ли (1.11). Линии ставятся в соответствие пропагаторам (1.15). Вершина со знаком ± ставится

в соответствие интегрированию ± iλ
4

∫ t∞
t0

dt
∫
ddx
√
|g|.

выражаются через комбинации следующих четырех древесных пропагаторов:

iG−−(t1,x1; t2,x2) ≡ 〈in|T φ(t1,x1)φ(t2,x2)|in〉,

iG++(t1,x1; t2,x2) ≡ 〈in|T φ(t1,x1)φ(t2,x2)|in〉,

iG+−(t1,x1; t2,x2) ≡ 〈in|φ(t1,x1)φ(t2,x2)|in〉,

iG−+(t1,x1; t2,x2) ≡ 〈in|φ(t2,x2)φ(t1,x1)|in〉.

(1.15)

В этих обозначениях знаки “−” и “+” означают, что соответствующие операторы поля при-

шли из разложения оператора U (то есть части, упорядоченной во времени) и U † (то есть

части, упорядоченной во времени в обратном порядке). Аналогично, можно заметить, что n-

ый порядок разложения оператора прямой (обратной) эволюции приписывает соответствую-

щему коррелятору множитель (∓iλ/4)n и интегрирование
∫ t∞
t0

dt
∫
ddx
√
|g|. Таким образом,

пертурбативное разложение коррелятора (1.12) можно представить в виде суммы по всем

возможным диаграммам в диаграммной технике Рис. 1.1. В качестве примера рассмотрим

первый порядок пертурбативного разложения точного пропагатора G̃−−(t1,x1; t2,x2):

iG̃−−12 = 〈in|U †(t∞, t0)T [φ1φ2U(t∞, t0)] |in〉

= 〈in|T φ1φ2|in〉 −
iλ

4

∫ t∞

t0

dt3

∫
ddx3

√
|g|〈in|T φ1φ2φ3φ3φ3φ3|in〉

+
iλ

4

∫ t∞

t0

dt3

∫
ddx3

√
|g|〈in|φ3φ3φ3φ3T φ1φ2|in〉+O(λ2)

= iG−−12 −
iλ

4

∫ t∞

t0

dt3

∫
ddx3

√
|g|
[
3 iG−−12

(
iG−−33

)2
+ 12 iG−−13 iG

−−
33 iG

−−
32

]
+
iλ

4

∫ t∞

t0

dt3

∫
ddx3

√
|g|
[
3 iG−−12

(
iG++

33

)2
+ 12 iG−+

13 iG
++
33 iG

+−
32

]
+O(λ2)

= iG−−12 − 3iλ

∫ t∞

t0

dt3

∫
ddx3

√
|g|
[
iG−−13 iG

−−
33 iG

−−
32 − iG

−+
13 iG

++
33 iG

+−
32

]
+O(λ2),

(1.16)

8



Рис. 1.2: Нулевой и первый порядок разложения точного пропагатора iG̃−−.

который отвечает диаграммам, изображенным на Рис. 1.2. Здесь мы для краткости ввели

обозначение Gij = G(ti,xi; tj,xj), φi = φ(ti,xi).

Обратите внимание, что в первом порядке вакуумные пузыри в точности сократились.

Более того, легко показать, что в диаграммной технике Швингера — Келдыша вакуумные

диаграммы автоматически сокращают друг друга во всех порядках теории возмущений. В

самом деле, такие диаграммы отвечают квантовым средним без вставок внешних полей, то

есть сводятся с отфакторизованным корреляторам вида 〈in|U †(t∞, t0)U(t∞, t0)|in〉 = 1. Сле-

довательно, после суммирования всех вакуумных пузырей должен остаться только исходный

древесный пропагатор. Таким образом, в технике Швингера — Келдыша нужно рассматри-

вать только связные диаграммы без вакуумных пузырей.

Кроме того, отметим, что каждую диаграмму необходимо домножить на комбинаторный

множитель, который возникает из-за того, что свертки внешних полей с разными полями

одной вершины совпадают. Фактически эти множители отражают симметрию диаграммы.

Наконец, покажем, что в стационарном случае техника Швингера — Келдыша воспроиз-

водит стандартную технику Фейнмана. Предположим, что начальное состояние совпадает с

основным состоянием свободного гамильтониана, |in〉 = |0〉. Согласно теореме Гелл-Манна

— Лоу, при адиабатическом включении и выключении возмущения основное состояние тео-

рии в бесконечном прошлом и будущем совпадает с точностью до фазы, если свободный

гамильтониан не зависит от времени, а его спектр ограничен снизу [21,22,45,46,50]:

U(+∞,−∞)|0〉 = eiΦ|0〉, eiΦ = 〈0|U(+∞,−∞)|0〉, (1.17)

где Φ — действительное число. Следовательно, в этом случае квантовое среднее (1.12) можно
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переписать следующим образом:

〈O〉(t1, · · · , tn) = 〈0|U †(+∞,−∞)T [O0(t1, · · · , tn)U(+∞,−∞)] |0〉

=
〈0|T [O0(t1, · · · , tn)U(+∞,−∞)] |0〉

〈0|U(+∞,−∞)|0〉
.

(1.18)

Таким образом, в стационарном случае можно ограничиться вычислением T -упорядоченных

корреляторов. Раскладывая же оператор эволюции и применяя стандартную теорему Ви-

ка [51–54] для T -упорядоченных корреляторов, получаем диаграммную технику Фейнмана.

1.3 Физический смысл пропагаторов

В исходной формулировке техника Швингера — Келдыша, описанная в предыдущем раз-

деле, довольно громоздка и неудобна; в частности, число диаграмм в ней растет как 2n, где

n — число вершин. Более того, вычисления в этой технике производятся не оптимальным

способом: можно заметить, что четыре пропагатора (1.15) на самом деле линейно зависимы:

G−−12 +G++
12 = G+−

12 +G−+
12 . (1.19)

Следовательно, удобно перейти к трем линейно независимым пропагаторам:

iGK
12 =

1

2

(
iG+−

12 + iG−+
12

)
=

1

2

〈
in
∣∣{φ1, φ2}

∣∣in〉,
iGR

12 = iG−−12 − iG−+
12 = θ(t1 − t2)

〈
in
∣∣[φ1, φ2]

∣∣in〉,
iGA

12 = iG−−12 − iG+−
12 = −θ(t2 − t1)

〈
in
∣∣[φ1, φ2]

∣∣in〉.
(1.20)

Эти пропагаторы принятно называть келдышевским, запаздывающим и опережающим, со-

ответственно.

В дальнейшем нас в основном будет интересовать предел, в котором среднее время про-

пагаторов (1.20) уводится в будущую бесконечность, t = t1+t2
2
→ +∞, а разница времен

держится примерно постоянной, |t1 − t2| � t. Дело в том, что в этом пределе (точный) кел-

дышевский пропагатор выражается через начальные моды квантованного поля и (точные)

квантовые средние (1.9) и (1.10):

iGK(t1,x1; t2,x2)
∣∣∣
t1≈t2≈t

≈
∑
p,q

[(
1

2
δp,q + npq(t)

)
fp(t1,x1)f ∗q (t2,x2)

+κpq(t)fp(t1,x1)fq(t2,x2) + h.c.

]
.

(1.21)

Здесь p, q — некоторые квантовые числа (например, импульсы), которые нумеруют ин-моды

fp(t,x).
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Таким образом, точный келдышевский пропагатор содержит информацию о состоянии

системы в произвольный момент времени2. Иными словами, вычисляя келдышевский про-

пагатор в совпадающих точках, можно оценить квантовые средние nkl и κkl, а также число

родившихся частиц (1.6). Примеры подобного вычисления обсуждаются в основном тексте

диссертации (главы 2, 3 и 4). Отметим, что зачастую петлевые поправки к келдышевскому

пропагатору и квантовым средним неограниченно растут с ростом среднего времени t; в этом

случае лидирующие секулярно растущие вклады необходимо пересуммировать.

Кроме того, с помощью точного келдышевского пропагатора можно вычислить непосред-

ственно наблюдаемые величины — например, квантовое среднее потока тензора энергии-

импульса. В частности, для модели (1.11)3:

〈Tµν〉(x) =
〈
in
∣∣∣ 1

2
∂xµφ(x)∂xνφ(x) +

m2

2
φ(x)φ(x)gµν +

λ

4
φ(x)φ(x)φ(x)φ(x)gµν

∣∣∣in〉
= ∂xµ1∂xν2 iG

K(x1, x2)
∣∣∣
x1=x2=x

+
m2

2
iGK(x, x)gµν +

3λ

4
iGK(x, x)iGK(x, x)gµν ,

(1.22)

где мы для краткости использовали 4-вектора: x0 = t и xi = x. Конкретные примеры вы-

числения тензора энергии-импульса (точнее, гамильтониана 〈H〉(t) =
∫
ddx
√
|g| 〈T00(t,x)〉)

для системы связанных осцилляторов и скалярного поля в одномерной резонансной полости

можно найти в разделах 2.1 и 3.2.3 данной диссертации, соответственно. Подчеркнем, что

точный тензор энергии-импульса, как и точный келдышевский пропагатор, в общем случае

зависит от состояния системы и может получать секулярно растущие петлевые поправки.

В то же время, древесные запаздывающий/опережающий пропагаторы не зависят от вы-

бора начального состояния, поскольку коммутатор полей является c-числом (см. определение

пропагаторов (1.20)). Следовательно, для любого начального состояния эти пропагаторы од-

нозначно выражаются через ин-моды:

GR/A(t1,x1; t2,x2) = ±iθ(±t1 ∓ t2)
∑
p

[
fp(t1,x1)f ∗p (t2,x2)− f ∗p (t1,x1)fp(t2,x2)

]
, (1.23)

причем это выражение инвариантно относительно преобразований Боголюбова, то есть не

зависит от выбора базиса мод. Чтобы понять физический смысл этих пропагаторов, рассмот-

рим квазиклассический предел, то есть предположим, что внешние поля медленно меняются

по сравнению с длиной волны квантованных полей: mτext � 1, где τext — характерное время

изменения параметров теории. Делая преобразование Фурье по разнице времен пропагато-
2Также отметим, что древесный келдышевский пропагатор содержит информацию только о начальном

состоянии системы.
3Вообще говоря, в совпадающих точках келдышевский пропагатор и тензор энергии-импульса могут рас-

ходиться. Здесь мы предполагаем, что все подобные расходимости регуляризованы [15].
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ров (1.23), получаем следующие функции:

GR/A(x1,x2, t, ω) =

∫
dω

2π
eiωt12GR/A

(
t+

t12

2
,x1; t− t12

2
,x2

)
, (1.24)

где t = t1+t2
2

и t12 = t1−t2. В указанном приближении полюса этих функций определяют массу

и ширину распада частиц и античастиц [45,46]. Иными словами, в отличие от келдышевского

пропагатора древесный запаздывающий/опережающий пропагаторы содержат информацию

о свойствах частиц, но не о состоянии теории.

Разумеется, к точным запаздывающему/опережающему пропагатору это утверждение

не применимо — даже в квазиклассическом приближении эти пропагаторы начинают зави-

сеть от состояния теории за счет петлевых поправок, содержащих в том числе келдышевский

пропагатор. Тем не менее, в интересующем нас пределе (t→ +∞ и |t12| � t) этими поправка-

ми можно пренебречь. В самом деле, из-за причинности диаграммной техники Швингера —

Келдыша с пропагаторами (1.20) поправки к запаздывающему и опережающему пропагатору

могут идти только от области, зажатой между временами внешних точек. Например, одно-

петлевая поправка к запаздывающему пропагатору в модели (1.11) выглядит следующим

образом:

iG̃R
12 − iGR

12 = −3iλ

∫ t1

t2

dt3

∫
ddx3

√
|g| iGR

13iG
K
33iG

R
32 +O(λ2) = O(λt12), (1.25)

то есть на фоне петлевых поправок к келдышевскому пропагатору, которые могут неограни-

ченно расти вместе со средним временем t� |t12|, эта поправка пренебрежимо мала. Анало-

гичное утверждение можно доказать и для более высоких поправок в произвольной неста-

ционарной теории, последовательно (петля за петлей) доказывая причинность запаздываю-

щего/опережающего пропагаторов и поправок к собственно-энергетической функции [46].

Как бы то ни было, напомним, что нас в первую очередь интересует эволюция квантово-

го состояния теории, которая связана с учетом взаимодействия между полями и проявляет

себя в секулярно растущих петлевых поправках к квантовым средним nkl и κkl, а также

в изменении числа родившихся частиц и потока тензора энергии-импульса. Чтобы просле-

дить эти изменения, достаточно оценить точный келдышевский пропагатор в совпадающих

точках. Следовательно, для этих целей инфракрасными поправками к запаздывающему и

опережающему пропагаторам можно пренебречь. В то же время, мы будем учитывать уль-

трафиолетовые поправки к пропагаторам (1.20), которые вычисляются аналогично ультра-

фиолетовым поправкам в стационарной технике4 и приводят к перенормировке параметров
4При вычислении этих поправок всегда можно выбрать масштаб, на котором характерное расстояние меж-

ду точками (или обратный импульс) пропагатора много меньше характерного времени изменения параметров

теории. Следовательно, в этих вычислениях всегда можно ограничиться квазиклассическим приближением.
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теории (массы, константы связи и т.д.). Иными словами, во всех вычислениях мы будем

предполагать, что параметры теории являются физическими, то есть уже содержат в себе

лидирующие ультрафиолетовые перенормировки от всех петель.

1.4 Интеграл по траекториям нестационарных систем

Более наглядный вывод техники Швингера — Келдыша, позволяющий легко получить

диаграммные правила и переключиться между пропагаторами (1.15) и (1.20), основан на

вычислении корреляционных функций (1.12) с помощью интеграла по траекториям (функ-

ционального интеграла) [40, 46–49]. Как и в разделе 1.2, проиллюстрируем этот вывод на

примере модели (1.1). Прежде всего, рассмотрим производящий функционал этой модели:

Z[J+, J−; ρ0] = tr
[
ρ0T e

i
∫
t,x

(
1
2
∂µφ∂µφ+m2

2
φ2+J+φ

)
T e−i

∫
t,x

(
1
2
∂µφ∂µφ+m2

2
φ2+J−φ

)]
= tr

[
ρ0TCe

−i
∫
C dt
′ ∫ ddx′√|g|( 1

2
∂µφ∂µφ+m2

2
φ2+Jφ

)]
,

(1.26)

где мы явно расписали квантовое среднее по начальному состоянию с матрицей ρ0 и для

краткости ввели обозначение
∫
t,x

=
∫∞
t0
dt′
∫
ddx′

√
|g|. Во второй строке мы ввели келды-

шевский контур C = C− ∪ C+, где C− = [t0 − iε,∞), C+ = (∞, t0 + iε] и ε → +0 (Рис. 1.3),

а также объединили источники для полей, которые сидят на верхней/нижней части кон-

тура (то есть приходят из операторов прямой/обратной эволюции): J(t,x) = J±(t,x), если

t ∈ C±. В дальнейшем мы также будем использовать краткое обозначение для таких полей:

φ±(t,x) = φ(t ± iε,x). Наконец, оператор TC обозначает упорядочивание вдоль контура C;

на нижней части контура этот оператор совпадает со стандартным T -упорядочением, на

верхней части — с T -упорядочением. При этом очевидно, что древесные пропагаторы (1.15)

непосредственно следуют из (1.26) при вариации по соответствующим источникам:

iG±±(t1,x1; t2,x2) =
δ2Z[J+, J−; ρ0]

iδJ±(t1,x1)iδJ±(t2,x2)

∣∣∣∣
J+=J−=0

. (1.27)

Теперь перепишем след (1.26) через интеграл по собственным состояниям оператора поля в

момент времени t0, φ̂±(t0,x)|φ0
±〉 = φ0

±(x)|φ0
±〉:

Z[J+, J−; ρ0] =

∫
Dφ0
−(x)〈φ0

−|ρTCe
−i
∫
C dt
′ ∫ ddx′√|g|( 1

2
∂µφ∂µφ+m2

2
φ2+Jφ

)
|φ0
−〉

=

∫
Dφ0
−(x)

∫
Dφ0

+(x)〈φ0
−|ρ|φ0

+〉〈φ0
+|TCe

−i
∫
C dt
′ ∫ ddx′√|g|( 1

2
∂µφ∂µφ+m2

2
φ2+Jφ

)
|φ0
−〉

=

∫
Dφ0
−(x)

∫
Dφ0

+(x)〈φ0
−|ρ|φ0

+〉︸ ︷︷ ︸
начальные условия

∫
н.у.
Dφ′(t,x)e

−i
∫
C dt
′ ∫ ddx′√|g|( 1

2
∂µφ′∂µφ′−m

2

2
φ2+Jφ′

)
︸ ︷︷ ︸

квантовая динамика

,

(1.28)
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Рис. 1.3: Келдышевский контур C, объединяющий отрезки прямой (C−) и обратной (C+) эво-

люции.

где “н.у.” в последней строке означает, что поле φ′(t,x) удовлетворяет начальным условиям

φ′(t0 − iε,x) = φ0
− и φ′(t0 + iε,x) = φ0

+. Чтобы перейти от первой строки ко второй, мы

вставили в интеграл полный набор состояний поля в момент времени t0: 1 =
∫
Dφ0

+|φ0
+〉〈φ0

+|.

Чтобы перейти от второй строки к третьей, мы разбили контур C на N → ∞ отрезков,

вставили полные наборы состояний поля во всех внутренних точках и взяли интегралы по

импульсам [40,46].

На практике часть функционального интеграла (1.28), которая зависит от начального

состояния, часто включают в начальные условия и для краткости опускают, а поля на прямой

и обратной части контура явным образом разделяют:

Z[J+, J−] =

∫
н.у.
Dφ−(t,x)Dφ+(t,x)eiS0[φ−]−iS0[φ+]+i

∫
t,x(J+φ+−J−φ−), (1.29)

где S0[φ] — обычное действие свободной теории:

S0[φ] =

∫ ∞
t0

dt

∫
ddx
√
|g|
[

1

2
gµν∂µφ∂νφ−

m2

2
φ2

]
. (1.30)

Варьируя производящий функционал по источникам J±, получаем, что в новых обозначе-

ниях пропагаторы (1.15) описывают корреляции между полями на верхней и нижней части

контура C:

iG±±(t1,x1; t2,x2) = 〈φ±(t1,x1)φ±(t2,x2)〉0, (1.31)

где корреляционные функции вычисляются с помощью функционального интеграла на кел-

дышевском контуре:

〈O〉0 =

∫
н.у.
Dφ−Dφ+O e

iS0[φ−]−iS0[φ+]. (1.32)
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В теории со взаимодействием свободное действие в функциональном интеграле (1.32) нужно

заменить на полное действие:

S[φ] =

∫ ∞
t0

dt

∫
ddx
√
|g|
[

1

2
gµν∂µφ∂νφ−

m2

2
φ2 − λ

4
φ4

]
. (1.33)

Раскладывая функциональный интеграл по степеням λ и используя теорему Вика, получа-

ем диаграммную технику (Рис. 1.1). Например, для точного “−−” пропагатора получаем

следующее разложение:

iG̃−−12 = 〈φ−(x1)φ−(x2)〉 =

∫
н.у.
Dφ−Dφ+ φ−(x1)φ−(x2)eiS[φ−]−iS[φ+]

=

∫
н.у.
Dφ−Dφ+ φ−(x1)φ−(x2)

[
1− iλ

4

∫
t,x

φ4
−(x′) +

iλ

4

∫
t,x

φ4
+(x′) + · · ·

]
eiS0[φ−]−iS0[φ+]

= iG−−12 − 3iλ

∫ t∞

t0

dt3

∫
ddx3

√
|g|
[
iG−−13 iG

−−
33 iG

−−
32 − iG−+

13 iG
++
33 iG

+−
32

]
+ · · · ,

(1.34)

которое, разумеется, совпадает с разложением (1.16).

Подчеркнем, что для произвольного начального состояния теорема Вика, вообще говоря,

не работает; в этом случае диаграммную технику Швингера — Келдыша необходимо допол-

нить более сложными корреляционными функциями [44,55,56]. Тем не менее, для гауссовых

начальных состояний (например, вакуумного или теплового состояния) многоточечные кор-

реляции отсутствуют, и диаграммная техника имеет вид (Рис. 1.1) [39–44].

Чтобы получить диаграммную технику на пропагаторы (1.20), имеющие прозрачный фи-

зический смысл, сделаем замену переменных в функциональных интегралах (1.28) и (1.32)

и перейдем от “±” компонент к “классической” и “квантовой” компоненте поля:φcl
φq

 =

1
2

(φ− + φ+)

φ− − φ+

 = R

φ−
φ+

 с матрицей поворота R =

1
2

1
2

1 −1

 . (1.35)

Это тот же самый поворот, который приводит (1.15) к (1.20). При этом стоит учитывать,

что аналогичную замену также нужно сделать в части интеграла, которая содержит началь-

ную матрицу плотности. В результате получим следующее выражение для производящего

функционала [40,47–49] (обратите внимание, что источники для удобства тоже повернуты к

новому базису Jcl = J− − J+, Jq = 1
2
(J− + J+)):

Z[Jcl, Jq; ρ0] =

∫
Dϕ(x)π(x)W [ϕ(x), π(x)]

∫
н.у.
Dφcl(t,x)Dφq(t,x)eiSK [φcl,φq ]−i

∫
t,x(Jclφcl+Jqφq).

(1.36)

Здесь W обозначает функцию Вигнера, которая зависит от состояния системы, а также от

значения поля ϕ(x) и обобщенного импульса π(x) в момент времени t0:

W [ϕ(x), π(x)] =

∫
Dα(x) ei

∫
ddxα(x)π(x)

〈
ϕ(x) +

1

2
α(x)

∣∣∣ρ0

∣∣∣ϕ(x)− 1

2
α(x)

〉
, (1.37)
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Рис. 1.4: Пропагаторы и вершины в диаграммной технике Швингера — Келдыша в моде-

ли (1.11) после келдышевского поворота (1.35). Сплошные линии отвечают классическим

компонентам поля, φcl, пунктирные линии — квантовым компонентам, φq.

SK обозначает так называемое действие Келдыша:

SK [φcl, φq] =

∫ ∞
t0

dt

∫
ddx
√
|g|
[
gµν∂µφcl∂νφq −m2φclφq − λφ3

clφq −
λ

4
φclφ

3
q

]
, (1.38)

а буквы “н.у.” означают, что на классическое поле φcl накладываются начальные условия:

φcl(t0,x) = ϕ(x) и ∂tφcl(t0,x) = π(x) (начальные значения квантового поля φq(t,x) могут

быть произвольными). Полагая λ = 0 и варьируя производящий функционал по источникам,

находим древесный келдышевский, запаздывающий и опережающий пропагаторы, которые

воспроизводят определение (1.20):

iGK(t1,x1; t2,x2) = 〈φcl(t1,x1)φcl(t2,x2)〉0,

iGR(t1,x1; t2,x2) = 〈φcl(t1,x1)φq(t2,x2)〉0,

iGA(t1,x1; t2,x2) = 〈φq(t1,x1)φcl(t2,x2)〉0,

(1.39)

где корреляционные функции вычисляются с помощью функционального интеграла со сво-

бодным келдышевским действием:

〈O〉0 =

∫
н.у.
DφclDφq O eiSK [φcl,φq ]λ=0 . (1.40)

Если же подставить в определение (1.40) полное действие (1.38) и разложиться по степеням

константы связи λ, получим диаграммную технику для вычисления точного келдышевско-

го, запаздывающего и опережающего (а также многоточечных) пропагаторов (Рис. 1.4). В

частности, однопетлевая поправка к запаздывающему пропагатору выглядит следующим об-

разом:
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iG̃R
12 = 〈φcl(x1)φq(x2)〉 =

∫
н.у.
DφclDφq φcl(x1)φq(x2)eiSK [φcl,φq ]

=

∫
н.у.
DφclDφq φcl(x1)φq(x2)

[
1− iλ

∫
t,x

φ3
cl(x

′)φq(x
′)− iλ

4

∫
t,x

φcl(x
′)φ3

q(x
′) + · · ·

]
eiSK [φcl,φq ]λ=0

= iGR
12 − 3iλ

∫ t1

t2

dt3

∫
ddx3

√
|g| iGR

13iG
K
33iG

R
32 + · · · .

(1.41)

Отметим, что корреляции между квантовыми компонентами поля отсутствуют, то есть со-

ответствующая корреляционная функция в точности равна нулю: 〈φq(t1,x1)φq(t2,x2)〉 = 0.

В то же время, корреляции между классическими компонентами поля отличны от нуля и,

более того, содержат информацию о начальном состоянии системы.

1.5 Кинетическое приближение

Как мы уже неоднократно отмечали в предыдущих разделах, в сильных внешних полях

нелинейности системы (то есть взаимодействия) могут приводить к секулярному росту пет-

левых поправок к корреляционным функциям, квантовым средним и другим наблюдаемым

величинам. Очевидно, при наличие подобного секулярного роста не работает ни древесное

(квазиклассическое) приближение, ни пертурбативный подход — поскольку в разложении

корреляционных функций степени малой константы связи умножаются на степени боль-

шого времени эволюции, ограничиться вычислением первых нескольких порядков теории

возмущений не получится. Чтобы ухватить изменение состояния теории и корректно оце-

нить наблюдаемые величины, нужно решить уравнения Дайсона — Швингера, то есть про-

суммировать хотя бы лидирующие секулярные вклады в корреляционные функции. В этом

разделе мы обсудим один из примеров такого суммирования, который имеет простой физи-

ческий смысл, однако работает далеко не для всех нестационарных систем. В частности, он

хорошо работает для сильных электрических полей [31,32] и тяжелых полей в пространстве

де Ситтера [22–27], однако неприменим для суммирования секулярно растущих вкладов для

динамического эффекта Казимира [62] и легких полей в пространстве де Ситтера [28,29].

Как и в предыдущих разделах, рассмотрим нестационарную теорию скалярного поля с

квартичным взаимодействием (1.11) и выпишем уравнения Дайсона — Швингера на двухто-

чечные корреляторы в обозначениях KRA. Поскольку нас интересуют только лидирующие

секулярно растущие вклады, будем работать в пределе λ → 0, T → ∞ и λ2T = const, где T

— среднее время внешних точек корреляционной функции (причины, по которым мы потре-

бовали последнее условие, станут ясны позднее). Как мы обсуждали в разделе 1.3, в этом
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пределе поправками к запаздывающему и опережающему пропагаторам можно пренебречь.

Более того, можно показать, что петлевые поправки к четырехточечным (и другим многото-

чечным) функциям также растут не быстрее чем (λ2T )n; следовательно, в указанном пределе

ими тоже можно пренебречь. В результате от всей системы уравнений Дайсона — Швингера

остается только одно уравнение на келдышевский пропагатор [46]:

G̃K
12 = GK

12 − λ2

∫ ∞
t0

dt3

∫
ddx3

√
|g|
∫ ∞
t0

dt4

∫
ddx4

√
|g|
[
GR

13G̃
K
34G̃

K
34G̃

K
34G

A
42

+3GR
13G

R
34G̃

K
34G̃

K
34G

R
42 + 3G̃K

13G̃
K
34G̃

K
34G

A
34G

A
42

+
3

4
GR

13G
R
34G

R
34G̃

K
34G

A
42 +

3

4
GR

13G̃
K
34G

A
34G

A
34G

A
42

+
1

4
GR

13G
R
34G

R
34G

R
34G̃

K
42 +

1

4
G̃K

13G
A
34G

A
34G

A
34G

A
42

]
,

(1.42)

где мы обозначили “точные”, пересуммированные пропагаторы как G̃K
ab = G̃K(ta,xa; tb,xb), а

древесные — как GK
ab = GK(ta,xa; tb,xb). Теперь подставим в это уравнение келдышевский

пропагатор (1.21), переписанный через квантовые средние, и предположим, что аномальное

квантовое среднее равно нулю5. Кроме того, будем работать в кинетическом приближении,

в котором можно считать, что npq(T ) меняется медленно по сравнению с гармониками. Так-

же мы для простоты рассмотрим плоское пространство-время. В этом случае уравнение на

точный келдышевский пропагатор сводится к следующему уравнению на заселенность кван-

товых уровней [46]:

ñpp′(T ) = npp′(T ) + λ2

∫
t2≤t

dd+1x2

∫
t3≤t

dd+1x3

∫
ddq

(2π)d
ddk

(2π)d

3∏
i=1

ddpi
(2π)d

ddp̃i
(2π)d

fq (x2) f ∗k (x3)×

×

{
3δkp′δpqG

ac
p1p̃1

(x2, x3)Gc
p2p̃2

(x2, x3)Gc
p3p̃3

(x2, x3) + δkp′δpq

3∏
j=1

Gac
pj p̃j

(x2, x3) +

+ [θ (t2 − t3) δkp′ (δpq + 2ñpq) + δqpθ (t3 − t2) (δkp′ + 2ñkp′)]×

×

[
3∏
j=1

Gc
pj p̃j

(x2, x3) + 3Gc
p1p̃1

(x2, x3)Gac
p2p̃2

(x2, x3)Gac
p3p̃3

(x2, x3)

]}
,

(1.43)

где мы ввели обозначения для коммутатора полейGc
ab(x1, x2) = δab [fa(x1)f ∗a (x2)− f ∗a (x1)fa(x2)]

и антикоммутатора Gac
ab(x1, x2) = 1

2
δabfa(x1)f ∗a (x2) + ñabfa(x1)f ∗b (x2) + h.c.. Подставляя в по-

лученное уравнение плоские гармоники (напомним, что в этом разделе мы ограничиваемся

плоским пространством) и пользуясь кинетическим приближением, можно показать, что

интегралы в правой части линейно растут со временем, ñpp′(T )−npp′(T ) ∼ λ2T (по этой при-

чине мы рассматривали предел λ→ 0, T →∞, λ2T = const), а пересуммированное квантовое
5В рассматриваемой модели аномальное квантовое среднее экспоненциально быстро затухает, поэтому на

больших временах эволюции его действительно можно считать нулевым [46,57].
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среднее близко к диагональному виду, ñpp′ ≈ npδpp′ . Наконец, учитывая упомянутые выше

следствия, дифференцируя (1.43) по времени и преобразуя получившееся выражение, полу-

чаем стандартное кинетическое уравнение для бозонов с квартичным взаимодействием [46]:

∂

∂t
ñp(t,x) + v

∂

∂x
ñp(t,x) ≈ λ2

2

∫
ddp1

(2π)d2ω1

∫
ddp2

(2π)d2ω2

∫
ddp3

(2π)d2ω3

δ(d+1) (p+ p1 − p2 − p3)

×
[

(1 + ñp) (1 + ñp1) ñp2ñp3 − ñpñp1 (1 + ñp2) (1 + ñp3)
]
,

(1.44)

где v = ∂ω(p)/∂p — групповая скорость. Первое выражение в квадратных скобках описыва-

ет процессы рассеяния, приносящие частицы в ячейку фазового пространства с импульсом p,

тогда как второе выражение описывает обратные процессы. Аналогичные уравнения также

возникают при суммировании петлевых поправок к корреляционным функциям заряженных

скаляров в сильном электрическом поле [31, 32] и тяжелых скалярных полей в простран-

стве де Ситтера [22–27]. При этом в виду нестационарности указанных систем кинетическое

уравнение также содержит дополнительные члены, описывающие не только рассеяние, но и

рождение частиц внешними полями.

К сожалению, далеко не во всех нестационарных ситуациях систему уравнений Дайсона

— Швингера удается свести к аналогу кинетического уравнения. Основным препятствием

на пути такого сведения, как правило, стоит секулярный рост многоточечных корреляцион-

ных функций, который не позволяет ограничиться уравнением на келдышевский пропага-

тор (1.42). В частности, эта проблема возникает для легких полей в пространстве де Ситтера:

чем меньше становится масса поля, тем более высокие корреляционные функции необходимо

включать в самосогласованную систему уравнений Дайсона — Швингера [28, 29]. К насто-

ящему моменту решить такую систему удалось только для O(N)-симметричной теории в

пределе большого числа полей N →∞ и только для состояния Банча — Дэвиса [58–61]. Ана-

логичные проблемы также возникают и для динамического эффекта Казимира с двумерным

безмассовым скалярным полем [62]. В этом случае n-петлевая поправка к практически лю-

бой многоточечной корреляционной функции растет со средним временем как (λT )n; это не

только не позволяет обрезать систему уравнений Дайсона — Швингера на каком-то конеч-

ном числе внешних точек корреляционной функции, но и в принципе делает невозможным

получение уравнения типа (1.44). Чтобы понять, как изменяется состояние таких систем, и

вычислить для них наблюдаемые величины вроде числа родившихся частиц и потока тензора

энергии-импульса, необходимо разработать альтернативный подход к решению нестационар-

ных уравнений Дайсона — Швингера.
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1.6 Цели и задачи диссертационного исследования

В этой диссертации мы рассмотрим ряд нестационарных систем, в которых эволюцию

квантовых средних нельзя описать с помощью аналога кинетического уравнения (1.44). А

именно, в работе рассматриваются следующие вопросы:

• Разработка способа суммирования поправок в нестационарных системах с некинетиче-

ским поведением петлевых поправок к корреляционным функциям и квантовым сред-

ним.

• Вычисление пересуммированных корреляционных функций, квантовых средних и сред-

ней энергии возбуждений в простейшем примере нестационарной квантовой теории по-

ля — нестационарной квантовой механике.

• Изучение нелинейного скалярного динамического эффекта Казимира на фоне резо-

нансной полости и полупрозрачного зеркала.

• Изучение сильных скалярных полей на примере (0+1) и (1+1)-мерной модели Юкавы.

1.7 Результаты, выносимые на защиту диссертации

• Просуммированы лидирующие секулярно растущие вклады в корреляционные функ-

ции и квантовые средние в нестационарной квантовой механике — системе N связанных

осцилляторов с переменной частотой и O(N)-симметричным квартичным взаимодей-

ствием.

• Суммирование выполнено двумя способами: с помощью эффективного гамильтонинана,

позволяющего оценить квантовые средние в пределе слабых отклонений от стационар-

ности, и с помощью диаграммной техники Швингера — Келдыша в пределе N � 1.

• Показано, что при сильных отклонениях от стационарности (например, при резонанс-

ной накачке энергии) вклад петлевых поправок можно интерпретировать как O(1) до-

полнительных степеней свободы, входящих в выражения для средней энергии и числа

возбуждений осцилляторов.

• Показано, что в скалярном динамическом эффекте Казимира с двумерным безмассо-

вым полем на фоне резонансной полости (двух идеально отражающих зеркал) и полу-

прозрачного зеркала (дельта-функционального барьера) возникают секулярно расту-
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щие петлевые поправки, причем двухпетлевые поправки квадратично растут вместе со

временем эволюции.

• Установлено, что секулярно растущие поправки возникают за счет нарушения кон-

формной инвариантности членом взаимодействия и нарушения закона сохранения энер-

гии из-за неоднородности движения зеркал.

• Показано, что секулярно растущие петлевые поправки могут играть важную роль в

том числе в экспериментах по моделированию динамического эффекта Казимира с

помощью сверхпроводящих квантовых контуров.

• Рассмотрена (0 + 1) и (1 + 1)-мерная теория Юкавы на фоне линейно растущего ска-

лярного поля φcl = Et.

• Для (0 + 1)-мерной теории корреляционные функции полей вычислены точно — в этой

теории многоточечные функции просто распадаются на произведение одноточечных

корреляторов.

• Для (1+1)-мерной теории вычислены точные моды и древесный скалярный ток, а также

петлевые поправки к корреляционным функциям. Показано, что на указанном фоне

корреляционные функции ограничены даже в пределе бесконечно большого времени

эволюции.

• Показано, что выражение для древесного скалярного тока можно обобщить на произ-

вольные сильные скалярные поля, если эти поля достаточно медлено изменяются. Для

этого необходимо рассмотреть эффективное действие теории.

Структура и объем работы

Диссертация состоит из введения (Глава 1), трех глав основного текста (Главы 2–4), за-

ключения (Глава 5) и двух приложений (A и B). Общий объем диссертации составляет 152

страницы, включая 19 рисунков. Список литературы содержит 156 ссылок.

1.8 Содержание диссертации

В главе 2 обсуждается простейший пример нестационарной квантовой теории поля —

система N связанных квантовомеханических осцилляторов с одинаковой частотой, изменя-
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ющейся во времени по некоторому закону, и O(N)-симметричным квартичным взаимодей-

ствием. Поскольку данная система может служить “игрушечной” моделью динамического

эффекта Казимира и легких полей в пространстве де Ситтера, ее изучение помогает лучше

понять динамику полей в указанных сложных ситуациях.

В разделе 2.1 вводятся обозначения и кратко обсуждаются основные подходы, которые

в дальнейшем используются в этой главе. Кроме того, в данном разделе вводится понятие

среднего числа возбуждений, аналогичное среднему числу родившихся частиц в квантовых

теориях более высокой размерности, а также обсуждается связь среднего числа и энергии

возбуждений.

В разделе 2.2 система связанных осцилляторов обсуждается с точки зрения (0 + 1)-

мерной квантовой теории поля — выписываются моды, решающие уравнения движения, и

вычисляются коэффициенты Боголюбова в предположении, что частота осцилляторов слабо

изменяется около некоторого постоянного значения. В частности, показано, что в резонанс-

ном случае боголюбовские коэффициенты экспоненциально растут вместе с продолжитель-

ностью колебаний.

В разделе 2.3 вычисляется эффективный гамильтониан модели в пределе малой кон-

станты связи λ → 0, большого времени эволюции t → ∞ и постоянного произведения

λt = const. Вычислены поправки к частоте и коэффициентам боголюбова, связанные с квад-

ратичной частью члена взаимодействия. При дополнительном условии слабых отклонений от

стационарности приближенно найдены проэволюционировавшая заселенность уровней, ано-

мальное квантовое среднее и среднее число возбуждений. Рассмотрены случаи как большого

числа осцилляторов (N � 1), так и одиночного осциллятора (N = 1).

В разделе 2.4 результаты предыдущего раздела обобщены на произвольные отклонения

от стационарности с помощью диаграммной техники Швингера — Келдыша. Вычислены

лидирующие пересуммированные корреляционные функции и вершины в пределе N → ∞.

Кроме того, оценена сублидирующая поправка к келдышевскому пропагатору и квантовым

средним, пропорциональная 1/N . Показано, что эту поправку можно интерпретировать как

O(1) дополнительных степеней свободы, изменяющих выражения для средней энергии и

числа возбуждений системы.

В главе 3 обсуждаются петлевые поправки в нелинейном динамическом эффекте Кази-

мира с двумерным безмассовым скалярным полем.

В разделе 3.1 перечисляются основные модели, которые будут рассмотрены в этой главе,

и кратко обсуждаются основные результаты.

В разделе 3.2 обсуждается физическая картина динамического эффекта Казимира со

22



скалярным безмассовым полем. Рассмотрен вывод этого эффекта как приближенной модели

электромагнитного поля на фоне релятивистского зеркала или джозефсоновского метама-

териала — квантового контура со вставками сверхпроводящих интерферометров. Оценены

такие физические параметры теории, как характерный масштаб энергий, на котором зеркало

можно считать идеально отражающим, и характерная константа связи теории с квартичным

взаимодействием. Кроме того, обсуждается, как энергия скалярного поля в резонансной по-

лости (энергия Казимира) изменяется в нестационарном случае.

В разделе 3.3 вычисляются двухпетлевые поправки к корреляционным функциям и

квантовым средним скалярного поля на фоне резонансной полости — двух идеально отра-

жающих зеркал. Кратко обсуждается геометрический способ построения мод и связь двух-

петлевых поправок с нарушениями конформной инвариантности и закона сохранения энер-

гии. Рассматриваются случаи одновременных и синхронизированных “сломанных” траекто-

рий зеркал, а также случай резонансных осцилляций с деструктивной интерференцией. Во

всех перечисленных случаях, исключая случай синхронизированных траекторий, петлевые

поправки к квантовым средним квадратично растут со временем эволюции и не сводятся

к диагональному виду. Кроме того, в пределе бесконечно удаленных зеркал воспроизведен

случай одиночного идеального зеркала.

В разделе 3.4 рассматривается случай одиночного полупрозрачного зеркала, смодели-

рованного дельта-функциональным потенциалом. Обсуждается вывод мод скалярного поля

на фоне такого зеркала и приближение, в котором упрощаются коэффициенты прохождения

и отражения. Оцениваются петлевые поправки к квантовым средним, показывается, что эти

поправки квадратично растут вместе со временем эволюции.

В разделе 3.5 петлевые поправки к корреляционным функциям суммируются в прибли-

жении слабых отклонений от стационарности, то есть при условии малой закачки энергии

в систему. Рассматривается случай нелинейной резонансной полости с нелинейностями вида

λφ4 и λ(∂xφ)4; последний случай отвечает эффективной теории, возникающей в джозефсо-

новском метаматериале. С помощью метода, аналогичного методу главы 2, показывается, что

лидирующие секулярно растущие петлевые поправки собираются в осциллирующую функ-

цию, амплитуда которой сравнима с древесным вкладом, а частота определяется константой

связи теории. Оценивается время, на котором петлевые поправки могут проявиться в экс-

периментах по проверке динамического эффекта Казимира с помощью джозефсоновского

метаматериала.

В главе 4 рассматривается нестационарная теория Юкавы в (0 + 1) и (1 + 1)-мерном

пространстве на фоне линейно растущего со временем классического скалярного поля.

23



В разделе 4.1 вводятся обозначения новой главы и кратко обсуждаются основные ре-

зультаты.

В разделе 4.2 обсуждается (0 + 1)-мерный случай на фоне произвольного классиче-

ского скалярного поля (впрочем, в одномерном случае классические уравнения движения

решает только линейно растущее во времени поле). Показывается, что скалярный ток и

фермионные корреляционные функции в этом случае тривиальны. Вычисляются бозонные

корреляционные функции и доказывается, что вне зависимости от состояния теории точные

корреляционные функции расщепляются на произведение одноточечных.

В разделе 4.3 рассматривается (1 + 1)-мерный случай на фоне линейно растущего во

времени скалярного поля. Находятся точные моды с правильным ультрафиолетовым по-

ведением. Вычисляется скалярный ток и петлевые поправки к корреляционным функциям

бозонов и фермионов. Устанавливается, что для обоих типов функций петлевые поправки

отличны от нуля, однако ограничены даже для бесконечно большого времени эволюции. Это

поведение петлевых поправок существенно отличает скалярное поле от сильного электриче-

ского или гравитационного поля.

В разделе 4.4 вычисляется эффективное действие теории и обсуждаются его перенор-

мировки. Показывается, что минимум эффективного потенциала лежит в φ 6= 0. С помощью

результатов этого раздела выражение для скалярного тока обобщается на произвольные

сильные (φ� 1), но медленно изменяющиеся (|/∂φ| � λφ2) поля. Примечательно, что в отли-

чие от сильных электрических и гравитационных полей, эффективное действие скалярного

поля не содержит мнимой части.

В главе 5 (заключении) сформулированы основные результаты диссертации, выноси-

мые на защиту.
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Глава 2

Суммирование петель в квантовой

механике в пределе больших N

2.1 Введение

В этой главе мы рассмотрим один из простейших примеров нестационарной квантовой

системы — системуN связанных квантовомеханических осцилляторов с переменной частотой

и O(N)-симметричным квартичным взаимодействием1:

L =
1

2
φ̇iφ̇i −

ω2(t)

2
φiφi −

λ

4N
(φiφi)

2, (2.1)

где мы предполагаем суммирование по повторяющимся индексам и вводим константу связи

’т Хоофта λ = gN . В бесконечном прошлом и будущем частота осцилляторов стремится к

постоянным (возможно, не совпадающим) значениям, ω(t) → ω± при t → ±∞, а константа

связи адиабатически включается после времени t0. Поскольку множество систем (например,

электромагнитные резонансные полости [70–81] или электрические контуры со вставками

кубитов [82–86]) в некотором приближении сводятся к набору связанных осцилляторов, эта

задача является фундаментальной для исследования неравновесных явлений.

Отметим, что в квантовой механике обычно рассматривают измерения, то есть воздей-

ствуют на систему внешним макроскопическим прибором и измеряют сколлапсировавшее

состояние. Другими словами, обычно рассматривают волновую функцию системы и вычис-
1Отметим, что в последние годы значительный интерес привлекла другая квантовомеханическая модель

с большим числом частиц — так называемая модель Сачдева — Йе — Китаева (SYK) [63–67]; в том числе

недавно было рассмотрено нестационарное обобщение этой модели [68, 69]. Как и в O(N) модели, в модели

SYK в пределе больших N доминирует строго определенный тип диаграмм, что позволяет явно оценить

точные корреляционные функции и наблюдаемые величины.
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ляют вероятности перехода между ее собственными состояниями [87–89]. Тем не менее, в этой

главе мы рассмотрим квантовую механику с точки зрения (0 + 1)-мерной квантовой теории

поля и будем вычислять корреляционные функции скалярных полей φi (то есть координат

осцилляторов). При этом мы будем работать с квази-замкнутой квантовомеханической си-

стемой, в которой взаимодействие со внешним миром моделируется с помощью изменения

частоты (в квантовых теориях поля более высокой размерности этот параметр играет роль

массы).

Аналогично квантовым теориям более высокой размерности, в нестационарной системе

связанных квантовомеханических осцилляторов корреляционные функции получают петле-

вые поправки, степенным образом растущие вместе со временем эволюции системы (анало-

гичные эффекты для одиночного осциллятора были ранее обнаружены в [90]). Более того,

в квантовой механике инфракрасные расходимости оказываются сильнее, чем в квантовых

теориях более высокой размерности [19–33]; это обычная ситуация для маломерных систем.

В результате кинетический подход, обсуждавшийся в разделе 1.5, оказывается неприменим,

и суммирование петлевых поправок необходимо проводить неким иным образом.

В этой главе мы обсудим два подхода, позволяющих пересуммировать лидирующие секу-

лярно растущие вклады в корреляционные функции нестационарной системы N связанных

осцилляторов. Первый подход работает при слабых отклонениях от стационарности, то есть

при небольших нерезонансных модуляциях частоты осцилляторов. В основе этого подхода

лежит тот факт, что в указанном приближении процессы, нарушающие закон сохранения

энергии, подавлены малым параметром нестационарности; в результате поправки к кванто-

вым средним nkl и κkl можно явно вычислить. Второй подход основан на решении системы

уравнений Дайсона — Швингера на пропагаторы и вершины в лидиующем порядке разложе-

ния по 1/N в пределе большого числа осцилляторов, N � 1. Этот подход одинаково хорошо

работает как при малых, так и при больших отклонениях от стационарности. Аналогично

квантовым теориям более высокой размерности, в обоих случаях мы будем работать в преде-

ле малой константы связи и большого времени эволюции, λ→ 0, t→∞, λt = const, который

выделяет лидирующие секулярно растущие вклады в корреляторы и квантовые средние.

Кроме того, отметим, что для системы связанных квантовых осцилляторов можно опре-

делить аналог среднего числа “частиц” (точнее, возбуждений) N , которое вычисляется ана-

логично квантовой теории поля по формуле (1.6):

N /N = |β|2 +
(
|α|2 + |β|2

)
n+ αβκ + α∗β∗κ∗. (2.2)

Здесь мы учли, что нестационарность теории приводит к ненулевым коэффициентам Бого-
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любова α и β (см. раздел 2.2), а пересуммированные квантовые средние имеют диагональный

вид: nij = nδi,j и κij = κδi,j (см. раздел 2.4). Покажем, что выражение (2.2) действительно

имеет смысл среднего числа возбуждений осцилляторов. Для этого воспользуемся выраже-

нием для точного келдышевского пропагатора:

iGK
nk(t1, t2) ≈

[(
1

2
δnk + nnk(t)

)
f inn (t1)

(
f ink (t2)

)∗
+ κnk(t)f inn (t1)f ink (t2) + h.c.

]
, (2.3)

и оценим квантовое среднее проэволюционировавшего гамильтониана взаимодействующей

теории, 〈H〉(t) = 〈in|U †(t, t0)H(t0)U(t, t0)|in〉, в пределе t → +∞. Здесь мы обозначили t =

t1+t2
2

, а квантовые средние nnk(t), κnk(t) определяются выражениями (1.9), (1.10). Прежде

всего, рассмотрим свободный гамильтониан модели (2.1):

〈H0〉(x) =
1

2
∂t1∂t2

N∑
n=1

iGK
nn(t1, t2)

∣∣∣
t1=t2=t

+
ω2(t)

2

N∑
n=1

iGK
nn(t, t) =

=
1

2

N∑
n,k=1

[(
1

2
δnk + nnk

)
ḟ in(t)

(
ḟ in(t)

)∗
+ κnkḟ in(t)ḟ in(t) + h.c.

]
+

+
ω2(t)

2

N∑
n,k=1

[(
1

2
δnk + nnk

)
f in(t)

(
f in(t)

)∗
+ κnkf in(t)f in(t) + h.c.

]
.

(2.4)

Подставляя будущую асимптотику ин-мод (2.10) и удерживая только неосциллирующие вкла-

ды, получаем следующее выражение для гамильтониана:

〈H0〉(x) =
∑
n,k

ω+

[(
1

2
δnk + nnk

)(
|α|2 + |β|2

)
+ αβκnk + α∗β∗κ∗nk

]
=

=
1

2
ω+N + ω+N ,

(2.5)

где N определяется равенством (2.2) и мы использовали свойство коэффициентов Боголю-

бова, |α|2 − |β|2 = 1. Заметим, что слагаемое 1
2
ω+N отвечает энергии нулевых колебаний N

свободных осцилляторов.

Наконец, учтем квартичный член, сдвигающий потенциальную энергию взаимодействия

осцилляторов:

〈H〉 = 〈H0〉+ 〈Hint〉, 〈Hint〉(t) ≡
λ

4N
〈in|φi(t)φi(t)φj(t)φj(t)|in〉. (2.6)

В пределе t→ +∞ этот член также пропорционален N :

〈Hint〉 =
λ

4N
iGK

ii (t, t)iG
K
jj(t, t) +O

(
1

N

)
≈ λN

16ω2
+

(
|α|4 + 4|α|2|β|2 + |β|4

)
+O (1) . (2.7)

Более того, в пределе больших β он пропорционален |β|4 и на первый взгляд превосходит

поправку, возникающую за счет генерации N . Тем не менее, напомним, что мы работаем
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в пределе λ → 0, t → ∞, λt = const. Поскольку вклад Hint пропорционален константе

связи, всегда можно выбрать достаточно малую λ � ω3
+, чтобы этим вкладом можно было

пренебречь.

Таким образом, в рассматриваемом пределе равенство (2.5) приближенно определяет пол-

ный гамильтониан модели (2.1) в бесконечном будущем. Это подтверждает, что при указан-

ных предположениях N играет роль среднего числа возбуждений над вакуумом в полной

взаимодействующей теории. Поскольку эта величина имеет простой физический смысл и

является непосредственно измеримой на практике, мы будем вычислять ее наравне с корре-

ляторами и квантовыми средними nkl и κkl.

2.2 Разложение квантового поля по модам

Рассмотрим систему N связанных квантовомеханических осцилляторов с переменной

частотой и квартичным O(N)-симметричным взаимодействием, описываемую лагранжиа-

ном (2.1). Аналогично теориям более высокой размерности, разложим оператор квантован-

ного скалярного поля (координаты осциллятора) по операторам рождения и уничтожения:

φi(t) = aif(t) + a†if
∗(t). (2.8)

Здесь операторы a†i и ai удовлетворяют стандартным бозонным коммутационным соотноше-

ниям, [ai, a
†
j] = δij, а моды f(t) решают классические уравнения движения:

f̈(t) + ω2(t)f(t) = 0. (2.9)

Поскольку в бесконечном прошлом и будущем частота осцилляторов стремится к постоян-

ным значениям, в этих пределах любое решение уравнения (2.9) может быть представлено

в виде суммы двух осциллирующих экспонент, причем с помощью боголюбовского поворо-

та всегда можно добиться, чтобы в каком-то пределе оставалась только одна экспонента.

Потребуем, чтобы это условие выполнялось в бесконечном прошлом2:

f(t) ≈


1√
2ω−

e−iω−t, при t→ −∞,

α√
2ω+

e−iω+t + β√
2ω+

eiω+t, при t→ +∞,
(2.10)

где комплексные числа α и β удовлетворяют соотношению |α|2 − |β|2 = 1 как следствие

канонических коммутационных соотношений [φi, πi] = [φi, φ̇i] = i. Заметим, что эти числа
2Напомним, что определенные таким образом функции называются ин-модами. Впрочем, в этой главе мы

для краткости не будем писать индекс “in”: f(t) = f in(t).
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фактически играют роль коэффициентов Боголюбова (1.5) между ин- и аут-модами, если

выбрать f out(t) ≈ 1√
2ω+

e−iω+t при t→ +∞. Также заметим, что ин-моды (2.10) диагонализуют

свободный гамильтониан в бесконечном прошлом:

Hfree =
1

2
φ̇iφ̇i +

ω2(t)

2
φiφi ≈ ω−

(
a†iai +

N

2

)
, при t→ −∞. (2.11)

Для простоты в этой главе мы будем считать, что начальное состояние поля совпадало с

основным состоянием этого гамильтониана в бесконечном прошлом, |in〉 = |0〉, ai|0〉 = 0 для

всех i.

Вообще говоря, коэффициенты α и β можно однозначно восстановить по виду функции

ω(t), хотя для произвольных функций эта задача может быть очень сложной. Тем не менее,

при малых вариациях частоты, то есть в случае ω(t) = ω + δω(t) с ω = const and δω(t)� ω,

эта задача существенно упрощается. С одной стороны, в нерезонансном случае коэффициент

β может быть вычислен в борновском приближении [91]:

|β|2 ≈ |β|
2

|α|2
≈
∣∣∣∣∫ ∞
−∞

δω(t)e−2iωtdt

∣∣∣∣2 � 1. (2.12)

Подчеркнем, что при таких вариациях частоты амплитуда отраженной от потенциала волны

много меньше единицы, и подобное поведение можно интерпретировать как следствие адиа-

батической теоремы [90,92,93]. В этом случае система практически не обменивается энергией

с внешним полем, отвечающим за изменение частоты со временем; следовательно, среднее

число и энергия возбуждений осцилляторов малы, Nfree/N = |β|2 � 1. Более того, в следу-

ющем разделе мы покажем, что петлевые поправки к квантовым средним, корреляционным

функциям и средней энергии возбуждений в этом случае дополнительно подавлены малым

параметром β.

В то же время, при неадиабатическом изменении частоты, например, в резонансном слу-

чае ω(t) = ω [1 + 2γ cos(2ωt)], γ � 1, оба коэффициента экспоненциально растут со време-

нем [72,79]:

α = cosh (ωγtR) , β = −i sinh (ωγtR) , (2.13)

где tR — продолжительность резонансных осцилляций. Эти оценки для коэффициентов

легко получить непосредственно из уравнения (2.9), если подставить в него анзац f(t) =

1√
2ω

[α(t)e−iωt + β(t)eiωt] и усреднить равенство по быстрым колебаниям.

При неадиабатическом изменении частоты петлевыми поправками к корреляционным

функциям и наблюдаемым величинам, вообще говоря, пренебречь нельзя, поскольку взаимо-

действие между осцилляторами заметно сдвигает основное состояние системы. В разделе 2.4
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мы покажем, что в этом случае и пересуммированный петлевой вклад, и древесное выраже-

ние для квантовых средних, корреляционных функций и среднего числа возбуждений имеют

одинаковый порядок по β. Впрочем, в модели (2.1) петлевые поправки остаются подавлены

по 1/N .

2.3 Эффективный гамильтониан

2.3.1 Большие N

Воспользуемся асимптотическим поведением функций (2.10), чтобы оценить свободный,

Hfree =
(
|α|2 + |β|2

)
ω+

(
a†iai +

N

2

)
+ αβω+aiai + α∗β∗ω+a

†
ia
†
i , (2.14)

и взаимодействующий,

Hint ≈
λ

16Nω2
+

(
|α|4 + 4|α|2|β|2 + |β|4

) (
a†ia
†
iajaj + 2a†ia

†
jaiaj

)
+

+
3λαβ

4Nω2
+

(
|α|2 + |β|2

)
a†iaiajaj +

3λα2β2

8Nω2
+

aiaiajaj + h.c.+ δHfree,

(2.15)

гамильтонианы в представлении взаимодействия в пределе больших времен эволюции (t →

+∞). Здесь мы явно выделили квадратичную часть взаимодействующего гамильтониана:

δHfree ≈
3λ(N + 2)

8Nω2
+

αβ
(
|α|2 + |β|2

)
aiai +

λ(N + 2)

8Nω2
+

(
|α|4 + 4|α|2|β|2 + |β|4

)(
a†iai +

N

2

)
+ h.c..

(2.16)

Чтобы получить эти выражения, мы подставили в гамильтонианы операторы поля, раз-

ложенные по модам, и пренебрегли быстро осциллирующими членами, которые в пределе

больших времен эволюции дают пренебрежимо малый вклад в корреляционные функции и

среднюю энергию возбуждений. Другими словами, мы удерживали только такие члены, ко-

торые дают лидирующий вклад в оператор
∫ t
t0
Hint(t

′)dt′ в пределе λ→ 0, t→∞, λt = const3.

При этом мы считаем, что коэффициенты Боголюбова перестают изменяться после некото-

рого конечного момента времени t∗, так что λ(t∗− t0)� 1, и для удобства переносим начало

отсчета времени в этот момент, то есть полагаем t∗ = 0.

Отметим, что пренебрежение быстро осциллирующими членами в пределе λ→ 0, t→∞,

λt = const отдаленно напоминает приближение вращающейся волны (RWA) из квантовой

оптики [70,94,95]. Тем не менее, подчеркнем, что в рассматриваемом нами пределе гамильто-

ниан содержит члены с разным числом операторов рождения и уничтожения. Такие вклады
3Эта постоянная имеет размерность длины−2, то есть, λt ∼ ω2

+ при t→∞.
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появляются из-за интерференции положительно- и отрицательно-частотных волн в будущей

асимптотике ин-мод (2.10).

Кроме того, заметим, что квадратичная часть гамильтониана, уравнение (2.16), имеет

такой же вид, что и свободный гамильтониан, а потому ее вклад просто сводится к перенор-

мировке ω+, α и β:

ω+ → ω+ +
λ(N + 2)

4Nω2
+

(
|α|2 + |β|2

)
, α→ α+

λ(N + 2)

8Nω3
+

|β|2α, β → β+
λ(N + 2)

8Nω3
+

|α|2β. (2.17)

Такая перенормировка отвечает суммированию “кактусовых” диаграмм (сравните с разде-

лом 2.4). Подчеркнем, что в общем случае частоту нельзя сдвинуть независимо от α и β

из-за сильной обратной связи, вызванной низкой размерностью системы. Также заметим,

что такая перенормировка предполагает, что исходная константа связи была мала, то есть

λ|β|2 � ω3
+.

Отбрасывая квадратичный и постоянный члены, пренебрегая осцилляциями и расклады-

вая (2.15) до второго порядка по β, находим приближенное выражение для гамильтониана:

Hint ≈
λ

8Nω2
+

a†ia
†
iajaj +

λ

4Nω2
+

a†ia
†
jaiaj +

3λβ

4Nω2
+

a†iaiajaj +
3λβ∗

4Nω2
+

a†ia
†
ia
†
jaj+

+
3λ|β|2

4Nω2
+

a†ia
†
iajaj +

3λ|β|2

2Nω2
+

a†ia
†
jaiaj +

3λβ2

8Nω2
+

aiaiajaj +
3λ(β∗)2

8Nω2
+

a†ia
†
ia
†
ja
†
j +O

(
|β|3
)
.

(2.18)

Учитывая нормально-упорядоченный вид этого выражения, можно возвести его в степень

и оценить, как оператор эволюции действует на начальное вакуумное состояние (напомним,

что мы учитываем только лидирующие секулярно растущие вклады в оператор эволюции в

пределе λ→ 0, t→∞, λt = const):

|Ψ(t)〉 = T e−i
∫ t
t0
Hint(t

′)dt′ |0〉 ≈ e−itHint |0〉 =

= |0〉+ 18
β∗|β|2

N

[
exp

(
−iλt
4ω2

+

)
− 1

]2

a†ia
†
i |0〉+

+
3

4

(β∗)2

N

[
exp

(
−iλt
2ω2

+

)
− 1

]
a†ia
†
ia
†
ja
†
j|0〉+O

(
|β|4
)

+O
(

1

N2

)
.

(2.19)

Лидирующий вклад в это выражение обеспечивают просуммированные степени самого пер-

вого члена гамильтониана (2.18), которые собираются в осциллирующие экспоненты. Вкла-

ды, в которые входит второй член, подавлены степенями 1/N , а вклады всех остальных

членов подавлены степенями β.

Подставляя это выражение в равенства (1.9) и (1.10), находим лидирующую поправку к

начальной заселенности уровней и аномальному квантовому среднему:

nij(t) = 〈Ψ(t)|a†iaj|Ψ(t)〉 =
δij
N
· 72|β|4 sin2

(
λt

4ω2
+

)
+O

(
|β|6
)

+O
(

1

N2

)
, (2.20)

κij(t) = 〈Ψ(t)|aiaj|Ψ(t)〉 =
δij
N
· 36β∗|β|2

[
exp

(
−iλt
4ω2

+

)
− 1

]2

+O
(
|β|4
)

+O
(

1

N2

)
. (2.21)

32



Таким образом, полное число возбуждений системы осцилляторов приобретает следующий

вид:

N =
N∑
i=1

[
|β|2δii +

(
|α|2 + |β|2

)
nii + αβκii + α∗β∗(κii)∗

]
=

= N |β|2 + 36|β|4
[
3 + cos

(
λt

2ω2
+

)
− 4 cos

(
λt

4ω2
+

)]
+O

(
|β|5
)

+O
(

1

N

)
≈

≈ N |β|2 + 108|β|4 +O
(
|β|5
)

+O
(

1

N

)
.

(2.22)

В последней строке мы заменили осциллирующие вклады их средними значениями. Заметим,

что поправка к числу возбуждений в свободной системе всегда не отрицательна, хотя и

обращается в ноль при некоторых значениях t.

Подчеркнем, что оценки этого раздела справедливы только при малых отклонениях от

стационарности, |β| � 1, при которых недиагональные вклады в эффективный гамильтониан

пренебрежимо малы. К сожалению, это приближение не выполняется в наиболее физически

интересном случае резонансных осцилляций (2.13). Чтобы описать этот случай, необходимо

учесть недиагональные вклады и обобщить оценки (2.20), (2.21) и (2.22) на большие β.

Также подчеркнем, что при слабых отклонениях от стационарности, то есть при (прак-

тически) адиабатическом изменении частоты осцилляторов, суммарный вклад петлевых по-

правок в среднюю энергию возбуждений дважды подавлен по сравнению с древесным выра-

жением — как по β � 1, так и по 1/N � 1. При этом отметим, что даже при слабых отклоне-

ниях от стационарности петлевые поправки к корреляционным функциям могут испытывать

нефизический секулярный рост, который убирается незначительным переопределением ваку-

умного состояния, в бесконечном прошлом и будущем воспроизводящим стандартный вакуум

теории. Более подробно причины такого секулярного роста рассмотрены в [90].

Наконец, забегая вперед, отметим, что при слабых отклонениях от стационарности эф-

фективный гамильтониан (2.18) очень похож на эффективный гамильтониан скалярного по-

ля в нелинейной резонансной полости с идеально отражающими стенками (см. раздел 3.5.2).

Следовательно, в этом приближении на систему осцилляторов с переменной частотой (или

просто на одиночный нестационарный осциллятор) можно смотреть как на “игрушечную”

моделью нелинейного динамического эффекта Казимира.

2.3.2 Одиночный осциллятор

Заметим, что для вычислений предыдущего раздела предел большого числа осциллято-

ров, N → ∞, фактически не нужен. Поэтому в этом разделе мы повторим вычисления для
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N = 1 версии модели (2.1), то есть для одиночного нестационарного квартичного осцилля-

тора:

L =
1

2
φ̇2 − ω2(t)

2
φ2 − λ

4
φ4, (2.23)

где ω(t) → ω± при t → ±∞. Подставляя квантованное поле (заметим, что свободные моды

совпадают с модами модели при больших N , поскольку свободные осцилляторы независимы)

в гамильтонианы и рассматривая предел λ → 0, t → ∞, λt = const, получаем следующие

выражения для взаимодействующего гамильтониана:

Hint ≈
3λ (|α|4 + 4|α|2|β|2 + |β|4)

16ω2
+

(
a†
)2
a2 +

3λαβ (|α|2 + |β|2)

4ω2
+

a†a3 +
3λα2β2

8ω2
+

a4 + h.c. ≈

≈ 3λ

16ω2
+

(
a†
)2
a2 +

3λβ

4ω2
+

a†a3 +
9λ|β|2

8ω2
+

(
a†
)2
a2 +

3λβ2

8ω2
+

a4 +O
(
|β|3
)

+ h.c.,

(2.24)

и перенормированных параметров теории:

ω+ → ω+ +
3λ

4ω2
+

(
|α|2 + |β|2

)
, α→ α +

3λ

8ω3
+

|β|2α, β → β +
3λ

8ω3
+

|α|2β. (2.25)

Экспоненциируя гамильтониан (2.24) и удерживая только лидирующие степени по β, полу-

чаем приближенное выражение для проэволюционировавшего квантового состояния:

|Ψ(t)〉 ≈ |0〉+ 2β∗|β|2
[

1

5
exp

(
−9iλt

2ω2
+

)
− 6

5
exp

(
−3iλt

4ω2
+

)
+ 1

] (
a†
)2|0〉+

+
(β∗)2

12

[
exp

(
−9iλt

2ω2
+

)
− 1

] (
a†
)4|0〉+O

(
|β|4
)
.

(2.26)

Это выражение приводит к следующим выражениям для пересуммированных заселенности

уровней и аномального квантового среднего:

n(t) = 〈Ψ(t)|a†a|Ψ(t)〉 ≈ 8

3
|β|4 sin2

(
9λt

4ω2
+

)
+O

(
|β|6
)
, (2.27)

κ(t) = 〈Ψ(t)|aa|Ψ(t)〉 ≈ 4β∗|β|2
[

1

5
exp

(
−9iλt

2ω2
+

)
− 6

5
exp

(
−3iλt

4ω2
+

)
+ 1

]
+O

(
|β|4
)
, (2.28)

а также пересуммированного числа возбуждений осцилляторов:

N = |β|2 +
(
|α|2 + |β|2

)
n+ αβκ + α∗β∗κ∗ =

≈ |β|2 + |β|4
[

28

3
+

4

15
cos

(
9λt

2ω2
+

)
− 48

5
cos

(
3λt

4ω2
+

)]
+O

(
|β|5
)
.

(2.29)

Подчеркнем, что петлевая поправка к числу возбуждений свободной теории всегда поло-

жительна. Также заметим, что полученный результат в общих чертах очень похож на вы-

ражение (2.22) из модели с N осцилляторами, хотя средние значения поправок и формы

осциллирующих кривых в этих моделях отличаются.

34



2.4 Диаграммная техника

Обобщим результаты раздела 2.3.1 на сильные отклонения от стационарности с помощью

диаграммной техники Швингера — Келдыша, обсуждавшейся в разделах 1.2–1.4 главы 1.

Для модели (2.1) келдышевское действие (1.38) приобретает следующий вид (в этой модели

пространственных координат нет):

SK = −
∫ ∞
t0

dt

[
φi,q

(
∂2
t + ω2(t)

)
φi,cl +

λ

N
φi,clφi,clφj,clφj,q +

λ

4N
φi,clφi,qφj,qφj,q

]
(2.30)

Как и в скалярной квантовой теории поля с квартичным взаимодействием, рассмотренной в

главе 1, правила диаграммной техники для модели (2.1) имеют вид (Рис. 1.4) со следующими

древесными пропагаторами:

iGK
0,ij(t1, t2) =

1

2

〈
0
∣∣{φi(t1), φj(t2)

}∣∣0〉 =
1

2
[f(t1)f ∗(t2) + f ∗(t1)f(t2)] δi,j,

iGR
0,ij(t1, t2) = θ(t1 − t2)

〈
0
∣∣[φi(t1), φj(t2)

]∣∣0〉 = θ(t1 − t2) [f(t1)f ∗(t2)− f ∗(t1)f(t2)] δi,j,

iGA
0,ij(t1, t2) = θ(t2 − t1)

〈
0
∣∣[φj(t2), φi(t1)

]∣∣0〉 = θ(t2 − t1) [f ∗(t1)f(t2)− f(t1)f ∗(t2)] δi,j,

(2.31)

где мы для простоты взяли вакуумное начальное состояние.

Напомним, что в пределе t = t1+t2
2
� |t1 − t2| точный келдышевский пропагатор в совпа-

дающих точках выражается через точные квантовые средние:

iGK
ij (t1, t2) = f(t1)f ∗(t2)

(
1

2
δij + nij(t)

)
+ f(t1)f(t2)κij(t) + h.c., (2.32)

где nij и κij вычисляются по формулам (1.9) и (1.10). Следовательно, чтобы оценить эти

квантовые средние и среднюю энергию возбуждений в бесконечном будущем, нам нужно про-

суммировать лидирующие секулярно растущие петлевые поправки к келдышевскому пропа-

гатору. Как и в предыдущих разделах, мы выделяем такие вклады с помощью предела малой

константы связи и большого времени эволюции системы, λ → 0, t → ∞, λt = const. Кроме

того, мы будем рассматривать предел большого числа осцилляторов, N � 1, и вычислим

поправку к келдышевскому пропагатору порядка 1/N .

Прежде всего, рассмотрим диаграммы порядка O(1), которые в O(N) модели разбивают-

ся на два типа [96–98]. Первый тип — так называемые “кактусовые” диаграммы (Рис. 2.1) —

описывают поправки к пропагаторам. Впрочем, в этих диаграммах петлевые поправки ло-

кальны и могут быть легко просуммированы с помощью соответствующих уравнений Дай-

сона — Швингера (уравнение на запаздывающий пропагатор совпадает с уравнением на

опережающий пропагатор):
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Рис. 2.1: Примеры петлевых поправок к келдышевскому пропагатору порядкаO(1). Запазды-

вающий и опережающий пропагатор, а также все внутренние линии указанных пропагаторов,

также получают аналогичные поправки.

G̃R
ij(t1, t2) = GR

0,ij(t1, t2)− iλ

N

∫ ∞
t0

dtGR
0,ik(t1, t)G̃

K
kk(t, t)G̃

R
kj(t, t2),

G̃K
ij (t1, t2) = GK

0,ij(t1, t2)− iλ

N

∫ ∞
t0

dt
[
GR

0,ik(t1, t)G̃
K
kk(t, t)G̃

K
kj(t, t2) +GK

0,ik(t1, t)G̃
K
kk(t, t)G̃

A
kj(t, t2)

]
.

(2.33)

Применяя к этим уравнениям оператор ∂2
t1

+ ω2(t1), подставляя G̃K(t, t) ≡ G̃kk(t, t)/N и

используя свойства древесных пропагаторов, мы легко получаем следующие уравнения на

пересуммированные пропагаторы:[
∂2
t1

+ ω2(t1)
]
G̃R
ij(t1, t2) = −iδ(t1 − t2)− λG̃K(t1, t1)G̃R

ij(t1, t2),[
∂2
t1

+ ω2(t1)
]
G̃K
ij (t1, t2) = 0− λG̃K(t1, t1)G̃K

ij (t1, t2),
(2.34)

которые означают простую перенормировку древесной частоты:

ω2(t)→ ω2(t)+λG̃K(t, t) ≈ ω2
+ +

λ

2ω+

(
|α|2 + |β|2

)
+O(λ2)+O

(
1

N

)
, при t→ +∞. (2.35)

Как и следовало ожидать, этот результат воспроизводит равенство (2.17) в лидирующем

порядке по 1/N и λ. Напомним, что в нестационарной квантовой механике перенормировка

частоты также влечет перенормировку коэффициентов α и β.

Фактически этот результат означает, что “кактусовые” диаграммы можно не учитывать,

если предположить, что мы сразу работаем с перенормированной теорией. Кроме того, он

означает, что петлевые поправки к квантовым средним nij и κij, а также к среднему числу

возбуждений N , возникают только в следующем порядке по 1/N .

Другой тип диаграмм порядкаO(1) — это “пузырьковые” диаграммы, которые описывают

поправки к вершинам (Рис. 2.2). Эти диаграммы также можно просуммировать с помощью
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Рис. 2.2: Петлевые поправки к вершинам порядка O(1). Заметим, что мы включили “одно-

пузырьковую” диаграмму (голую вершину) в определение пересуммированной цепочки пу-

зырьков (серый овал), хотя в уравнении Дайсона — Швингера (2.36) мы предполагали, что

разложение начинается с одного пузырька. Такое обозначение принято, чтобы упростить

Рис. 2.3. Также отметим, что после пересуммирования поправок к вершинам могут возник-

нуть новые типы вершин (например, вершина φi,clφi,clφj,qφj,q), однако они легко сводятся к

диаграммам, изображенным на этом рисунке. На Рис. 2.3 все такие поправки фактически

учтены.

похожих уравнений Дайсона — Швингера:

B̃(t1, t2) = 2GR
0,kl(t1, t2)GK

0,kl(t1, t2)− 2iλ

N

∫ ∞
t0

dt3G
R
0,kl(t1, t3)GK

0,kl(t1, t3)B̃(t3, t2), (2.36)

где B̃(t1, t2) обозначает бесконечную сумму цепочек “пузырьков” с отрезанными внешними

ногами. На Рис. 2.2 такая цепочка обозначается серым овалом4. Обратите внимание, что

уравнение (2.36) содержит комбинаторные множители, отражающие симметрию диаграм-

мы [90].

Уравнение (2.36) удобно решать с помощью следующего анзаца, вдохновленного струк-

турой келдышевского и опережающего пропагаторов:

B̃(t1, t2) = A
(
f ∗(t1)

)2
f 2(t2) +Bf 2(t1)

(
f ∗(t2)

)2
+ Cf 2(t1)f 2(t2) +D

(
f ∗(t1)

)2(
f ∗(t2)

)2
=

=

 f 2(t1)(
f ∗(t1)

)2

†A(t1, t2) D(t1, t2)

C(t1, t2) B(t1, t2)

 f 2(t2)(
f ∗(t2)

)2

 ,
(2.37)

где A, B, C и D — некоторые функции, которые мы скоро вычислим. Во второй строке мы
4Отметим, что такая пересуммированная цепочка фактически отвечает запаздывающему пропагатору

лагранжевых полей σ в модели (2.1) после преобразования Хаббарда — Стратоновича (сравните с [99–105]):

L =
1

2
φ̇iφ̇i −

ω2(t)

2
φiφi −

1√
N
σφiφi +

1

λ
σ2.
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рассматриваем моды в качестве координат векторов, чтобы переписать анзац в виде, более

удобном для дальнейшего анализа. Напомним, что мы рассматриваем предел t1 − t2 � t =

t1+t2
2

и λ→ 0, t→∞, λt = const, чтобы выделить лидирующие секулярно растущие петлевые

вклады.

Подставляя указанный аназац в уравнение (2.36), удерживая только лидирующие неос-

циллирующие члены подынтегрального выражения, отбрасывая внешние вектора и диффе-

ренцируя равенство по t1, получаем следующее матричное дифференциальное уравнение:

d

dt1

A D

C B

 =
δ(t1 − t2)

(2ω+)2

1 0

0 −1

− iλ

(2ω+)2

1 + 6|β|2 + 6|β|4 6α2β2

−6(α∗)2(β∗)2 −1− 6|β|2 − 6|β|4

A D

C B

 .

(2.38)

Решением этого уравнения является матричная экспонента:A D

C B

 =
θ(t12)

(2ω+)2
exp

− iλt12

(2ω+)2

1 + 6|β|2 + 6|β|4 6α2β2

−6(α∗)2(β∗)2 −1− 6|β|2 − 6|β|4

1 0

0 −1

 =

=
θ(t12)

(2ω+)2

cos λRt12

4ω2
+
− i1+6|β|2+6|β|4

R
sin λRt12

4ω2
+

i6α2β2

R
sin λRt12

4ω2
+

i6(α∗)2(β∗)2

R
sin λRt12

4ω2
+

− cos λRt12

4ω2
+
− i1+6|β|2+6|β|4

R
sin λRt12

4ω2
+

 ,

(2.39)

где мы ввели краткое обозначение для разницы времен, t12 ≡ t1 − t2, и положительного

собственного значения производящей матрицы:

R ≡
√

1 + 12|β|2 + 12|β|4. (2.40)

Заметим, что при слабых отклонениях от стационарности, |β| � 1, производящая матрица

близка к диагональной. Это связано с тем, что в этом пределе лидирующий вклад в “пузырь-

ковые” диаграммы связан с диагональной частью эффективного гамильтониана (2.15).

Наконец, оценим сублидирующие, порядка O(1/N), поправки к келдышевскому пропага-

тору. Подставляя пересуммированные “пузырьковые” диаграммы в двухпетлевую поправку к

келдышевскому пропагатору (Рис. 2.3) и проделывая утомительные, однако прямолинейные

вычисления, получаем поправку к келдышевскому пропагатору вида (2.32) со следующими

квантовыми средними:

nij =
δij
N
· 72
|α|4|β|4

R2
sin2

(
λt

4ω2
+

R

)
+O

(
1

N

)
, (2.41)

κij =
δij
N
· 36

α∗β∗|α|2|β|2 (|α|2 + |β|2)

R2

[
1 + 6|β|2 + 6|β|4

R2
cos

(
λt

2ω2
+

R

)
− i

R
sin

(
λt

2ω2
+

)
−

− 2

R2
cos

(
λt

4ω2
+

R

)
+

2i

R
sin

(
λt

4ω2
+

R

)
+

1− 6|β|2 − 6|β|4

R2

]
+O

(
1

N

)
.

(2.42)

38



Рис. 2.3: Петлевые поправки к келдышевскому пропагатору порядка O(1/N) и соответствую-

щие комбинаторные множители. Серые овалы отвечают пересуммированным цепочкам “пу-

зырьков” с Рис. 2.2. Жирная сплошная линия в диаграмме (h) обозначают сумму диаграмм

(a)-(g). Для каждой диаграммы, изображенной на рисунке, также существует аналогичная

сопряженная диаграмма.

Подчеркнем, что оба квантовых средних конечны даже при очень больших временах эволю-

ции, хотя каждый член их разложения по λ секулярно растет и стремится к бесконечности

в пределе t → ∞. Кроме того, оба средних подавлены по 1/N по сравнению с древесным

вкладом в (2.32).

При малых β равенства (2.41) и (2.42) очевидно воспроизводят выражения (2.20) и (2.21),

полученные в разделе 2.3.1. В то же время, в отличие от результатов раздела 2.3.1, эти

равенства также справедливы при больших β. Более того, на первый взгляд лидирующие

вклады в nij и κij доминируют при больших β; например, в резонансном случае (2.13) они

экспоненциально растут вместе с продолжительностью осцилляций:

nij =
δij
N
· 3

4
e4γω+tR sin2

(
λt
√

3

8ω2
+

e2γω+tR

)
+O

(
e2γω+tR

)
+O

(
1

N

)
,

κij =
δij
N
· 3i

4
e4γω+tR sin2

(
λt
√

3

8ω2
+

e2γω+tR

)
+O

(
e2γω+tR

)
+O

(
1

N

)
,

(2.43)

и превосходят древесные вклады в келдышевский пропагатор при достаточно большой про-

должительности резонансных осцилляций, tR � logN
4γω+

(напомним, что продолжительность

осцилляций tR не следует путать со временем эволюции t, для которого мы вычисляем пет-

левые поправки и которое много больше tR). Впрочем, после подстановки квантовых средних
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в келдышевский пропагатор (2.32) лидирующие вклады (2.43) сокращают друг друга:

iGK
ij (t1, t2) =

[
1

2
+

1

N

288|α|4|β|4

R4
sin4

(
λt

8ω2
+

R

)] (
|α|2 + |β|2

)
δij
e−iω+(t1−t2)

2ω+

+

+

[
1 +

1

N

36|α|2|β|2

R3

(
1

R
+

1 + 8|α|2|β|2

R
cos

(
λt

2ω2
+

R

)
− i
(
|α|2 + |β|2

)
sin

(
λt

2ω2
+

R

)
−

− 2

(
|α|2 + |β|2

)2

R
cos

(
λt

4ω2
+

R

)
+ 2i

(
|α|2 + |β|2

)
sin

(
λt

4ω2
+

R

))]
αβ∗δij

e−iω+(t1+t2)

2ω+

+

+ h.c.+O
(

1

N

)
.

(2.44)

Как следствие, эти вклады также сокращаются в выражении для среднего числа возбужде-

ний:

N = N |β|2 + 36
|α|4|β|4 (|α|2 + |β|2)

R4

[
3 + cos

(
λt

2ω2
+

R

)
− 4 cos

(
λt

4ω2
+

R

)]
+O

(
1

N

)
. (2.45)

Такое сокращение отдаленно напоминает сокращение лидирующих двухпетлевых поправок

к келдышевскому пропагатору легких скалярных полей в пространстве де Ситтера [26,28].

Как бы то ни было, заметим, что плотность уровней и аномальное квантовое среднее нель-

зя непосредственно измерить, хотя их и можно извлечь из измеримых величин (например,

средней энергии или числа возбуждений). В свою очередь, непосредственно измеримые вели-

чины можно получить из пересуммированного келдышевского пропагатора (пример такого

вычисления можно найти в разделе 2.1). Как было показано в (2.44), в этом пропагаторе

лидирующие вклады в nkl и κkl, которые на первый взгляд доминируют над древесными

выражениями, сокращаются после явной подстановки ин-мод. Следовательно, кажущееся

усиление квантовых средних (2.43) за счет больших степеней |β| не может непосредственно

наблюдаться и потому является нефизическим.

Таким образом, в сильно нестационарном случае, |β| � 1, вклад петлевых поправок про-

порционален той же степени β, что и древесный вклад, однако подавлен по 1/N :

N (t) = N |β|2 +
1

2
|β|2

[
3 + cos

(
λt

ω2
+

|β|2
√

3

)
− 4 cos

(
λt

2ω2
+

|β|2
√

3

)]
+O

(
|β|0
)

+O
(

1

N

)
≈

≈ N |β|2 +
3

2
|β|2 +O

(
|β|0
)

+O
(

1

N

)
.

(2.46)

В последнем равенстве мы пренебрегли быстро осциллирующими вкладами. Поскольку ча-

стота этих осцилляций быстро растет вместе с β, на практике петлевой вклад будет быстро

усредняться, и увидеть отклонения от среднего значения будет сложно.

Отметим, что в резонансном случае (2.13) и древесный, и петлевой вклад экспоненциаль-

но растут вместе с продолжительностью осцилляций tR. Основным источником этого роста
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является перемешивание положительно- и отрицательно-частотных мод, которое описыва-

ется коэффициентом Боголюбова β (напомним, что в резонансном случае α ∼ β ∼ eωγtR).

Другими словами, этот рост связан с вариацией частоты и потому присутствует уже на дре-

весном уровне. Помимо этого, взаимодействие между осцилляторами генерирует ненулевые

квантовые средние nij и κij, лидирующий физический вклад в которые прямо пропорцио-

нален |β|0 и обратно пропорционален N . В результате оказывается, что петлевые поправки

модифицируют префактор экспоненциального роста по tR, но качественное поведение числа

и энергии возбуждений в среднем остается прежним.

Грубо говоря, вклад петлевых поправок можно интерпретировать как O(1) дополнитель-

ных степеней свободы, N → N + 3
2
, которые проявляются при измерении среднего числа

и энергии возбуждений во взаимодействующей системе спустя большое время после пре-

кращения резонансных осцилляций (то есть накачки энергии). При этом подчеркнем, что

полученный вклад связан с изменением состояния системы, вызванным взаимодействием

между осцилляторами.

Наконец, напомним, что этот результат был получен в пределе малой константы связи

λ� ω3
+, и большого времени эволюции, ω2

+/λ� t� ω5
+/λ

2.
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Глава 3

Динамический эффект Казимира

3.1 Введение

Теоретически предсказано, что ускоренное зеркало способно рождать частицы (то есть

излучать) за счет возбуждения флуктуаций вездесущих квантовых полей. Впервые этот эф-

фект был теоретически выведен около пятидесяти лет назад Дж. Т. Муром [8] и впослед-

ствии стал широко известен под названием динамического (или нестационарного) эффекта

Казимира [8–11, 79–82]. С одной стороны, физика динамического эффекта Казимира очень

напоминает другие знаменитые нестационарные эффекты, такие как эффект Хокинга [2–4]

и Унру [5–7]. В сущности, все эти эффекты связаны с изменением квантового состояния си-

стемы из-за взаимодействия с сильными внешними полями; единственное отличие — разная

природа взаимодействий и внешних полей. С другой стороны, динамический эффект Кази-

мира гораздо легче поддается теоретическим и экспериментальным исследованиям (краткую

выжимку подходов и экспериментов, использовавшихся для изучения этого эффекта, можно

найти в обзорах [80–82]). В частности, около десяти лет назад динамический эффект Кази-

мира удалось смоделировать и экспериментально измерить с помощью массива сверхпрово-

дящих квантовых интерферометров [82–86]. Указанные свойства превращают динамический

эффект Казимира в идеальную модель для изучения нестационарной квантовой теории поля.

В основном исследования динамического эффекта Казимира, включая эксперименталь-

ные реализации, ограничиваются упрощенной двумерной моделью, которая описывает сво-

бодное скалярное поле с идеально отражающими граничными условиями (здесь мы полагаем

~ = c = 1): (
∂2
t − ∂2

x

)
φ(t, x) = 0, φ[t, L(t)] = φ[t, R(t)] = 0, (3.1)

где траектории зеркал, L(t) и R(t), стационарны в асимптотическом прошлом и будущем, то
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есть L(t) ≈ L± + β±t и R(t) ≈ L± + Λ± + β±t при t → ±∞. Здесь Λ± > 0 — это расстояния

между зеркалами, а β± — их скорости в соответствующих пределах (в лабораторной систе-

ме отсчета). Для физически осмысленных траекторий зеркал скорость всегда должна быть

меньше скорости света, L(t) < R(t), и |L̇(t)| < 1, |Ṙ(t)| < 1 для всех t. Как правило, для

удобства также делают лоренцевский буст, сдвигают начало координат и без ограничения

общности работают в системе отсчета с L(t < 0) = 0, R(t < 0) = Λ−. Примеры подходов,

с помощью которых можно оценить число частиц, рождающихся в модели (3.1), приводят-

ся в работах [79, 106–118]; обобщение (3.1) на полупрозрачные зеркала было рассмотрено,

например, в [119–122].

Подчеркнем, что во всех перечисленных работах исследователи пренерегают взаимодей-

ствием между квантовыми полями, то есть рассматривают только квазиклассические (дре-

весные) вклады в число родившихся частиц. В то же время, недавно было показано, что

это приближение не совсем правомерно — как и в ряде других нестационарных систем, в

динамическом эффекте Казимира наблюдается секулярный рост петлевых поправок к кван-

товым средним, числу родившихся частиц, корреляционным функциям и потоку тензора

энергии-импульса [62]. При этом в работе [62] был рассмотрен только случай одиночного

идеально отражающего зеркала1 и вычислены только двухпетлевые поправки. Физически

более интересный случай резонансной полости (квантовой теории поля, зажатой между дву-

мя зеркалами), а также влияние полупрозрачности зеркала на петлевые поправки в этой

работе не исследовались. Более того, очевидно, что для учета взаимодействия установить

секулярный рост нескольких петлевых поправок недостаточно, поскольку более высокие по-

правки имеют тот же порядок для достаточно большого времени эволюции; вместо этого

необходимо просуммировать хотя бы лидирующие секулярные вклады из всех порядков тео-

рии возмущений.
1Отметим кстати, что модель безмассового скалярного поля на фоне одиночного зеркала, рассмотренная в

работе [62], не имеет естественного инфракрасного обрезания. Из-за этого нельзя явно отделить физический

секулярный рост и стандартные инфракрасные расходимости петлевых интегралов. В самом деле, подобные

инфракрасные расходимости возникают даже в чисто стационарной теории на малых временах эволюции

(см. приложение A). В разделе 3.3 мы регуляризуем инфракрасные расходимости, переходя от одиночного

зеркала к резонансной полости конечной ширины, то есть рассматривая систему двух идеальных зеркал,

расположенных на конечном расстоянии друг от друга. Другой способ регуляризации инфракрасных расхо-

димостей, рассмотренный в [123], заключается во введении конечной физической массы свободного поля. К

сожалению, уравнения движения массивного поля на фоне неоднородно движущегося зеркала оказываются

слишком сложными, в результате чего явно их решить не удается. В результате найти моды свободного кван-

тованного поля и аналитически вычислить петлевые поправки к npq и κpq в этом случае также невозможно.
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В этой главе мы ответим на вопросы, поставленные в предыдущем абзаце. Для простоты

будем рассматривать скалярный динамический эффект Казимира, то есть различные обоб-

щения модели (3.1). Во-первых, мы рассмотрим модель резонансной полости, ограниченной

двумя идеально отражающими зеркалами:

(
∂2
t − ∂2

x

)
φ = 0, φ [t, L(t)] = φ [t, R(t)] = 0. (3.2)

В отличие от модели с одним зеркалом, в этой модели присутствует естественный инфра-

красный масштаб (расстояние между зеркалами), что упрощает анализ секулярно растущих

петлевых поправок. Как и в случае одиночного зеркала, для этой модели мы вычислим двух-

петлевые поправки к корреляционным функциям и квантовым средним.

Во-вторых, мы вычислим двухпетлевые поправки для одиночного полупрозрачного зер-

кала, смоделированного дельта-функциональным барьером:[
∂2
t − ∂2

x + αδ

(
x− x(t)√
1− ẋ2(t)

)]
φ(t, x) = 0, (3.3)

и подтвердим, что полупрозрачность зеркала слабо сказывается на петлевых поправках. Это

связано с тем, что высокочастотные виртуальные кванты практически не влияют на секу-

лярный рост петлевых поправок, тогда как при низких энергиях зеркало можно считать

практически идеальным.

Наконец, мы просуммируем лидирующие секулярно растущие петлевые поправки к кор-

реляционным функциям полей в одномерной идеальной резонансной полости при слабых

отклонениях от стационарности, то есть для небольшого числа родившихся частиц. Для это-

го мы воспользуемся методами предыдущей главы. Для наглядности мы в основном будем

рассматривать модель с квартичным потенциалом:

(
∂2
t − ∂2

x

)
φ(t, x) = λφ3(t, x), φ[t, L(t)] = φ[t, R(t)] = 0. (3.4)

Кроме того, мы также просуммируем петлевые поправки для другой, физически более осмыс-

ленной, модели, которая возникает как эффективная теория квантованных колебаний элек-

трического контура со вставками СКВИДов (сверхпроводящих квантовых интерферомет-

ров) [86]: [
1

v2(t, x)
∂2
t − ∂2

x

]
φ(t, x) = −λ∂x [∂xφ(t, x)]3 , φ(t, 0) = φ(t,Λ) = 0. (3.5)

При малых отклонениях от стационарности обе этих модели очень похожи, и в обоих случаях

петлевые поправки к квантовым средним и числу родившихся частиц оказываются сравнимы

с древесными (квазиклассическими) величинами.
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3.2 Физическая картина скалярного динамического эф-

фекта Казимира

3.2.1 Редукция электромагнитного поля

Для дальнейших целей будет полезно держать в уме, как модель скалярного динамиче-

ский эффекта Казимира (и ее нелинейные обобщения) возникает на практике. Прежде всего,

рассмотрим естественную модель динамического эффекта Казимира — электромагнитное по-

ле, взаимодействующее с тонким слоем холодной электронной плазмы. Фиксируя калибровку

Лоренца и пренебрегая поперечными эффектами2, получим следующее уравнение движения

на поперечную компоненту векторного потенциала Az(t, x) [124,125]:

∂2Az(t, x)

∂t2
− c2∂

2Az(t, x)

∂x2
+
ω2
pe(t, x)

γ(t, x)
Az(t, x) = 0, ω2

pe(t, x) =
4πe2n(t, x)

me

. (3.6)

Здесь c — скорость света, ωpe — частота Ленгмюра, e и me — заряд и масса электрона,

n(t, x) — функция плотности распределения электронов, а γ(t, x) — Лоренц-фактор плаз-

менного слоя. Для определенности мы пренебрегли изменением формы плазменного слоя и

предположили, что слой движется как целое вдоль оси X, так что функция x = x(t) опи-

сывает его положение в момент времени t. Приближая плотность распределения электронов

дельта-функцией Дирака, n(t, x) = n0lδ [x− x(t)], где n0 — средняя электронная плотность

и l — толщина плазменного слоя, получим следующее уравнение движения для двумерного

безмассового скалярного поля:[
∂2

∂t2
− c2 ∂

2

∂x2
− α

γ(t, x)
δ [x− x(t)]

]
φ(t, x) = 0, (3.7)

где φ(t, x) = Az(t, x)
√
S⊥, α = 4πe2n0l/me и S⊥ — площадь поперечного сечения плазмен-

ного слоя (этот множитель не входит в уравнения движения, но необходим для правильной

размерности скалярного поля). В качестве грубого приближения можно положить l ∼ c/ωpe,

что приводит к оценке α ∼ cωpe. Для типичного металлического зеркала частота Ленгмю-

ра составляет порядка ωpe ∼ 1016 с−1, то есть α/c2 ∼ 105 см−1. На практике такое зеркало

также может сформироваться в процессе опрокидывания плазменных кильватерных волн

(так называемое релятивистское летящее зеркало); типичные параметры такого зеркала со-

ставляют n0 ∼ 1017 см−3 и l ∼ 10−2 см, и в этом случае коэффициент полупрозрачности
2То есть пренебрегая взаимодействием между поперечными и продольными модами и полагая нулевым

импульс поперечных колебаний, k⊥ = 0. Если не накладывать последнего условия, то получим теорию мас-

сивного скалярного поля с массой m2 = k2⊥, которая существенно сложнее безмассовой теории из-за отсут-

ствия конформной симметрии.
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зеркала в модели (3.7) можно оценить как α/c2 ∼ 104 см−1 (см. [124,126]). Еще один пример

моделирования эффективной теории (3.7) с быстро движущимся зеркалом основан на встав-

ке одиночного СКВИДа в конец копланарного волновода; для таких зеркал коэффициент

полупрозрачности составляет примерно α/c2 ∼ 10 см−1 [82–85].

Заметим, что в пределе α→∞ уравнение (3.7) воспроизводит случай идеального зеркала:[
∂2

∂t2
− c2 ∂

2

∂x2

]
φ(t, x) = 0, φ [t, x(t)] = 0. (3.8)

Более того, коэффициент пропускания неидеального зеркала пропорционален ω/α, если ω �

α, где ω — частота падающей волны. Вывод этого соотношения можно найти в разделе 3.4.1.

Следовательно, на таких частотах зеркало можно считать практически идеальным и рабо-

тать с моделью (3.8) вместо более точной модели (3.7). На практике это означает, что зеркала

можно считать идеальными при частотах ниже 1014 Гц (а в экспериментах со СКВИДами —

на частотах ниже 1010 Гц).

Наконец, напомним, что мы будем рассматривать нелинейные обобщения моделей (3.7)

и (3.8). В качестве простейшего естественного обобщения мы выбираем стандартное для

скалярных полей квартичное взаимодействие вида λφ4. С одной стороны, подобные нели-

нейности можно создать на практике, заполнив пространство (если речь идет о полости

с идеально отражающими стенками, то достаточно заполнить ее внутренность) средой с

нелинейной диэлектрической проницаемостью. С другой стороны, с точки зрения квантовой

электродинамики вакуум также является нелинейной средой, хотя эту нелинейность при су-

ществующих энергиях измерить практически невозможно; с этой точки зрения квартичное

взаимодействие между модами возникает за счет обмена виртуальными фермионами в эф-

фективной теории [1,127]. В экспериментах по моделированию модели (3.8) с помощью сверх-

проводящих квантовых контуров нелинейности также эффективно возникают при вставке

промежуточных СКВИДов в копланарный волновод [84, 128–133]. Этот случай мы обсудим

более подробно в следующем разделе.

3.2.2 Джозефсоновский метаматериал

Следуя [133] и [86], выпишем гамильтониан так называемого квантового джозефсонов-

ского метаматериала и покажем, что уравнения движения в этом случае совпадают с урав-

нениями движения для нелинейного скалярного динамического эффекта Казимира (3.5).

Фактически джозефсоновский метаматериал — это массив последовательно соединенных и

заземленных СКВИДов, каждый из которых состоит из двух джозефсоновских переходов

(Рис. 3.1):
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Рис. 3.1: Схематичное изображение джозефсоновского метаматериала [86], который модели-

рует динамический эффект Казимира в резонансной полости с переменной скоростью света.

Квадрат с крестом обозначает джозефсоновский переход.

HJM =
N∑
n=1

{
1

2C0

Q2
n + EJ(Φext)− EJ(Φext) cos

[
2π

Φ0

(Φn − Φn−1)

]}
. (3.9)

Здесь Φn(t) =
∫ t
−∞ Vn(t′)dt′ — электрический поток, связанный с n-ым узлом, Qn — заряд

на этом узле, Φ0 = π~/e — квант магнитного потока, C0 — емкость, EJ — джозефсоновская

энергия каждого СКВИДа, а N — полное число СКВИДов. Во внешнем магнитном поле

джозефсоновская энергия СКВИДа изменяется по правилу EJ(Φext) = 2EJ(0) cos
(
πΦext

Φ0

)
(мы

предполагаем, что свойства обоих джозефсоновских переходов приблизительно совпадают).

Полная длина массива Λ и расстояние между соседними узлами фиксировано, δx = Λ/N .

Обратите внимание, что обе стороны массива заземлены, что моделирует граничные условия

Дирихле для возбуждений, распространяющихся по массиву.

Рассмотрим непрерывный предел полученного гамильтониана. Для этого введем “по-

гонную” емкость и заряд, c0 = C0/δx и Q(t, xn) = Qn(t)/δx, воспользуемся соотношением

Qn(t) = C0∂tΦn(t) и разложим косинус до четвертого порядка:

HJM ≈
N∑
n=1

δx

[
c0

2
(∂tΦn)2 +

1

2l0

(
Φn − Φn−1

δx

)2

− 1

24l0

(
2πδx

Φ0

)2(
Φn − Φn−1

δx

)4
]

≈
∫ Λ

0

dx

[
1

2
(∂tφ)2 +

1

2
v2(∂xφ)2 − λv2

4
(∂xφ)4

]
.

(3.10)

Для краткости мы также ввели “погонную” индуктивность, l0(t, x) = 1
δxEJ [Φext(t,x)]

(
Φ0

2π

)2, эф-

фективную скорость света, v(t, x) = 1/
√
c0l0(t, x), и эффективную константу связи λ =

1
6c0

(
2πδx
Φ0

)2

. В последнем равенстве (3.10) мы также переопределили переменную электриче-

ского потока, φ(t, x) =
√
c0Φ(t, x). Заметим, что на практике вариации внешнего магнитного

поля обычно пространственно однородны, Φext(t, x) = Φext(t); тем не менее, для общности мы

рассматриваем произвольные функции Φext(t, x).
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Наконец, оценим параметры получившейся эффективной скалярной теории. Для этого

возьмем реалистичные параметры исходного метаматериала. Например, в эксперименте [86]

эти параметры принимали следующие значения: длина метаматериала Λ = 4 мм, число

СКВИДов N = 250, критический ток джозефсоновских переходов Ic ∼ 10−5 A, и эффектив-

ная скорость света в невозмущенном контуре v∞ ∼ 0.5c, где c — скорость света в вакууме.

В этом случае эффективная константа связи составляет порядка ~λ/c ∼ 10−12 м2, поэтому

нелинейностями контура можно пренебрегать вплоть до времени t∗ ∼ Λ3/~λ ∼ 10−5 с. Сле-

дующий порядок разложения косинуса сопровождается еще более малой констаной связи и

начинает играть какую-то роль только на временах порядка 10 с.

3.2.3 Энергия Казимира в нестационарном случае

Как известно, в стационарном случае энергия скалярного поля в резонансной полости

(энергия Казимира) обратно пропорциональная расстоянию Λ между стенками полости [134]:

Hfree =
∞∑
m=1

πm

2Λ
= − π

24Λ
. (3.11)

Обобщим эту формулу на случай нестационарной и нелинейной резонансной полости. Для

этого воспользуемся связью между энергией и келдышевским пропагатором безмассового

скалярного поля с квартичным взаимодействием:

Hfull(t) =

∫ R(t)

L(t)

dx1

[
1

2
∂t1∂t2G

K(x1,x2) +
1

2
∂x1∂x2G

K(x1,x2) +
λ

4

(
GK(x1,x2)

)2
]
x1→x2

, (3.12)

где мы для краткости обозначили x = (t, x). Напомним, что на древесном уровне келдышев-

ский пропагатор определяется как антикоммутатор квантовых полей:

GK
free(x1,x2) =

1

2

〈
in
∣∣ {φ(x1), φ(x2)}

∣∣in〉
=

∞∑
k,l=1

[(
1

2
δk,l + nkl

)
f ink (x1)

(
f inl (x2)

)∗
+ κkl f ink (x1)f inl (x1) + h.c.

]
.

(3.13)

Во второй строке мы разложили квантовое поле по модам (в обозначениях (2.8)) и ввели

обозначения для начальной заселенности уровней и аномального квантового среднего. Во

взаимодействующей теории келдышевский пропагатор также сохраняет форму (3.13) с точ-

ными квантовыми средними (1.9) и (1.10), если разница внешних времен много меньше их

среднего значения, t1 − t2 � (t1 + t2)/2. Это наблюдение позволяет нам оценить будущую

асимптотику точного гамильтониана во взаимодействующей теории:

Hfull ≈
∞∑

k,l,m=1

πm

2Λ̃

[(
1

2
δk,l + nkl

)
(αkmα

∗
lm + βkmβ

∗
lm) + κkl (αkmβlm + βkmαlm) + h.c.

]
+O

(
λΛ̃
)
,

(3.14)
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где мы взяли предел t→ +∞, подставили асимптотику ин-мод (3.104), переписанных через

боголюбовские коэффициенты, повернулись к сопутствующим координатам (t̃, x̃) и проин-

тегрировали по x̃. Заметим, что вклад нелинейной части будет пренебрежимо мал, если мы

возьмем достаточно маленькую константу связи, λ� 1/Λ̃2.

Наконец, используем свойство коэффициентов Боголюбова:∑
k

(
αikα

∗
jk − βikβ∗jk

)
= δi,j,

∑
k

(αikβjk − βikαjk) = 0 (3.15)

а также симметрию заселенности уровней, n∗kl = nlk, и аномального квантового среднего,

κkl = κlk. В результате получим следующее выражение для точного гамильтониана:

Hfull ≈
∞∑
m=1

πm

Λ̃

(
1

2
+Nm

)
+O

(
λΛ̃
)
, (3.16)

где Nm обозначает число частиц, родившихся в нестационарной и нелинейной теории, то

есть определяется формулой (1.6) с заселенностью уровней (1.9) и аномальным квантовым

средним (1.10). Легко видеть, что расходящаяся сумма
∑∞

m=1
πm
2Λ̃

просто воспроизводит стан-

дартную энергию Казимира (3.11) для стационарного случая с учетом изменения расстояния

между зеркалами. Вторая сумма описывает возбуждения над стационарностью. Очевидно,

эта формула подтверждает предположение, что на достаточно больших временах величина

Nm играет роль числа частиц, родившихся в нелинейном динамическом эффекте Казимира.

3.3 Петлевые поправки для резонансной полости

В этом разделе мы рассмотрим случай резонансной полости, то есть двух идеально отра-

жающих зеркал, и вычислим петлевые поправки к корреляционным функциям полей в такой

полости. Мы покажем, что на больших временах эволюции двухпетлевые поправки квадра-

тично растут со временем, что указывает на изменение состояния теории. С одной стороны,

этот рост связан с нарушением конформной инвариантности теории членом взаимодействия

λφ4. С другой стороны, он тесно связан с нарушением закона сохранения энергии на нестаци-

онарном фоне (то есть с накачкой энергии в систему за счет внешнего воздействия). Кроме

того, в пределе бесконечно далеких зеркал мы воспроизведем результаты работы [62].

В основном в этом разделе мы будем работать со “сломанными” траекториями зеркал.

Физически такая траектория отвечает одиночному резкому толчку зеркала, который выра-

жается в скачкообразном изменении скорости зеркала. Поскольку мы хотим рассматривать

асимптотически стационарные ситуации, мы предполагаем, что оба зеркала испытывают оди-

наковые, но не обязательно совпадающие во времени толчки, так что скорости обоих зеркал
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в бесконечном прошлом и будущем совпадают. В разделах 3.3.3 и 3.3.4 мы рассматриваем

два наиболее естественных способа синхронизировать движения зеркал. В разделе 3.3.5 мы

также обсуждаем периодически осциллирующие траектории зеркал, которые моделируют

резонансную полость.

3.3.1 Геометрический метод вычисления мод

Начнем с того, что обсудим квантование безмассового скалярного поля на фоне двух

идеально отражающих зеркал (3.2). Для удобства предположим, что зеркала покоились до

момента t = 0, то есть L(t < 0) = 0 и R(t < 0) = Λ. Как было показано в работах [8, 9, 15], в

данном случае квантованное поле можно представить в виде следующего разложения:

φ(t, x) =
∞∑
n=1

[
angn(t, x) + a†ng

∗
n(t, x)

]
, (3.17)

где
[
am, a

†
n

]
= δmn. В стационарном случае (L(t) = 0, R(t) = Λ для всех t) мода n = 1 отвечает

стоячей волне с наименьшей возможной частотой ω1 = π
Λ
. Для произвольных траекторий

зеркал моды выписываются с помощью двух вспомогательных функций G(z) и F (z):

gn(t, x) =
i√
4πn

[
e−iπnG(t+x) − e−iπnF (t−x)

]
, (3.18)

которые решают обобщенные уравнения Мура:

G [t+ L(t)]− F [t− L(t)] = 0, G [t+R(t)]− F [t−R(t)] = 2. (3.19)

Легко сообразить, что в стационарном случае эти функции равны G(z) = F (z) = z
Λ
. Для про-

извольных же траекторий L(t) и R(t) уравнения (3.19) можно решить рекурсивно с помощью

геометрического метода, предложенного в [106, 107] и дополненного в [108]. В этом разделе

мы кратко обсудим этот метод, а в разделах 3.3.3, 3.3.4 и 3.3.5 применим его к конкрент-

ным траекториям зеркал. Напомним, что мы предполагаем, что до момента t = 0 зеркала

покоились. Это означает, что G(z ≤ Λ) = F (z ≤ 0) = z
Λ
. Следовательно, удобно определить

так называемый статический регион G (t + x ≤ Λ) и статический регион F (t − x ≤ 0), где

соответствующие функции известны, G(t+ x) = t+x
Λ
, F (t− x) = t−x

Λ
.

Ключевая идея геометрического метода заключается в том, чтобы “проследить” измене-

ние функций G(z) и F (z) вдоль светоподобных лучей, пока лучи не попадут в соответствую-

щий статический регион. Другими словами, этот метод полагается на тот факт, что функции

G(t+x) и F (t−x) из разложения (3.18) сохраняются вдоль лучей t+x = const и t−x = const.

Это позволяет связать значения функций в определенных точках на левом и правом зеркале.
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В то же время, уравнения (3.19) связывают функции G и F на отраженных лучах. Это, в

свою очередь, позволяет нам продолжать строить соответствие между точками на левом и

правом зеркале до тех пор, пока луч не попадет в статический регион, где функции G и F

известны.

Проиллюстрируем идею метода на примере функции G(z) (Рис. 3.2). Испустим световой

луч из точки (z, 0) и проследим за ним до тех пор, пока он не пересечет правое зеркало в

точке (t1, R(t1)):

z = t1 +R(t1), следовательно, G(z) = G (t1 +R(t1)) . (3.20)

Затем свяжем функции G и F на правом зеркале с помощью уравнений Мура:

G(z) = G (t1 +R(t1)) = F (t1 −R(t1)) + 2, (3.21)

и продолжим световой луч из точки (t1, R(t1)) до точки (t2, L(t2)):

t1 −R(t1) = t2 − L(t2), следовательно, F (t1 −R(t1)) = F (t2 − L(t2)) . (3.22)

Наконец, с помощью уравнений Мура снова вернемся к функции G и найдем очередное

пересечение луча и правого зеркала:

t2 + L(t2) = t3 +R(t3), следовательно, F (t2 − L(t2)) = G (t2 + L(t2)) = G (t3 +R(t3)) .

(3.23)

В итоге получаем рекурсивную последовательность:

G(z) = G (t1 +R(t1)) = G (t3 +R(t3)) + 2 = G (t5 +R(t5)) + 4 = · · · . (3.24)

Заметим, что при каждом отражении от правого зеркала значение функции G(z) увеличива-

ется на два. Этот процесс обрывается только тогда, когда луч входит в статический регион,

где функции F (z) и G(z) явно известны. При этом существует два способа попасть в этот

регион. Во-первых, луч может отразиться от правого зеркала и попасть в статический регион

F . Во-вторых, луч может отразить от левого зеркала и попасть в статический регион G. В

обоих случаях функция G(z) сводится к следующему выражению:

G(z) = 2n+
tfinal
Λ

, (3.25)

где n — суммарное число отражений от правого зеркала, которое луч успел испытать до

попадания в статический регион, а tfinal — момент, в который последний отраженный луч

пересекает ось времени (см. Рис. 3.2):
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Рис. 3.2: Вычисление tfinal для статического региона F (слева) и G (справа). Жирные сплош-

ные линии обозначают траектории зеркал, пунктирные линии — световые лучи, используе-

мые при построении функций, серые области — статические регионы F и G.

tfinal =

z − 2
[∑n

i=1R (t2i−1)−
∑n−1

i=1 L (t2i)
]
, для статического региона F ,

z − 2 [
∑n

i=1 R (t2i−1)−
∑n

i=1 L (t2i)] , для статического региона G.
(3.26)

Обратите внимение, что для времениподобных траекторий точки пересечения t1, t2, · · · , tfinal
всегда существуют и единствены [9, 106]. Следовательно, определение (3.25) корректно вос-

производит функцию G(z) для всех значений z. Также заметим, что функция (3.25) непре-

рывна, поскольку функция tfinal(z) уменьшается на 2Λ в точках, где количество отражений

n(z) увеличивается на единицу.

Функцию F (z) можно построить аналогичным образом [108]. Впрочем, для относительно

простых функций L(t) гораздо удобнее воспользоваться тождеством F [t− L(t)] = G [t+ L(t)].

В этом случае достаточно найти обратную функцию z(t) = t − L(t), и известную функцию

G(z) можно будет легко отобразить в F (z). В частности, в бесконечном будущем, где зеркала

движутся с постоянной скоростью, L(t) = L+ + β+t и R(t) = L+ + Λ+ + β+t при t → +∞,

соотношение между функциями G и F приобретает следующий вид:

F (z) = G

(
1 + β+

1− β+

z +
2L+

1− β+

)
при z → +∞. (3.27)
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Наконец, обсудим возможные выборы траекторий зеркал (функций L(t) и R(t)). Напомним,

что мы хотим рассматривать асимптотически стационарные траектории, то есть такие тра-

ектории, для которых конечные скорости постоянны и совпадают, L̇(±∞) = Ṙ(±∞) = β±,

|β±| < 1. Другими словами, мы хотим рассматривать резонансную полость, которая стацио-

нарна в бесконечном прошлом и будущем, но может сжиматься и растягиваться в промежу-

точные времена. Для удобства также выбираем β− = 0 и переносим начало координат t = 0

в момент, когда хотя бы одно зеркало начало двигаться.

Простейший пример нестационарной траектории с описанными свойствами — комбинация

так называемых “сломанных” траекторий, для которых скорость зеркал однократно скачко-

образно меняется:

x(t) = x(tx) + β(t− tx)θ(t− tx), (3.28)

где x = L,R и tx — моменты, в которые соответствующее зеркало испытывает толчок. На-

помним, что L(tL) = 0 и R(tR) = Λ. Случай tL = tR = 0 и β = 1
4
изображен на Рис. 3.2. Такие

“сломанные” траектории фактически являются приближением к траекториям с конечным

периодом ускоренного движения w:

x(t)− x(tx) =


1
w

(√
1 + w2(t− tx)2 − 1

)
, для 0 < t− tx < γβ

w
,

1
w

(
1√

1−β2
− 1

)
+ β(t− tx), для t− tx > γβ

w
,

(3.29)

или к траектории бесконечно ускоренного зеркала, экспоненциально приближающейся к тра-

ектории с постоянной скоростью β:

x(t)− x(tx) = β(t− tx)−
β

w

(
1− e−w(t−tx)

)
, для t > tx. (3.30)

Обе этих траектории воспроизводят (3.28) в пределе w →∞ и гладко соединяют асимптоти-

чески стационарные регионы. Вообще говоря, для древесных вычислений условие гладкости

может быть важно, поскольку резкие скачки скорости генерируют сингулярный поток тен-

зора энергии-импульса (для примера см. [9,10,135]). В то же время, в следующем разделе мы

покажем, что петлевые вычисления совпадают для всех асимптотчиески однородных траек-

торий (за исключением вырожденного случая |β| = 1, который в геометрическом подходе

описать нельзя). В результате двухпетлевые поправки к npq и κpq одинаково квадратично

растут со временем для всех перечисленных траекторий, хотя префакторы этого роста мо-

гут зависеть от истории промежуточного движения. Следовательно, для наших целей мы

можем ограничиться более простым случаем “сломанных” траекторий (3.28).
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3.3.2 Секулярный рост как следствие нарушения конформной ин-

вариантности

Как можно догадаться, решение (3.18) было вдохновлено конформной инвариантностью

теории двумерного безмассового скалярного поля [8, 9]. В самом деле, легко проверить, что

следующее конформное преобразование:

w + s = G(t+ x), w − s = F (t− x), (3.31)

отображает задачу с произвольными траекториями зеркал (3.2) в стационарную задачу с

покоящимися зеркалами:

∂µ∂
µφ = 0, φ(w, s = 0) = φ(w, s = 1) = 0, (3.32)

откуда немедленно следует решение (3.18). Однако взаимодействие λφ4 нарушает конформ-

ную инвариантность. В этом разделе мы покажем, что это нарушение проявляется в секу-

лярном росте петлевых поправок к корреляционным функциям. Для определенности в этом

разделе мы предполагаем, что скорости зеркал совпадают после некоторого момента времени

t = t∗, то есть L̇(t) = Ṙ(t) = β, и равны нулю до момента t = 0.

Во-первых, довольно легко показать, что в теории λφ4 двухпетлевые поправки к засе-

ленности уровней и аномальному квантовому среднему, которые входят в келдышевский

пропагатор, имеют следующий вид:

npq(T ) ≈ 2λ2

∫ T

t0

dt1

∫ R(t1)

L(t1)

dx1

∫ T

t0

dt2

∫ R(t2)

L(t2)

dx2

∞∑
m,n,k=1

Ip,m,n,k(t1, x1)I∗q,m,n,k(t2, x2), (3.33)

κpq(T ) ≈ −2λ2

∫ T

t0

dt1

∫ R(t1)

L(t1)

dx1

∫ t1

t0

dt2

∫ R(t2)

L(t2)

dx2

∞∑
m,n,k=1

(
Icp,m,n,k(t1, x1)I∗q,m,n,k(t2, x2) + (p↔ q)

)
,

(3.34)

где мы для краткости ввели функции

Ip,m,n,k(t1, x1) = gp(t1, x1)gm(t1, x1)gn(t1, x1)gk(t1, x1),

Icp,m,n,k(t1, x1) = g∗p(t1, x1)gm(t1, x1)gn(t1, x1)gk(t1, x1).
(3.35)

Попробуем оценить эти интегралы с помощью конформного преобразования (3.31). Как и в

предыдущей главе, мы будем удерживать только лидирующие секулярно растущие вклады в

пределе λ→ 0, T →∞. Поскольку подынтегральные выражения в (3.33) и (3.34) состоят из

осциллирующих экспонент, можно оценить |Ip,m,n,k(t, x)| < 1
π4 и |Icp,m,n,k(t, x)| < 1

π4 . Это зна-

чит, что результаты интегрирования по областям пространства-времени конечного размера
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не могут обеспечить растущие со временем вклады в (3.33) и (3.34). Иначе говоря, такими

вкладами в рассматриваемом пределе можно пренебречь, поэтому для оценки лидирующих

секулярно растущих вкладов интегралы по конечным областям можно свободно выкидывать.

По той же самой причине мы можем положить t0 = 0 (интегралы не могут неограниченно

расти в пределе t0 → −∞, потому что при t < 0 система стационарна, см. приложение A).

Эти рассуждения позволяют нам упростить интегралы для I и Ic, а затем выделить из них

только лидирующие секулярно растущие вклады в (3.33) и (3.34).

После конформного преобразования (3.31) приобретают следующий вид:∫ T

0

dt1

∫ R(t1)

L(t1)

dx1 Ip,m,n,k(t1, x1) ≈
∫ G[T+L(T )]

0

dw

∫ 1

0

ds g′(w + s)f ′(w − s)Ip,m,n,k(w, s), (3.36)

где g′(w + s)f ′(w − s) = dG−1(z)
dz

∣∣∣
z=w+s

dF−1(z)
dz

∣∣∣
z=w−s

— конформный фактор, Ip,m,n,k(w, s) =

hp(w, s)hm(w, s)hn(w, s)hk(w, s) и hp(w, s) = i√
4πp

[
e−iπp(w+s) − e−iπp(w−s)

]
. Структура интегра-

лов I∗p,m,n,k(t, x) и Icp,m,n,k(t, x) аналогична. Обратите внимание, что g′(w + s) и f ′(w − s) по-

ложительны, если мы рассматриваем времениподобные мировые линии зеркал с |L̇(t)| < 1 и

|Ṙ(t)| < 1.

Наконец, сделаем еще одну замену и введем координаты u = w − s, v = w + s:∫ T

0

dt1

∫ R(t1)

L(t1)

dx2 Ip,m,n,k(t1, x1) ≈
∫ G[T+L(T )]

0

du

∫ u+2

u

dv
1

2
g′(v)f ′(u)Ip,m,n,k(u, v). (3.37)

Для произвольных траекторий L(t) и R(t) этот интеграл очень сложен, однако в некоторых

физически осмысленных ситуациях он существенно проще, чем начальные интегралы (3.33)

и (3.34).

А именно, предположим, что скорости зеркал совпадают для достаточно больших вре-

мен, то есть L̇(t) = Ṙ(t) = β для t > t∗. В этом случае геометрический метод построе-

ния мод с Рис. 3.3.1 подсказывает, что функции G(z) и F (z) периодически растут, то есть

G(z + ∆zG) = G(z) + 2, F (z + ∆zF ) = F (z) + 2. С точки зрения геометрического метода

приращение аргумента функций на ∆zG = 2Λ∗
1−|β| или ∆zF = 2Λ∗

1+|β| , соответственно, просто до-

бавляет дополнительный цикл отражения лучей между левым и правым зеркалом, однако не

изменяет значения функций G и F ; здесь Λ∗ — расстояние между зеркалами в лабораторной

системе отсчета при t > t∗. Следовательно, начиная с некоторого момента y∗ обратные функ-

ции3 g(y) и f(y) также перидически растут, то есть g(y+2) = g(y)+∆zG, f(y+2) = f(y)+∆zF .

Что еще более важно, их производные попросту становятся периодичными: g′(y+ 2) = g′(y),
3Как обычно, эти функции определяются как g[G(z)] = z, G[g(y)] = y и f [F (z)] = z, F [f(y)] = y.
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f ′(y + 2) = f ′(y). Следовательно, их можно разложить в ряд Фурье:

g′(y) = g′ [y − y∗ − 2n(y)] =
∞∑

n=−∞

gne
iπny, gn =

1

2

∫ 2

0

g′(y)e−iπnydy,

f ′(y) = f ′ [y − y∗ − 2n(y)] =
∞∑

n=−∞

fne
iπny, fn =

1

2

∫ 2

0

f ′(y)e−iπnydy,

(3.38)

где n(y) ∈ N и 0 < y − y∗ − n(y) < 2. Это свойство означает, что в интеграле по dv в (3.37)

появляются вклады, которые не зависят от u:∫ u+2

u

dvg′(v)e−iπ(p+m+n+k)v =

∫ u+2

u

dv
∞∑

l=−∞

gne
iπlve−iπ(p+m+n+k)v = 2gp+m+n+k. (3.39)

Следовательно, интеграл (3.37) неограниченно растет со временем при условии gp+m+n+k 6= 0

и T > t∗: ∫ G[T+L(T )]

G[t∗+L(t∗)]

duf ′(u)gp+m+n+k ∼ gp+m+n+k [T − L(T )− t∗ + L(t∗)] . (3.40)

Это, в свою очередь, приводит к секулярному росту квантовых средних npq и κpq:

npq(T ) ≈ 2λ2 [T − L(T )− t∗ + L(t∗)]
2

(4π)4
√
pq

∞∑
m,n,k=1

gp+m+n+k g
∗
q+m+n+k

mnk
, (3.41)

κpq(T ) ≈ −λ2 [T − L(T )− t∗ + L(t∗)]
2

(4π)4
√
pq

∞∑
m,n,k=1

g−p+m+n+k g
∗
q+m+n+k + (p↔ q)

mnk
. (3.42)

Напомним, что мы удерживаем только лидирующие секулярно растущие выражения в пре-

деле λ → 0, T � ∆t, T ∼ 1/λ. Осциллирующие вклады и вклады вида λ2Tα с α < 2 в этом

пределе подавлены. Отметим, что суммы по виртуальным импульсам сходятся, поскольку

для физически осмысленных траекторий коэффициенты Фурье стремятся к нулю, gn ∼ Λ
n

при n� 1:
∞∑

m,n,k=1

gp+m+n+kgq+m+n+k

mnk
∼

∞∑
m,n,k=1

Λ2

(p+m+ n+ k)(q +m+ n+ k)mnk
<∞. (3.43)

Также обратите внимание, что для некоторых траекторий коэффициенты Фурье могут за-

нуляться вообще для всех виртуальных импульсов. В этом случае npq и κpq не получают

секулярно растущих петлевых поправок. Пример такой ситуации разбирается в разделе 3.3.4.

Также подчеркнем, что секулярный рост (3.41) и (3.42) имеет прозрачный физический

смысл. В полностью стационарной ситуации закон сохранения энергии полностью запрещает

любую кинетику (см. приложение A); однако в нестационарной ситуации наличие внешнего

фона приводит к тому, что этот закон может нарушаться4, а запрещенные им процессы могут
4Очевидно, что квантовая теория поля и неоднородно движущееся зеркало формируют открытую систему,

поскольку для задания траектории зеркала к нему необходимо прикладывать внешнюю силу. Собственно,

благодаря наличию этой силы энергия системы поле-зеркало может увеличиваться (или уменьшаться), что

с точки зрения внутреннего наблюдателя будет выглядеть как нарушение закона сохранения энергии.
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идти на макроскопических временах. Фактически это нарушение проявляется в коэффици-

ентах Фурье более высокого порядка (3.38). Более того, всегда есть вклады в (3.33) и (3.34),

которые не зависят от одного из времен интегрирования (или соответствующих преобразо-

ванных координат), поскольку моды содержат одновременно и падающие, и отраженные от

зеркал волны. В результате двухпетлевая поправка к квантовым среднем растет как вторая

степень времени эволюции.

Таким образом, задача вычисления петлевых поправок к квантовым средним сводит-

ся к нахождению коэффициентов Фурье функции g(z). Вообще говоря, эти коэффициенты

сложным образом зависят от траекторий зеркал в промежуточном отрезке 0 < t < t∗, со-

единяющем асимптотически стационарные области, поэтому для произвольных траекторий

вычислить коэффициенты Фурье может быть довольно сложно. Тем не менее, для срав-

нительно простых функций L(t) и R(t) этот подход гораздо эффективнее прямолинейного

вычисления интегралов (3.33) и (3.34). В следующих разделах мы проиллюстрируем этот

подход и оценим лидирующие вклады в двухпетлевые поправки к npq и κpq для некоторых

конкретных функций L(t) и R(t).

3.3.3 Одновременные толчки

Рассмотрим случай двух одновременных толчков (tL = tR = 0 в обозначениях (3.28)):

L(t) = βtθ(t), R(t) = Λ + βtθ(t). (3.44)

Пример таких траекторий изображен на Рис. 3.2. Для определенности будем рассматривать

положительные скорости, 0 < β < 1, хотя рассуждения данного раздела с тем же успехом

можно применить к случаю −1 < β < 0, если поменять знаки в нужных местах. Обратите

внимание, что расстояние между зеркалами в лабораторной системе отсчета всегда остается

постоянным, R(t) − L(t) = Λ. Тем не менее, расстояние в сопутствующей системе отсчета

изменяется от Λ в бесконечном прошлом до Λ/
√

1− β2 в бесконечном будущем.

Воспользуемся геометрическим методом, чтобы найти моды для траекторий (3.44). Во-

первых, уравнение F [t− L(t)] = G [t+ L(t)] немедленно приводит к простому соотношению

F (z) = G
(

1+β
1−βz

)
для z > 0, поэтому ограничимся вычислением G(z). Во-вторых, для траек-

торий (3.44) моменты отражения луча от правого зеркала можно найти аналитически:

t1 =
z − Λ

1 + β
, · · · , t2k+1 = t1 −

2Λk

1− β2
, t2k = t2k−1 −

Λ

1− β
, k = 1, 2, · · · , n. (3.45)

Суммарное число отражений легко оценить, учитывая периодический рисунок отражений:

n =

⌈
1− β

2

z − Λ

Λ

⌉
, (3.46)
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где dxe обозначает округление вверх. Наконец, статические регионы F и G в этой картине

отвечают следующим значениям z > Λ:

Статический регион F : (n− 1)
2Λ

1− β
< z − Λ < n

2Λ

1− β
− Λ,

Статический регион G : n
2Λ

1− β
− Λ < z − Λ < n

2Λ

1− β
.

(3.47)

Эти тождества означают, что G(z) описывается следующей кусочно-линейной функцией:

G(z) =


1−β
1+β

z
Λ

+ 2βn
1+β

, для статического региона F ,

z
Λ
− 2βn

1−β , для статического региона G.
(3.48)

Также для удобства введем координату δ ≡ x − L(t), 0 < δ < Λ, которая измеряет рассто-

яние до левого зеркала в лабораторной системе отсчета: G(t, δ) = G [(1 + β)t+ δ], F (t, δ) =

F [(1− β)t− δ]. В этих координатах функции G(t+x) и F (t−x) связаны простой сдвижкой:

F (t, δ) = F
[
(1− β)t− δ

]
= G

[
(1 + β)t− 1 + β

1− β
δ
]
, G(t, δ) = G

[
(1 + β)t+ δ

]
. (3.49)

Кроме того, в таких обозначениях легче увидеть, что функции G и F периодически растут со

временем, то есть G
(
t+ 2Λ

1−β2 , δ
)

= G (t, δ) + 2 и F
(
t+ 2Λ

1−β2 , δ
)

= F (t, δ) + 2. Таким образом,

оказывается удобным ввести время τ = 2Λ
1−β2 и целое число k =

⌈
t−Λ
τ

⌉
. Тогда можно показать,

что в новых обозначениях функции G [t > 0, δ] и F [t > 0, δ] выглядят следующим образом

(напомним, что мы рассматриваем 0 < β < 1):

F (t, δ) =



(1−β)t
Λ − δ

Λ + 2β(k−1)
1+β , при k − 1+β2

2 < t
τ < k − 1−β

2 , 2(t/τ−k+1)
1+β < δ

Λ < 1,

(1+β)t
Λ − 1+β

1−β
δ
Λ + 2βk

1−β , при


k − 1+β2

2 < t
τ < k − 1−β

2 , 1 < δ
Λ −

2(t/τ−k)
1+β < 2

1+β ,

k − 1−β
2 < t

τ < k, 1− 2
1−β

(
k − t

τ

)
< δ

Λ < 1,

(1−β)t
Λ − δ

Λ + 2βk
1+β , при


k − 1+β2

2 < t
τ < k − 1−β

2 , 0 < δ
Λ < 1− 2(k−t/τ)

1+β ,

k − 1−β
2 < t

τ < k, 0 < δ
Λ < 1− 2

1−β
(
k − t

τ

)
,

k < t
τ < k + 1−β2

2 , 2
1+β

(
t
τ − k

)
< δ

Λ < 1,

(1+β)t
Λ − 1+β

1−β
δ
Λ + 2β(k+1)

1−β , при


k < t < k + 1−β

2 , 0 < δ
Λ < 2

1+β

(
t
τ − k

)
,

1−β
2 < t

τ − k <
1−β2

2 , 1 < δ
Λ + 2(k+1−t/τ)

1+β < 2
1+β ,

(1−β)t
Λ − δ

Λ + 2β(k+1)
1+β , при k + 1−β

2 < t
τ < k + 1−β2

2 , 0 < δ
Λ < 1− 2(k+1−t/τ)

1+β ,

(3.50)
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G(t, δ) =



(1−β)t
Λ + 1−β

1+β
δ
Λ + 2βk

1+β , при


k − 1+β2

2 < t
τ < k − 1−β

2 , 0 < δ < Λ,

k − 1−β
2 < t

τ < k, 0 < δ
Λ < 2

1−β
(
k − t

τ

)
,

(1+β)t
Λ + δ

Λ −
2βk
1−β , при


k − 1−β

2 < t
τ < k, 2

1−β
(
k − t

τ

)
< δ

Λ < 1,

k < t
τ < k + 1−β

2 , 0 < δ
Λ < 1− 2

1−β
(
t
τ − k

)
,

(1−β)t
Λ + 1−β

1+β
δ
Λ + 2β(k+1)

1+β , при


k < t

τ < k + 1−β
2 , 1− 2

1−β
(
t
τ − k

)
< δ

Λ < 1,

k + 1−β
2 < t

τ < k + 1−β2

2 , 0 < δ
Λ < 1.

(3.51)

Графики этих функций при фиксированном δ напоминают периодически растущую пилу. А

именно, они склеены из чередующихся кусков медленного (с наклоном 1−β
Λ

) и быстрого (с

наклоном 1+β
Λ

) роста. Для больших β зубья пилы становятся острее; напротив, при малых β

график практически гладкий. Изменение δ просто сдвигает графики вверх или вниз.

Напомним, что моды выражаются через функции G и F по формуле (3.18):

gn(t, δ) =
i√
4πn

[
e−iπnG(t,δ) − e−iπnF (t,δ)

]
. (3.52)

При больших β и фиксированном t эти функции имеют следующее поведение. На большей

части значений δ они выглядят как медленно осциллирующие экспоненты ∼ e−iπn
δ
Λ

+ϕ1 , где

фаза ϕ1 не зависит от δ. Для оставшегося узкого интервала значений δ они осциллируют

гораздо быстрее, ∼ e−iπn
1+β
1−β

δ
Λ

+ϕ2 . В этой области функции G и F увеличиваются примерно

на единицу, поэтому разность фаз слева и справа от области примерно равна e−iπn. Другими

словами, в четных модах медленно осциллирующие экспоненты продолжают друг друга,

тогда как в нечетных модах экспоненты меняют знак при переходе через указанный узкий

интервал.

Наконец, заметим, что сдвиг функций G и F на двойку приводит к тождественному

преобразованию мод, e−2iπn = 1. Следовательно, моды (3.18) просто периодичны с периодом

∆t = 2Λ
1−β2 .

Малое время эволюции и регуляризация

Применяя формулы из предыдущего параграфа к области t < Λ
1+|β| , получаем следующие

выражения для мод:

gn(t, x) =


i√
4πn

[
e−iπn

t+x
Λ − e−iπn

1+β
1−β

t−x
Λ

]
, при βt < x < t,

i√
4πn

[
e−iπn

t+x
Λ − e−iπn t−xΛ

]
, при t < x < Λ− t,

i√
4πn

[
e−iπn(

1−β
1+β

t+x
Λ

+ 2β
1+β ) − e−iπn t−xΛ

]
, при Λ− t < x < Λ + βt.

(3.53)

59



Обратите внимание, что при βt < x < t эти моды совпадают с модами для одиночного

зеркала (сравните с [62]), поскольку на таких малых временах сигналы еще не успели дойти

от левого зеркала до правого и наоборот.

Вычислим интегралы (3.33) и (3.34) в пределе T � Λ. Поскольку T
Λ

является малым

параметром, мы можем разложить интегралы в ряд по T
Λ
и удерживать только первые члены

разложения. Как и в стационарной ситуации (приложение A), мы ожидаем, что интегралы∫ T
0
dt
∫ Λ+βt

βt
dx Ip,m,n,k(t, x) и

∫ T
0
dt
∫ Λ+βt

βt
dx Icp,m,n,k(t, x) линейно растут вместе с T . В то же

время, площади самого левого (βt < x < t) и правого (Λ − t < x < Λ + βt) регионов

в определении (3.53) не превышают (1 + |β|)T 2. В рассматриваемом пределе вклады этих

областей пренебрежимо малы. До промежуточного региона информация о том, что зеркала

начали двигаться, еще не успела дойти. Следовательно, в лидирующем порядке интегралы

Ip,m,n,k и Icp,m,n,k совпадают с аналогичными интегралами в стационарном случае:

Ip,m,n,k(T ) ≈
∫ T

0

dt

∫ Λ−t

t

dx
e−

iπt
Λ

(p+m+n+k)

8π2
√
pmnk

∑
σm,σn,σk=±1

σmσnσk cos
[πx

Λ
(p+ σmm+ σnn+ σkk)

]
≈

≈ T

8π2
√
pmnk

∑
σm,σn,σk=±1

σmσnσkΛδp+σmm+σnn+σkk,0 +O(T 2).

(3.54)

Такой же вывод можно получить и для интегралов (3.33) и (3.34). Следовательно:

npq ≈ nstatpq ∼ (λΛT )2, κpq ≈ κstat
pq ∼ −(λΛT )2. (3.55)

В случае сильно удаленных зеркал (Λ → ∞ и p = πp
Λ

= const) подобное поведение может

сохраняться на протяжении длительного времени. Тем не менее, этот ложный “секулярный

рост” не имеет ничего общего с изменением состояния системы; в сущности, это просто арте-

факт неправильного инфракрасного обрезания. Полученное нефизическое поведение можно

исправить, вычтя подходящие величины из стационарной теории:

nregpq ≡ npq − nstatpq , κreg
pq ≡ κpq − κstat

pq . (3.56)

В сущности, такое вычитание просто восстанавливает корректные пределы в интегралах для

квантовых средних, уводя начало интегрирования в момент t0 → −∞ вместо t0 = 0 (сравните

с вычислением двухпетлевых поправок в [62]). Очевидно, такой способ регуляризации не

сказывается на больших временах эволюции, T � Λ, потому что в этом пределе nstatpq → 0 и

κstat
pq → 0 (см. приложение A). Следовательно, для оценки петлевых поправок при больших

временах эволюции мы имеем полное право вычислять интегралы от t = 0 до t = T и

применять регуляризацию (3.56) вместо того, чтобы честно вычислять интегралы от t =

t0 → −∞ до t = T .
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Заметим, что анализ этого параграфа в сущности не отличается для различных траекто-

рий L(t) и R(t), поскольку при T � Λ информация о движении зеркал успевает распростра-

ниться только на область площади ∼ T 2. Следовательно, предложенную схему регуляриза-

ции можно применять для произвольных траекторий зеркал.

Большие времена эволюции

Теперь применим логику раздела 3.3.2 для оценки npq и κpq при больших временах, T �

Λ, в модели (3.44). Прежде всего, перепишем тождество (3.48) с помощью тета-функции

Хевисайда:

G(z) = θ(Λ− z)
z

Λ
+
∞∑
n=1

{[
θ

(
z

Λ
− 1− 2(n− 1)

1− β

)
− θ

(
z

Λ
− 2n

1− β

)](
1− β
1 + β

z

Λ
+

2βn

1 + β

)
+

+

[
θ

(
z

Λ
− 2n

1− β

)
− θ

(
z

Λ
− 1− 2n

1− β

)](
z

Λ
− 2βn

1− β

)}
.

(3.57)

Используя это представление, легко вычислить обратную функцию:

g(y) = θ(1− y)Λy +
∞∑
n=1

{[
θ
(
y − (2n− 1)

)
− θ
(
y − 2n

)](1 + β

1− β
Λy − 2βnΛ

1− β

)
+

+

[
θ
(
y − 2n

)
− θ
(
y − (2n+ 1)

)](
Λy +

2βnΛ

1− β

)}
,

(3.58)

и ее производную:

g′(y) = Λ +
2βΛ

1− β

∞∑
n=1

[
θ
(
y − (2n− 1)

)
− θ
(
y − 2n

)]
. (3.59)

Соответствующие коэффициенты Фурье также можно легко вычислить:

gn =
1

2

∫ 2

0

g′(y)e−iπnydy = − 2βΛ

1− β
1− (−1)n

2iπn
, для n 6= 0; g0 =

Λ

1− β
. (3.60)

Наконец, учитывая, что в этом случае t∗ = 0, получаем следующие выражения для кванто-

вых средних:

npq(T ) ≈ (λβΛT )2 × Sp,q
32π6
√
pq
, (3.61)

κpq(T ) ≈ −(λβΛT )2 × S−p,q + Sp,−q
64π6
√
pq

, (3.62)

где мы ввели краткое обозначение для суммы:

Sp,q =
∞∑

m,n,k=1

(
1− (−1)p+m+n+k

) (
1− (−1)q+m+n+k

)
4mnk(p+m+ n+ k)(q +m+ n+ k)

. (3.63)

Обратите внимание, что Sp,q = 0, если p и q имеют разную четность. В то же время, Sp,q со-

держит ненулевые недиагональные члены, которые отвечают p и q одинаковой четности. Это
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Рис. 3.3: Численно рассчитанные функции n11(T ) (a) и |κ11(T )| (b). Разные цвета отвечают

разным скоростям β, от 0.9 до 0.1 (сверху вниз). Время T измеряется в единицах Λ, квантовые

средние измеряются в единицах 2λ2. Регуляризация (3.56) не применяется.

значит, что npq и κpq не сводятся к диагональному виду в отличие от других нестационар-

ных квантовых систем (например, электрического поля или скалярного поля в пространстве

де Ситтера [22, 28, 31, 32]). Это связано с тем, что в рассматриваемой нами системе закон

сохранения импульса нарушается из-за отсутствия пространственной однородности.

Таким образом, в случае одновременных толчков (3.44) двухпетлевые поправки к кванто-

вым средним квадратично растут как на малых (T � Λ), так и на больших (T � Λ) време-

нах. Регуляризация (3.56) восстанавливает правильные пределы интегрирования и убирает

нефизический квадратичный рост на малых временах, однако не сказывается на асимптоти-

ческом поведении петлевых поправок в бесконечном будущем. В промежуточной области эти

асимптотики соединяются гладкой функцией, которую можно вычислить численно (Рис. 3.3).

Наконец, заметим, что в пределе Λ→∞ и P = πp
Λ

= const задача двух зеркал качествен-

но воспроизводит случай одного зеркала, рассмотренный в [62]. В обоих случаях квантовые

средние одинаковым образом (квадратично) растут вместе со временем эволюции, хотя зави-

симость префактора этого роста от скорости зеркал немного отличается: npq ∼ β2

(1+β)2

Spq√
pq

(λT )2

в случае одиночного зеркала и npq ∼ β2 Spq√
pq

(λT )2 в случае двух зеркал. Для малых начальных

скоростей, |β| � 1, разница между этими двумя случаями полностью стирается.
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3.3.4 Синхронизированные толчки

Другой примечательный способ подстройки траекторий — случай синхронизированных

толчков5, соединенных светоподобным лучом (tL = tR + Λ в обозначениях (3.28)):

L(t) = β(t− Λ)θ(t− Λ), R(t) = Λ + βtθ(t). (3.64)

В этом случае статические регионы F и G совпадают, что существенно упрощает вывод G(z).

В самом деле, в этом случае функция может испытывать только один излом в точке z = Λ:

G(z) =
1− β
1 + β

z

Λ
+

2β

1 + β
, для z > Λ. (3.65)

Более того, путем несложных рассуждений можно показать, что F (z) = z
Λ
для всех z.

Напомним, что нас в первую очередь интересует будущая асимптотика квантовых средних

npq(T ) и κpq(T ). Для этих целей достаточно рассмотреть времена t > 2Λ
1−β , для которых

моды (3.18) имеют следующий вид:

gn(t, x) =
i√
4πn

e−iπn(1−β) t
Λ
−iπnβ

[
e−iπn

1−β
1+β

δ
Λ − eiπn

δ
Λ

]
, (3.66)

где δ ≡ x − L(t) и 0 < δ < (1 + β)Λ для всех t > 2Λ
1−β . Подставляя эту функцию в интегра-

лы (3.33) и (3.34), получаем, что ни npq, ни κpq не могут расти в пределе T →∞:

npq(T ) ≈ 2λ2

∫ T

2Λ
1−β

dt1

∫ T

2Λ
1−β

dt2

∞∑
m,n,k=1

e−iπ(1−β)(p+m+n+k)
t1
Λ eiπ(1−β)(q+m+n+k)

t2
Λ C(p, q,m, n, k) ∼

∼ λ2Λ4, (3.67)

κpq(T ) ≈ 2λ2

∫ T

2Λ
1−β

dt1

∫ t1

2Λ
1−β

dt2

∞∑
m,n,k=1

eiπ(1−β)(p+m+n+k)
t1
Λ eiπ(1−β)(q+m+n+k)

t2
Λ D(p, q,m, n, k) ∼

∼ λ2Λ4. (3.68)

Здесь мы ввели функции C и D, которые зависят от импульсов, но не зависят от внешних

времен t1 и t2:

C(p, q,m, n, k) =

∫ Λ

0

dδ1

∫ Λ

0

dδ2 g̃p,1g̃
∗
q,2g̃m,1g̃n,1g̃k,1g̃

∗
m,2g̃

∗
n,2g̃

∗
k,2, (3.69)

D(p, q,m, n, k) =

∫ Λ

0

dδ1

∫ Λ

0

dδ2

(
g̃∗p,1g̃

∗
q,2 + g̃∗q,1g̃

∗
p,2

)
g̃m,1g̃n,1g̃k,1g̃

∗
m,2g̃

∗
n,2g̃

∗
k,2, (3.70)

5Синхронизировать можно и вдоль луча u = const, то есть положить tL + Λ = tR. Это движение имеет те

же свойства, что и (3.64).
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где g̃p,n = i√
4πn

e−iπnβ
[
e−iπn

1−β
1+β

δ
Λ − eiπn δΛ

]
. Для последних равенств в выражениях (3.67) и (3.68)

мы учли, что эти интегралы ограничены (в них нет сингулярных вкладов, потому что ар-

гументы экспонент никогда не обращаются в ноль), а сумма по виртуальным импульсам

сходится:

|C(p, q,m, n, k)| ∼ |D(p, q,m, n, k)| . 1

π4
√
pq

Λ2

mnk
, следовательно,

∞∑
m,n,k=1

Λ2 × [C or D]

(p+m+ n+ k)(q +m+ n+ k)
∼

∞∑
m,n,k=1

Λ4

(p+m+ n+ k)(q +m+ n+ k)mnk
<∞.

Заметим, что безразмерные коэффициенты пропорциональности в равенствах (3.67) и (3.68)

включают в себя скорость β.

К тому же самому выводу можно было прийти и в рамках подхода раздела 3.3.2. В самом

деле, для синхронизированных толчков находим, что функции g(y) = 1+β
1−βΛy − 2βΛ

1−β и g′(y) =

1+β
1−βΛ при y > y∗ = 2. Следовательно, единственный отличный от нуля коэффициент ряда

Фурье — это g0 = 1+β
1−βΛ. В то же время, в нашем случае все частоты строго положительны,

то есть p + m + n + k > 0 для всех p,m, n, k. Следовательно, получить ненулевые вклады в

сумму по виртуальным импульсам в интегралах (3.41) и (3.42) было невозможно. Это значит,

что npq и κpq не получают растущих со временем петлевых поправок.

Подчеркнем, что разница между синхронизированным (tL = tR ± Λ) и рассинхронизиро-

ванным (tL 6= tR ± Λ, например tL = tR) движением зеркал проявляется уже на древесном

уровне [9]. А именно, можно показать, что в случае синхронизированных толчков древес-

ный тенор энергии-импульса получает ненулевые вклады только в промежуточной области,

0 < t < Λ (движение, рассмотренное в [9], выглядит сложнее, чем (3.64), однако вычисления

в обоих случаях по существу совпадают).

Примечательно, что это отличие сохраняется и на петлевом уровне: если толчки син-

хронизированы, то и древесный, и двухпетлевой вклады в тензор энергии-импульса прене-

брежимо малы на больших временах эволюции, тогда как в случае рассинхронизированных

толчков оба этих вклада существенны. В самом деле, напомним, что поток тензора энергии-

импульса связан с точным келдышевским пропагатором следующим соотношением:

〈Ttx〉 = ∂t1∂x2G
K
12

∣∣
t1=t2,x1=x2

, (3.71)

а потому содержит петлевые поправки к квантовым средним npq и κpq. Это отличие между

синхронизированным и рассинхронизированным случаем также означает, что в этих двух

случаях квантовое состояние системы по-разному эволюционирует.

С точки зрения разделов 3.3.1 и 3.3.2, разницу между синхронизированным и рассин-

хронизированным движением можно объяснить следующим образом. Во-первых, в случае
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синхронизированных толчков число отражений от левого и правого зеркал всегда отличает-

ся на единицу. Во-вторых, условия синхронизации означают, что R(t2i−1) − L(t2i) = Λ для

i = 1, · · · , n − 1. Следовательно, какой-либо существенный вклад в функцию (3.25) может

внести только самая первая точка отражения. Наконец, напомним, что мы рассматриваем

асимптотически стационарное движение, то есть предполагаем, что L̇(t) = Ṙ(t) = β для

t > t∗. Вместе эти наблюдения приводят к тому, что функция G(z) является чисто линейной

при z > z∗, а g′(y) постоянна при y > y∗. Следовательно, все коэффициенты Фурье (3.38),

кроме нулевого, в точности равны нулю, а интегралы (3.41) и (3.42) не могут получать се-

кулярно растущие петлевые поправки. Те же аргументы работают и для более сложного

синхронизированного движения — например, случая, когда второй толчок применяется не

сразу, а через несколько отражений сигнала, созданного первым толчком.

Другими словами, точная подстройка толчков восстанавливает закон сохранения энер-

гии в бесконечном будущем несмотря на нестационарность движения. В свою очередь, этот

закон приводит к нулевому интегралу столкновения и запрещает секулярный рост петлевых

поправок (сравните с приложением A). Без синхронизации эта аргументация не работает,

закон сохранения энергии нарушается, и секулярный рост становится возможен.

3.3.5 Резонансная полость

Наконец, применим подход раздела 3.3.2 к одномерной полости, осциллирующей с резо-

нансной частотой:
L(t > 0) = εΛ sin

(
sπt

Λ

)
,

R(t > 0) = Λ + εΛ sin

(
sπt

Λ
+ ϕ

)
− εΛ sinϕ,

(3.72)

где ε� 1 — некий малый параметр, s ∈ N определяет частоту осцилляций и ϕ — разница фаз

колебаний. Из соображений наглядности выберем ϕ = 0 (что отвечает полости, движущейся

как целое) и s = 2 (минимальный нетривиальный случай). В этом случае функции G(z) и

F (z) имеют следующий вид [111,112]:

G(z) =
z

Λ
− 2ε sin

2πz

Λ

∞∑
n=1

[
θ
( z

Λ
− (2n− 1)

)
− θ

( z
Λ
− 2n

)]
+O(ε2),

F (z) =
z

Λ
+ 2ε sin

2πz

Λ

∞∑
n=0

[
θ
( z

Λ
− 2n

)
− θ

( z
Λ
− (2n+ 1)

)]
+O(ε2).

(3.73)

Это решение справедливо для сравнительно больших аргументов6, Λ/ε� z � Λ/ε2. Можно

заметить, что в этом случае отклонение функций G(z) и F (z) от линейной функции z/Λ

6Обратите внимание, что наивный подход, основанный на пертурбативном разложении по ε, работает

только для z � Λ/ε, потому что при больших аргументах выражения (3.73) получают секулярно растущие
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периодичны. Следовательно, подход раздела 3.3.2 можно применять даже несмотря на то,

что движение зеркал не однородно на больших временах. Обратные функции в этом случае

также можно вычислить с точностью до того же порядка по ε:

g(y)

Λ
= y + 2ε sin (2πy)

∞∑
n=1

[θ (y − (2n− 1))− θ (y − 2n)] +O(ε2),

f(y)

Λ
= y − 2ε sin (2πy)

∞∑
n=0

[θ (y − 2n)− θ (y − (2n+ 1))] +O(ε2).

(3.74)

Это приближение хорошо работает для y � 1/ε2. Теперь легко заметить, что высшие коэф-

фициенты Фурье отличны от нуля:

gn = εΛ
−4in

n2 − 4

1− (−1)n

2
, для n 6= −2, 0, 2; g0 =

1

2
Λ, и g±2 = πεΛ. (3.75)

Следовательно, в этом случае квантовые средние также получают секулярно растущие пет-

левые поправки, существенные на временах Λ/ε� t� Λ/ε2:

npq(T ) ≈ (λεΛT )2 Sp,q
8π4
√
pq
, (3.76)

κpq(T ) ≈ −(λεΛT )2S−p,q + Sp,−q
16π4
√
pq

. (3.77)

Здесь мы пренебрегли сублидирующими, O(ε2), и осциллирующими вкладами. Также мы

ввели краткое обозначение для суммы по виртуальным импульсам:

Sp,q =
∞∑

m,n,k=1

(
1− (−1)p+m+n+k

) (
1− (−1)q+m+n+k

)
4mnk

p+m+ n+ k

(p+m+ n+ k)2 − 4

q +m+ n+ k

(q +m+ n+ k)2 − 4
.

(3.78)

Таким образом, мы показали, что для взаимодействующего безмассового скалярного поля

на фоне резонансно осциллирующих зеркал квантовые средние, келдышевский пропагатор

и поток тензора энергии-импульса получают секулярно растущие петлевые поправки. Это

указывает на изменение квантового состояния системы. Также это означает, что петлевые

поправки могут сказываться на рождении частиц в резонансной полости. Тем не менее, под-

черкнем, что окончательный вывод об изменении состояния и числа родившихся частиц

можно сделать только после суммирования лидирующих секулярно растущих вкладов из

всех петель.

поправки вида εntm. Лидирующие поправки вида εntn могут быть пересуммированны с помощью ренорм-

групповой техники, описанной в [111, 112]. Тем не менее, в случае s = 2 конструктивная интерференция не

происходит, а пересуммирование секулярных поправок не приносит ничего нового. Поэтому в этом случае

область применимости выражений (3.73) можно просто расширить на Λ/ε� z � Λ/ε2.
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3.4 Одиночное полупрозрачное зеркало

В этом разделе мы вычислим петлевые поправки к динамическому эффекту Казимира

на фоне одиночного полупрозрачного зеркала. Сначала мы обсудим квантование двумерного

безмассового скалярного поля на таком фоне, моделируя зеркало дельта-функциональным

барьером. Затем, используя полученное разложение по модам, мы вычислим двухпетлевую

поправку к заселенности уровней и аномальному квантовому среднему. Для простоты в этом

разделе мы также будем рассматривать “сломанную” траекторию зеркала (3.28).

3.4.1 Квантование свободных полей

Рассмотрим свободное двумерное безмассовое скалярное поле на фоне дельта-функцио-

нального барьера:

S =

∫
d2x

[
1

2
(∂µφ)2 − α

2
δ

(
x− x(t)√
1− β2(t)

)
φ2

]
, (3.79)

где функция x(t) задает положение зеркала в момент времени t, β(t) ≡ dx(t)
dt

— скорость зер-

кала (|β(t)| < 1 для всех t) и α — коэффициент, который контролирует “идеальность” зеркала

(зеркало становится идеально отражающим в пределе α→∞ и полностью прозрачным при

α = 0). Квантованное поле раскладываем по модам:

φ(t, x) =

∫ ∞
−∞

dp

2π

[
apgp(t, x) + a†pg

∗
p(t, x)

]
. (3.80)

Здесь a†p и ap подчиняются стандартным бозонным коммутационным отношениям,
[
ap, a

†
q

]
=

2πδ(p − q); моды gp решают соответствующее уравнение движения (3.3) и удовлетворяют

условиям нормировки:

(gp, gq) = δ(p− q), (gp, g
∗
q ) = 0, (3.81)

относительно скалярного произведения Клейна — Гордона [11,15]:

(f, h) ≡ −i
∫ ∞
−∞

dx
[
f(t, x)∂th

∗(t, x)− h∗(t, x)∂tf(t, x)
]
. (3.82)

Заметим, что при условии выполнения (3.80) и (3.81) канонические коммутационные со-

отношения, [φ(t, x), ∂tφ(t, y)] = iδ(x − y), автоматически выполнены. Также заметим, что

в случае идеального зеркала (α = ∞) правая часть этого тождества содержит дополни-

тельные граничные члены, возникающие из-за некорректного ультрафиолетового поведения

зеркала [62, 123]. Ниже мы покажем, что в случае неидеального зеркала отраженные волны

пренебрежимо малы в ультрафиолетовом пределе, то есть высокочастотные моды ведут себя
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как обычные плоские волны. Следовательно, теория с полупрозрачным зеркалом не страдает

от проблем теории с идеальным зеркалом.

В работе [122] было показано, что моды, удовлетворяющие перечисленным выше услови-

ям, можно записать в виде суммы отраженной и прошедшей волны:

gp(t, x) = θ(p)

[
θ (x(t)− x)

(
e−iωu√

2ω
−RL

ω(v)
e−iωf(v)

√
2ω

)
+ θ (x− x(t))TRω (u)

e−iωu√
2ω

]
+

+ θ(−p)
[
θ (x− x(t))

(
e−iωv√

2ω
−RR

ω (u)
e−iωg(u)

√
2ω

)
+ θ (x(t)− x)TLω (v)

e−iωv√
2ω

]
,

(3.83)

где ω ≡ |p|, u ≡ t−x и v = t+x — координаты светового конуса, а функции f , g выбраны та-

ким образом, чтобы равенства f(v) = u, g(u) = v выполнялись, когда точка (u, v) движется

вдоль траектории зеркала (то есть когда u = t − x(t), v = t + x(t)). В этих обозначени-

ях положительно(отрицательно)-частотные моды отвечают волнам, бегущим вправо(влево).

Коэффициенты отражения и прохождения на зеркале фиксируются условиями сшивки, ко-

торые устанавливают следующие равенства (здесь мы дополнительно предположили, что

скорость зеркала в бесконечном будущем постоянна):

RR
ω (τ) =

α

2

∫ τ

−∞
dτ ′ exp

[
iω (v(τ)− v(τ ′))− α

2
(τ − τ ′)

]
, TLω (τ) = 1−RR

ω (τ),

RL
ω(τ) =

α

2

∫ τ

−∞
dτ ′ exp

[
iω (u(τ)− u(τ ′))− α

2
(τ − τ ′)

]
, TRω (τ) = 1−RL

ω(τ),

(3.84)

где τ(t) = τ0+
∫ t
t0
dt
√

1− β2(t) — собственное время зеркала, а функции u(τ), v(τ) обозначают

соответствующие координаты на зеркале. Также мы переписали коэффициенты R и T как

функции τ с помощью соотношений u = u(τ), v = v(τ). Заметим, что для времениподобных

траекторий функции u(τ) и v(τ) являются обратимыми. Следовательно, можно определить

собственные времена τu и τv такие, что u(τu) = u и v(τv) = v. В сущности, это собственные

времена проекции точки (u, v) на зеркало вдоль линий u = const и v = const, соответственно.

Используя эти обозначения, можно восстановаить коэффициенты R и T для произвольной

точки пространства-времени: RL
ω(v) = RL

ω(τv), RR
ω (u) = RR

ω (τu), TLω (v) = TLω (τv), TRω (u) =

TRω (τu).

Заметим, что в пределе ω � α коэффициенты отражения стремятся к нулю из-за быст-

рых осцилляций подынтегральных выражений (3.84). Следовательно, в ультрафиолетовом

пределе отраженными волнами можно пренебречь, то есть моды (3.83) сводятся к обычным

плоским волнам. Другими словами, в ультрафиолетовом пределе неидеальное зеркало ис-

чезает, поэтому ультрафиолетовые перенормировки можно выполнить так же, как в пустом

пространстве.

Разумеется, для произвольных траекторий коэффициенты (3.84) вычислить очень слож-

но, поэтому нам придется сделать какое-нибудь приближение, которое заметно упрощает
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вычисления. Для этого заметим, что для однородной траектории с постоянной скоростью

x(t) = βt интегралы в (3.84) легко берутся:

RR,L
ω (τ) =

α/2

α/2− iωD±β
, где D±β =

√
1± β
1∓ β

. (3.85)

ЗдесьD±β — доплеровские множители для волн, падающих на зеркало слева(справа), поэтому

формула (3.85) имеет прозрачный физический смысл. Теперь заметим, что интегралы (3.84)

в основном набираются на интервале 0 < τ − τ ′ < 1
α

из-за экспоненциального затухания

подынтегрального выражения. В то же время, траекторию x(t) в интегралах (3.84) на от-

резке 0 < τ − τ ′ � αv′(τ)
v′′(τ)

≈ α
γ3(t)|ẍ(t)| можно приблизить прямой линией. Следовательно, для

траекторий со сравнительно небольшим собственным ускорением, |w(t)| = γ3(t) |ẍ(t)| � α,

коэффициент отражения можно приблизить формулой (3.85):

RR,L
ω (τ) ≈ α/2

α/2− iωD±β (τ)
+O

(w
α

)
, где D±β (τ) =

√
1± β(τ)

1∓ β(τ)
. (3.86)

Как мы установили в разделе 3.2, для реалистичных зеркал “коэффициент идеальности”

составляет порядка α ∼ 101÷5 см−1. Это значит, что приближенная формула для коэф-

фициентов отражения и прохождения работает вплоть до собственных ускорений порядка

w ∼ c2α ∼ 1020÷24 м/с2. Следовательно, для большинства практических приложений поправ-

ками к (3.85) можно пренебречь (хотя в некоторых экспериментах по плазменному ускорению

удалось достичь таких больших ускорений w [136], в этих экспериментах речь о проверке ди-

намического эффекта Казимира не идет).

3.4.2 Петлевые поправки

В этом разделе мы вычислим петлевые поправки к заселенности уровней и аномальному

квантовому среднему в модели (3.79), используя моды (3.83) с приближенными коэффици-

ентами отражения (3.86). Как и в случае резонансной полости, рассмотрим стандартную для

скалярных полей квартичную нелинейность λφ4:

S =

∫
d2x

[
1

2
(∂µφ)2 − α

2
δ

(
x− x(t)√
1− β2(t)

)
φ2 − λ

4
φ4

]
. (3.87)

Чтобы выделить лидирующие секулярно растущие петлевые поправки, будем работать в

пределе малой константы связи и большого времени эволюции, λ → 0, T → ∞, λT = const.

Напомним, что в этом пределе лидирующие поправки к npq и κpq задаются следующими
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выражениями:

npq(T ) ≈ 2λ2

∫
d2x1d

2x2 θ (T − t1) θ (T − t2) gp,1g
∗
q,2

[∫
dk

2π
gk,1g

∗
k,2

]3

, (3.88)

κpq(T ) ≈ −2λ2

∫
d2x1d

2x2 θ (T − t1) θ (t1 − t2)

[
g∗p,1g

∗
q,2 + g∗p,2g

∗
q,1

] [∫
dk

2π
gk,1g

∗
k,2

]3

. (3.89)

Аналогично случаю двух зеркал (раздел 3.3.2), плотность уровней (3.88) можно переписать

через произведение двух интегралов:

npq ≈ 2λ2

∫
dk1dk2dk3

(2π)3
Ip(T )I∗q (T ), (3.90)

где мы ввели краткое обозначение:

Ip(T ) =

∫ T

t0

dt1

∫ ∞
−∞

dx1 gp,1gk1,1gk2,1gk3,1, где gp,n ≡ gp(tn, xn). (3.91)

Выделим из интеграла Ip(T ) секулярно растущие вклады. Подобные вклады могут возни-

куть только тогда, когда интеграл сводится к произведению функций, зависящих от одного

аргумента и отличных от нуля на одном и том же интервале. В противном случае, то есть

когда интеграл зависит и от u, и от v, итоговое выражение будет осциллировать или затухать

в пределе T → ∞. Следовательно, такие члены не могут вносить вклад в секулярный рост

и могут быть отброшены. Вкладами вида O (w/α) на практике тоже можно пренебречь.

Таким образом, в указанном приближении получаем, что Ip(T ) линейно растет со време-

нем:

Ip(T ) =
iT

4
√
|pk1k2k3| (|p|+ |k1|+ |k2|+ |k3|)

g(p, k1, k2, k3). (3.92)

Здесь мы разделили общий универсальный множитель и переменный член, который состоит

из восьми различных произведений кусков мод:

g(p, k1, k2, k3) =
[
θ(p)θ(k1)θ(k2)θ(k3) + θ(−p)θ(−k1)θ(−k2)θ(−k3)

]
×

×
[
T|p|T|k3|T|k2|T|k1| +R|p|R|k3|R|k2|R|k1|−

−
(
T−c|p| T

−c
|k3|T

−c
|k2|T

−c
|k1| +R−c|p|R

−c
|k3|R

−c
|k2|R

−c
|k1|[D

c
β]2
)
e−is(T−cx(T ))+

+

∫ T−cx(T )

0

d[−isu]T−c|p| (u)T−c|k3|(u)T−c|k2|(u)T−c|k1|(u)e−isu+

+

∫ T+cx(T )

0

d[−isv]R−c|p| (v)R−c|k3|(v)R−c|k2|(v)R−c|k1|(v)e−is(2tv−v)

]
+
∑
{p}

J{p}u,v ,

(3.93)

где c = sgn(p), s = |p| + |k1| + |k2| + |k3|, а времена tu и tv решают уравнения u = tu − x(tu)

и v = tv + x(tv). Также мы ввели крактие обозначения для коэффициентов прохождения и

отражения стационарного зеркала: Tω = 2iω
2iω−α , Rω = α

2iω−α , и движущегося зеркала: T cω(u) =
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2iωDcβ(u)

2iωDcβ(u)−α , R
c
ω(u) = α

2iωDcβ(u)−α . Эти коэффициенты связаны с частями траектории при t < 0 и

t > 0, соответственно. Для краткости в (3.93) мы привели только четыре секулярно растущих

члена, которые отвечают одной комбинации кусков мод; остальные включены в
∑
{p} J

{p}
u,v и

имеют такую же структуру. Чтобы описать оставшиеся члены, введем два вспомогательных

интеграла:

Int1 = [θ(−p)θ(k1)θ(k2)θ(k3) + θ(p)θ(−k1)θ(−k2)θ(−k3)]×

×
[
R|p|T|k3|T|k2|T|k1| + T|p|R|k3|R|k2|R|k1|−

− s

s+ 2|p|
1+cβ

Rc
|p|T

−c
|k3|T

−c
|k2|T

−c
|k1|e

−i(|k1|+|k2|+|k3|)(T−cx(T ))−i|p|(T+cx(T ))+

+
s

s+ 2|p|
1+cβ

T c|p|R
−c
|k3|R

−c
|k2|R

−c
|k1|[D

−c
β ]2e−i(|k1|+|k2|+|k3|)(T−cx(T ))−i|p|(T+cx(T ))

+

∫ T−cx(T )

0

d[−isu]Rc
|p|(u)T−c|k3|(u)T−c|k2|(u)T−c|k1|(u)e−i(|k1|+|k2|+|k3|)u−i|p|v(u)+

+

∫ T+cx(T )

0

d[−isv]T c|p|(v)R−c|k3|(v)R−c|k2|(v)R−c|k1|(v)e−i(|k1|+|k2|+|k3|)u(v)−i|p|v
]
,

(3.94)

Int2 = [θ(p)θ(k1)θ(−k2)θ(−k3) + θ(−p)θ(−k1)θ(k2)θ(k3)]×

×
[
R|p|T|k3|T|k2|R|k1| + T|p|R|k3|R|k2|T|k1|−

− s

s+ 2(|p|+|k1|)
1+cβ

Rc
|p|T

−c
|k3|T

−c
|k2|R

c
|k1|e

−i(|k2|+|k3|)(T−cx(T ))−i(|p|+|k1|)(T+cx(T ))+

− s

s+ 2(|p|+|k1|)
1+cβ

T c|p|R
−c
|k3|R

−c
|k2|T

c
|k1|[D

−c
β ]2e−i(|k2|+|k3|)(T−cx(T ))−i(|p|+|k1|)(T+cx(T ))+

+

∫ T−cx(T )

0

d[−isu]Rc
|p|(u)T−c|k3|(u)T−c|k2|(u)Rc

|k1|(u)e−i(|k2|+|k3|)u−i(|k1|+|p|)v(u)+

+

∫ T+cx(T )

0

d[−isv]T c|p|(v)R−c|k3|(v)R−c|k2|(v)T−c|k1|(v)e−i(|k2|+|k3|)u(v)−i(|k1|+|p|)v
]
,

(3.95)

где c = sgn(p), s = |p| + |k1| + |k2| + |k3|, v(u) = tu + x(tu), u(v) = tv − x(tv). Тогда ито-

говое выражение для функций J следующим образом записывается через вспомогательные

интегралы: ∑
{p}

J{p}u,v = Int1 + Int1(p↔ k1) + Int1(p↔ k2) + Int1(p↔ k3)+

+ Int2 + Int2(k1 ↔ k2) + Int2(k1 ↔ k3).

(3.96)

Для произвольной траектории зеркала аналитически вычислить интегралы (3.93) нель-

зя. Тем не менее, в случае “сломанной траектории” (3.28) большая часть осциллирующих

вкладов сокращается, и интеграл заметно упрощается. Грубо говоря, такие осциллирующие

вклады отличны от нуля только в областях пространства-времени, которые причинно связа-

ны с отрезками ускоренного движения зеркал. Для “сломанной” траектории такие области
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вырождаются в линии, поэтому интегралы в g(p, k1, k2, k3) легко берутся:

g(p, k1, k2, k3) = [θ(p)θ(k1)θ(k2)θ(k3) + θ(−p)θ(−k1)θ(−k2)θ(−k3)]×

×
[
T|p|T|k3|T|k2|T|k1| +R|p|R|k3|R|k2|R|k1|−

− T−c|p| T
−c
|k3|T

−c
|k2|T

−c
|k1| −R

−c
|p|R

−c
|k3|R

−c
|k2|R

−c
|k1|(D

c
β)2
]

+
∑
{p}

J{p}u,v .

(3.97)

Здесь J{p}u,v снова обозначает оставшиеся члены с аналогичной структурой. Подставляя полу-

ченное выражение для интеграла Ip(T ) в заселенность уровней (3.90), находим:

npq =
(λT )2

8
√
|pq|

∫
dk1dk2dk3

(2π)3|k1k2k3|
g(p, k1, k2, k3)g∗(q, k1, k2, k3)

(|p|+ |k1|+ |k2|+ |k3|) (|q|+ |k1|+ |k2|+ |k3|)
+O(λ2T ). (3.98)

Отметим, что интеграл по виртуальным импульсам сходится. С одной стороны, для боль-

ших импульсов зеркало становится прозрачным, поэтому интеграл сводится к интегралу по

стандартным модам пустого пространства-времени. С другой стороны, для малых импуль-

сов мы можем ввести естественное инфракрасное обрезание p ∼ 1
Λ
с прозрачным физическим

смыслом (см. раздел 3.3). Также можно проверить, что этот интеграл отличен от нуля, если

движение зеркало неоднородно.

Вычисление петлевой поправки к аномальному квантовому среднему (3.89) существенно

не отличается от вычисления поправки к заселенности уровней. В самом деле, в лидирующем

приближении κpq имеет следующий вид:

κpq = −2λ2

∫
dk1dk2dk3

(2π)3

∫ T

t0

dt1

∫ +∞

−∞
dx1 gk1,1gk2,1gk3,1

[
g∗p,1I

∗
q (t1) + g∗q,1I

∗
p (t1)

]
. (3.99)

Следовательно, итоговое выражение для аномального квантового среднего также пропорци-

онально T 2:

κpq = − (λT )2

32
√
|pq|

∫
dk1dk2dk3

(2π)3|k1k2k3|
h(p, q, k1, k2, k3) +O(λ2T ), (3.100)

где функцию h(p, q, k1, k2, k3) можно восстановить, вычисляя интеграл (3.99). Этот интеграл

сходится и отличен от нуля по тем же причинам, что и интеграл (3.98) для npq.

Таким образом, динамический эффект Казимира для одиночного полупрозрачного зерка-

ла заметно не отличается от случая идеального зеркала, рассмотренного в [62]. Единственное

отличие — наличие размерного параметра α, задающего естественный ультрафиолетовый

масштаб теории. В то же время, напомним, что мы в основном интересуемся секулярным ро-

стом петлевых поправок — существенно инфракрасным эффектом. Следовательно, не уди-

вительно, что подобная модификация теории не сказалась на петлевых интегралах (3.88)

и (3.89).
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3.5 Суммирование петлевых поправок при слабых откло-

нениях от стационарности

В этом разделе мы просуммируем петлевые поправки к нелинейному динамическому эф-

фекту Казимира в пределе слабых отклонений от стационарности, то есть малого числа

родившихся частиц. Поскольку в предыдущих разделах мы показали, что учет полупрозрач-

ности зеркал слабо сказывается на числе родившихся частиц и инфракрасно расходящихся

петлевых поправках к квантовым средним, в этом разделе мы рассмотрим резонансную по-

лость с идеально отражающими стенками. В большей части раздела мы будем обсуждать

более наглядную модель (3.4) с нелинейностью вида λφ4. Кроме того, в конце раздела мы

также рассмотрим модель (3.5), эффективно описывающую джозефсоновский метаматериал

— систему, в которой динамический эффект Казимира можно экспериментально измерить.

3.5.1 Коэффициенты Боголюбова

Как и в разделе 3.3.1, прежде всего рассмотрим квантование свободного поля, подчиня-

ющегося уравнениям (3.1). Для простоты (без ограничения общности) будем считать, что

до момента t = 0 оба зеркала покоились, L(t < 0) = 0 и R(t < 0) = Λ−. С одной сторо-

ны, как было показано в разделе 3.3.1, в этой модели квантованное поле можно разложить

по ин-модам (3.18), которые имеют определенную (положительную) энергию в бесконечном

прошлом:

gn(t, x) = f inn (t, x) =
1√
πn

exp

(
−iπnt

Λ−

)
sin

(
πnx

Λ−

)
, при t < 0, (3.101)

и диагонализуют свободный гамильтониан в том же пределе:

Hfree(t) =

∫ R(t)

L(t)

dx

[
1

2
(∂tφ)2 +

1

2
(∂xφ)2

]
=
∞∑
n=1

πn

Λ−

[
(ainn )†ainn +

1

2

]
, при t < 0. (3.102)

С другой стороны, в бесконечном будущем ин-моды больше не диагонализуют гамильтониан,

поэтому оказывается более удобным перейти к аут-модам:

f outn (t, x)→ 1√
πn

exp

(
−iπnt̃

Λ̃

)
sin

(
πnx̃

Λ̃

)
, при t→ +∞, (3.103)

где мы учли, что зеркала могут двигаться с одинаковой общей скоростью β и потому перешли

к координатам t̃ = γ+(t−β+x), x̃ = γ+(x−β+t−L+), а также ввели обозначения для лоренц-

фактора γ+ = 1/
√

1− β2
+ и расстояния между зеркалами в сопутствующей системе отсчета
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Λ̃ = γ+Λ+. Как обычно, ин-моды можно переписать через аут-моды:

f inn (t, x)→
∞∑
k=1

1√
πk

[
αnk exp

(
−iπkt̃

Λ̃

)
+ βnk exp

(
i
πkt̃

Λ̃

)]
sin

(
πkx̃

Λ̃

)
, при t→ +∞,

(3.104)

с помощью коэффициентов Боголюбова:

αnk =
(
f inn , f

out
k

)
, βnk = −

(
f inn , (f

out
k )∗

)
, (3.105)

где (·, ·) обозначает скалярное произведение Клейна — Гордона с учетом идеально отража-

ющих граничных условий:

(u, v) = −i
∫ R(t)

L(t)

dx
[
u(t, x)∂tv

∗(t, x)− v∗(t, x)∂tu(t, x)
]
. (3.106)

Вычислим коэффициенты Боголюбова, предполагая, что нам уже известны функции G(z) и

F (z) (например, мы построили их с помощью геометрического метода раздела 3.3.1). Вообще

говоря, для произвольных функций подобное вычисление может оказаться очень сложным.

Тем не менее, оно существенно упрощается, если мы ограничимся слабыми отклонениями

от стационарности, то есть рассмотрим траектории вида L(t) = εl(t), R(t) = Λ− + εr(t),

ε� 1 и исключим конструктивную интерференцию. В этом случае функция G(z) и обратная

функция g(y) = G−1(y) приблизительно линейны: G(z) ≈ 2
∆zG

z + O(ε), g(y) ≈ ∆zG
2
y + O(ε).

Учитывая, что обе эти функции периодически растут вместе с увеличением z и y, разложим

их производные в ряд Фурье (см. раздел 3.3.2):

G′(z) =
∞∑

n=−∞

Gne
i 2π
∆zG

nz
, Gn =

1

∆zG

∫ ∆zG

0

G′(z)e
−i 2π

∆zG
nz
dz,

g′(y) =
∞∑

n=−∞

gne
iπny, gn =

1

2

∫ 2

0

g′(y)e−iπnydy.

(3.107)

Легко видеть, что при слабых отклонениях от стационарности все коэффициенты Фурье с

ненулевым номером пропорциональны малому параметру ε: Gn ∼ ε и gn ∼ ε для всех n 6= 0.

Более того, эти коэффициенты симметричны, G−n = G∗n и g−n = g∗n, поскольку исходные

функции были действительны. Эти свойства позволяют нам переразложить сложные экспо-

ненты в модах (3.18) по простым плоским волнам:

1

∆zG

∫ ∆zG

0

e−iπnG(z)e
−i 2π

∆zG
kz
dz =

1

∆zG

∫ 2

0

e−iπny−iπky+ikO(ε)g′(y)dy

= δn,−k +
gn+k

g0

n

n+ k
(1− δn,−k) +O

(
ε2
)
,

(3.108)

следовательно,

e−iπnG(z) ≈ e
−i 2π

∆zG
nz

+
∑
k 6=n

gn−k
g0

n

n− k
e
−i 2π

∆zG
kz
. (3.109)

74



Совмещая это равенство с соотношением (3.27), переходя к координатам (t̃, x̃) и вычисляя со-

ответствующие скалярные произведения (3.105), находим коэффициенты Боголюбова (здесь

мы выделяем дельта-символы Кронекера δn,k, чтобы сделать явным разложение коэффици-

ентов по ε):

αnk = δn,k +
gn−k
g0

√
nk

n− k
(1− δn,k) +O

(
ε2
)
,

βnk = −gn+k

g0

√
nk

n+ k
+O

(
ε2
)
.

(3.110)

Подчеркнем, что эти приближенные равенства справедливы только для сравнительно малых

частот, n� 1/ε, для которых длина волны частицы существенно меньше характерного сме-

щения зеркал, λ̄ ∼ Λ̃/πn� εΛ̃. Мы также ожидаем, что на больших частотах взаимодействие

между полем и зеркалами можно считать квазистационарным процессом (по крайней мере,

если мы исключаем конструктивную интерференцию), поскольку характерное время жизни

виртуальных частиц в этом случае много меньше характерного времени, за которое зеркало

заметно смещается. Следовательно, поправки к стационарным коэффициентам Боголюбова

(то есть к тождественным преобразованиям, не изменяющим ин-моды) в этом случае можно

считать пренебрежимо малыми: αn6=k ≈ 0 и βnk ≈ 0 для n� 1/ε или k � 1/ε.

Еще раз напомним, что приближенные равенства (3.110) выполняются только при слабых

отклонениях от стационарности. Примечательные примеры таких движений включают в себя

“сломанные” траектории (3.44) с малой конечной скоростью ε:

L(t) = εtθ(t), R(t) = Λ + εtθ(t),

g0 =
Λ

1− ε
, gn6=0 = − 2εΛ

1− ε
1− (−1)n

2iπn
,

(3.111)

и резонансные осцилляции с деструктивной интерференцией7, например:

L(t) = εΛ sin

(
πqt

Λ

)
θ(t), R(t) = Λ + εΛ sin

(
πqt

Λ

)
θ(t),

g0 = Λ, g±q ≈
q

2
πεΛ, gn6=0,±q ≈ εΛ

2iqn

n2 − q2

1− (−1)n

2
,

(3.112)

где q = 2, 4, 6, · · · . Вывод8 коэффициентов gn и βnk для движений (3.44) и (3.112) можно

найти в [112].
7Подчеркнем, что это очень специальный случай резонансных осцилляций, который возникает только

для специально подобранных амплитуд, частот и фаз; в действительности, для большинства резонансных

осцилляций происходит конструктивная интерференция, отвечающая экспоненциальной накачке энергии по-

ля [111,112].
8Для сравнения, непосредственное вычисление βnk для “сломанных” траекторий (3.44) приводит к следу-

ющему выражению:

βnk =
2ε

iπ

n

(n+ k)2 − (εk)2
1− (−1)n+keiπεk

2

√
k

n
= −gn+k

g0

√
nk

n+ k
+O

(
ε2
)
,
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В сильно нестационарных ситуациях соотношения между траекториями зеркал, функция-

ми G(z) и g(y), боголюбовскими коэффициентами и числом родившихся частиц оказываются

гораздо сложнее. Наиболее примечательные примеры таких сильно нестационарных ситуа-

ций включают в себя резонансные осцилляции с конструктивной интерференцией [79,111,112,

120, 137–139] и асимптотически светоподобное движение зеркал [9, 10, 117–119, 135, 140–142].

Тем не менее, в данном разделе мы для наглядности ограничимся слабыми отклонениями от

стационарности, при которых использование равенств (3.110) вполне оправдано.

3.5.2 Эффективный гамильтониан

Полный гамильтониан нелинейного динамического эффекта Казмира с уравнениями дви-

жения (3.4) оказывается очень сложным. Следовательно, чтобы просуммировать секулярно

растущие петлевые поправки к корреляционным функциям и квантовым средним, нужно

найти подходящее приближение. Во-первых, мы будем работать в пределе слабых отклоне-

ний от стационарности, то есть будем считать, что поправки к стационарным боголюбовским

коэффициентам малы, βnk ∼ αn6=k ∼ O(ε) с ε � 1. В лидирующем порядке по ε это прибли-

жение запрещает практически все процессы, нарушающие закон сохранения энергии. Во-

вторых, чтобы выделить только лидирующие секулярно растущие петлевые поправки, мы

рассмотрим предел малой константы связи и большого времени эволюции9, λ → 0, t → ∞,

λΛ+t = const. Этот предел, напоминающий приближение вращающейся волны из квантовой

оптики [70, 76, 94, 95], подавляет быстро осциллирующие вклады в эффективный гамиль-

тониан. Оба этих приближения вдохновлены упрощенной квантовомеханической задачей,

рассмотренной в главе 2.

Прежде всего, вычислим в предложенных приближениях свободный гамильтониан. Под-

ставляя разложение по модам (3.104) в определение (3.102), переходя к координатам (t̃, x̃),

интегрируя по x̃ и пренебрегая быстро осциллирующими вкладами, получаем следующее

приближенное равенство:

Hfree =
∞∑

m,n,k=1

ωk
2

[
(α∗mkαnk + β∗mkβnk) a

†
man + (αmkβnk + βmkαnk) aman + h.c.

]
≈

∞∑
n=1

1

2
ωna

†
nan −

∞∑
n,k=1

ωn + ωk
2

gn+k

g0

√
nk

n+ k
anak + h.c.+O

(
ε2
)
,

(3.113)

которое подтверждает справедливость приближений (3.110). По-видимому проблемый член eiπεk существенен

только для достаточно высоких частот, k ∼ 1/ε, для которых префактор выражения сам по себе пропорцио-

нален O
(
ε2
)
.

9Этот предел эквивалентен пределу λ→ 0, t̃→∞, λΛ̃t̃ = const, если
∣∣L̇(t)

∣∣ < 1 и
∣∣Ṙ(t)

∣∣ < 1 при t→ +∞.
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при t → +∞. Здесь мы ввели краткое обозначение для частоты f outn мод, ωn = πn/Λ̃. В

последней строке мы также подставили приближенные коэффициенты Боголюбова (3.110) и

удержали первые два члена в разложении по ε.

Заметим, что гамильтониан обобщенной модели (3.1) с массивным полем также имеет

вид (3.113) с частотой ωn =

√(
πn
Λ̃

)2

+m2 ≈ πn
Λ̃

+ Λ̃
2πn

m2, при m→ 0. В то же время, подход

Мура к построению мод свободного поля, который мы использовали для поиска боголю-

бовских коэффициентов в разделе 3.5.1, для массивных полей не работает из-за отсутствия

конформной инвариантности. Следовательно, в массивной модели приближение (3.110) и

второе равенство в (3.113) применимы только для достаточно небольших времен эволюции,

t̃� 1/m2Λ̃.

Теперь применим тот же метод для вычисления взаимодействующего гамильтониана в

бесконечном будущем:

Hint = δHfree +H
(0)
int +H

(1)
int +O

(
ε2
)
, при t→ +∞, (3.114)

где H(0)
int и H(1)

int — нормально-упорядоченные квартичные вклады в гамильтониан взаимодей-

ствия, пропорциональные ε0 и ε1, соответственно:

H
(0)
int =

λΛ̃

32π2

∞∑
k,l,m,n=1

[
3δk+l,m+n + 6δk,mδl,n√

klmn
a†ka

†
laman −

4δk,l+m+n√
klmn

a†kalaman + h.c.

]
, (3.115)

H
(1)
int =

λΛ̃

32π2g0

∞∑
k,l,m,n=1

1√
klmn

[
(3g−k−l+m+n + 12δk,mg−l+n) (1− δk+l,m+n) a†ka

†
laman

− (4g−k+l+m+n + 12δk,lgm+n) (1− δk,l+m+n) a†kalaman

+ gk+l+m+n akalaman + h.c.
]
,

(3.116)

а δHfree — нормально упорядоченный квадратичный член, который можно включить в пере-

нормировку частоты свободного гамильтониана (3.113):

δHfree =
∞∑
n=1

Λ̃

2π
δm2

[
1

n
a†nan −

∞∑
k=1

gn+k

g0

1√
nk
anak −

∞∑
k=1

g∗n+k

g0

1√
nk
a†na

†
k

]
+O

(
ε2
)
. (3.117)

В последнем равенстве мы выделили поправку к физической массе (которая фактически

является однопетлевой поправкой):

δm2 ≈ 3λ

2π

nUV∑
n=1

1

n
=

3λ

2π
log (nUV) , (3.118)

и ввели ультрафиолетовое обрезание nUV. В дальнейшем мы будем предполагать, что эта по-

правка сокращается подходящим контрчленом к свободной теории10. Более того, мы счита-

ем, что это приближение не сказывается на наших вычислениях. Во-первых, они посвящены
10Впрочем, заметим, что поправка к массе положительна при λ > 0, то есть физическая масса может

обращаться в ноль только в том случае, если затравочная масса была тахионной m2
0 < 0.
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инфракрасным, а не ультрафиолетовым расходимостям. Во-вторых, мы в первую очередь

заинтересованы в эволюции квантового состояния, которая не связана с массой поля. По

этим причинам мы в дальнейшем будем считать, что физическая масса равна нулю.

Отметим, что символы Кронекера в H(0)
int обеспечивают законы сохранения энергии в про-

цессах рассеяния (a†a†aa) и распада (a†aaa and a†a†a†a) частиц. Это является следствем

того, что в пределе ε → 0 модель (3.1) становится стационарной. По той же самой причине

в этом пределе не возникает секулярно растущих петлевых поправок к квантовым средним

(например, сравните с приложением A). Напротив, следующие порядки разложения гамиль-

тониана по ε нарушают закон сохранения энергии11 и разрешают процессы, которые в ста-

ционарном случае были невозможны. Например, вклады вида a†a†a†a† в гамильтониан H(1)
int

описывают рождение четырех скоррелированных частиц. Впрочем, в дальнейшем мы будем

ограничиваться лидирующими порядками разложения по ε, то есть будем предполагать, что

“запрещенные” процессы происходят только один или два раза в ходе эволюции системы.

Наконец, напомним, что для наших целей достаточно удерживать только первый порядок

разложения эффективного гамильтониана (3.114) по ε. В то же время, из тех же принципов

нетрудно получить и полное выражение для гамильтониана взаимодействия, которое выра-

жается через точные коэффициенты Боголюбова и не требует предела ε→ 0 (но по-прежнему

требует предел λ→ 0, t→ +∞). Это выражение имеет следующий вид:

Hint =
λΛ̃

32π2

∞∑
i,j,k,l,m,n,p,q=1

1√
ijkl

Ai,j,k,lm,n,p,q, (3.119)

где

Ai,j,jk,lm,n,p,q =
(

3a†ma
†
napaq + 6a†(nδm),(paq)

) [
α∗miα

∗
njαpkαql (δi+j,k+l + δi,kδj,l + δi,lδj,k)

− 4α∗miα
∗
njαpkβql δi+j+l,k + 2α∗miβ

∗
njαpkβql (δi+l,j+k + δi,jδk,l + δi,kδj,l)

+ 2α∗miβ
∗
njαpkβql (δi+k,j+l + δi,jδk,l + δi,lδj,k)− 4α∗miβ

∗
njβpkβql δi+k+l,j

+ β∗miβ
∗
njβpkβql (δi+j,k+l + δi,kδj,l + δi,lδj,k)

]
−
(
4a†manapaq + 6δm,(napaq)

) [
α∗miαnjαpkαql δi,j+k+l + β∗miβnjβpkβql δi,j+k+l

− 3α∗miαnjαpkβql (δi+l,j+k + δi,jδk,l + δi,kδj,l) + 3β∗miαnjαpkβql δi+j+k,l

− 3α∗miαnjβpkβql (δi+k,j+l + δi,jδk,l + δi,lδj,k)− 3β∗miαnjβpkβql (δi+j,k+l + δi,kδj,l + δi,lδj,k)
]

− 4amanapaq

[
αmiαnjαpkβql δi+j+k,l − 3αmiαnjβpkβql (δi+j,k+l + δi,kδj,l + δi,lδj,k)

+ αmiβnjβpkβql δi,j+k+l

]
+ h.c.

11В сущности, это нарушение отражает обмен энергией между системой и внешним миром, которое стано-

вится возможным из-за того, что движение зеркал контролируется внешней силой.
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Здесь мы ввели краткое обозначение для симметризованных величин,A(m,n) = 1
2!

(Amn + Anm).

Также мы пренебрегли быстро осциллирующими и постоянным вкладами, которые в об-

суждаемом пределе не вносят вклад в корреляционные функции и квантовые средние (1.9)

и (1.10). Другими словами, мы усреднили гамильтониан Hint(t) −→ 1
T

∫ t+T
t

Hint(t
′)dt′, и пре-

небрегли вкладами, затухающими в пределе T → +∞.

Стоит отметить, что символы Кронекера вида δi+j,k+l появляются только в безмассовой

теории. В массивной двумерной теории такие символы домножаются на зависящую от вре-

мени функцию, sin[(ωi+ωj−ωk−ωi+j−k)T ]

(ωi+ωj−ωk−ωi+j−k)T
, где ωk =

√
(πk/Λ̃)2 +m2. Эта функция стремится к

единице только в трех случаях: i = k, i = l или m → 0; в притивном случае, на больших

временах эволюции (T � 1/m2Λ̃) она стремится к нулю. Это поведение иллюстрирует ши-

роко известный факт, что упругое рассеяние тождественных массивных частиц в двумерном

случае сводится к простому обмену импульсами.

3.5.3 Редукция до квантовой механики

В предыдущем разделе мы заметили, что предел ε → 0 устанавливает приближенный

закон сохранения энергии, то есть ограничивает обмен энергией между системой и внешним

миром. Следовательно, можно ожидать, что в этом пределе число частиц, родившихся в

результате движения зеркал, будет небольшим. Более того, можно ожидать, что частицы в

основном будут рождаться в моде с наименьшей возможной энергией, n = 1, которую будет

легче всего возбудить. По этой причине мы можем пренебречь модами с n > 1 и свести

гамильтониан (3.114) к упрощенной квантовомеханической задаче:

HQM
int =

λΛ̃

π2

[
9

32
a†a†aa− g2

2g0

a†aaa+
g4

32g0

aaaa+ h.c.+O
(
ε2
)]
, (3.120)

где мы для краткости обозначили a = a1. Напомним, что в пределе ε → 0 коэффициенты

Фурье с отличными от нуля номерами малы, g2 ∼ g4 ∼ ε.

Учитывая нормально-упорядоченный вид получившегося гамильтониана и предполагая,

что начальное состояние близко к вакууму, в пределе12 λ→ 0, t→ +∞ и ε→ 0 находим, что
12Как и в нестационарной O(N) квантовой механике (глава 2), этот предел включает предположение,

что λ|tf − t0| → 0, где t0 — момент адиабатического включения константы связи, а tf — момент, после

которого прекращают изменяться коэффициенты Боголюбова, то есть система становится стационарной. В

дальнейшем мы для краткости предполагаем, что во всех выражениях конечное время сдвинуто, t̃→ t̃+ t̃f ,

то есть переносим начало отсчета времени в t̃f = 0.
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проэволюционировавшее состояние теории имеет следующий вид:

|Ψ(t)〉 = T exp

(
−i
∫ t

t0

Hint(t
′)dt′

)
|0〉 ≈ exp

(
−it̃HQM

int

)
|0〉

= |0〉+
1

216

g∗4
g0

[
exp

(
−i 27

4π2
λΛ̃t̃

)
− 1

] (
a†
)4 |0〉+O

(
ε2
)
.

− 4

405

g2g
∗
4

g2
0

[
5− 6 exp

(
−i 9

8π2
λΛ̃t̃

)
+ exp

(
−i 27

4π2
λΛ̃t̃

)] (
a†
)2 |0〉

− 2

10935

g∗2g
∗
4

g2
0

[
3 + 2 exp

(
−i125

8π2
λΛ̃t̃

)
− 5 exp

(
−i 27

4π2
λΛ̃t̃

)] (
a†
)6 |0〉

+
1

1944

|g4|2

g2
0

[
exp

(
−i 27

4π2
λΛ̃t̃

)
+ i

27

4π2
λΛ̃t̃− 1

]
|0〉+O

(
ε3
)
.

(3.121)

Лидирующий вклад в это выражение обеспечивают процессы множественного рассеяния с

сохранением энергии (члены вида a†a†aa) однажды родившегося квартета виртуальных ча-

стиц (члена вида a†a†a†a†).

Выражение (3.121) непосредственно приводит к следующим формулам для заселенности

уровней и аномального квантового среднего:

n(t) = 〈Ψ(t)|a†a|Ψ(t)〉 =
2

243

|g4|2

g2
0

sin2

(
27

8π2
λΛ̃t̃

)
+O

(
ε4
)
, (3.122)

κ(t) = 〈Ψ(t)|aa|Ψ(t)〉 = − 8

405

g2g
∗
4

g2
0

[
5− 6 exp

(
−i 9

8π2
λΛ̃t̃

)
+ exp

(
−i 27

4π2
λΛ̃t̃

)]
+O

(
ε3
)
.

(3.123)

Подставляя (3.122), (3.123) и (3.110) в выражение для числа частиц (1.6), а затем обрезая все

суммы на n = 1, находим полное число частиц, родившихся в моде с наименьшей частотой:

N1 =
|g2|2

4g2
0

+
2

243

|g4|2

g2
0

sin2

(
27

8π2
λΛ̃t̃

)
+O

(
ε3
)
. (3.124)

Первый и второй члены в правой части (3.124) описывают древесный и петлевой вклад,

соответственно. Заметим, что петлевой вклад всегда положителен и имеет тот же порядок по

ε, что и древесное приближение. Более того, на очень больших временах эволюции, t̃� 1/λΛ̃,

осциллирующую часть петлевого вклада можно заменить на среднее значение:

N1 ≈
|g2|2

4g2
0

+
1

243

|g4|2

g2
0

. (3.125)

Следовательно, нелинейности увеличивают среднее число частиц, сгенерировавшееся в моде

с наименьшей частотой и измеренное на больших временах. Более того, в случае |g4| � |g2|

петлевой вклад может даже превосходить древесный — например, для резонансных осцил-

ляций (3.112) с q = 4.

Подчеркнем, что петлевые поправки к числу родившихся частиц связаны с изменением

исходного квантового состояния, которое становится возможным из-за нарушения закона
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сохранения энергии фоновым полем (силой, движущей зеркала). Лидирующая поправка к

состоянию, уравнение (3.121), описывает состояние с четыремя скоррелированными части-

цами. Также отметим, что полный ряд в (3.121) должен описывать унитарную эволюцию

чистого состояния, хотя в каждом конечном порядке по ε унитарность может нарушаться.

3.5.4 Обобщение на большие N

Проверим, что мода с наименьшей частотой действительно является самой “населенной”.

Для этого рассмотрим O(N)-симметричное обобщение модели (3.4):

(
∂2
t − ∂2

x

)
φi =

λ

N
(φjφj)φi, φi[t, L(t)] = φi[t, R(t)] = 0, (3.126)

где i = 1, · · ·, N с N � 1, и мы подразумеваем суммирование по повторяющимся индексам.

Эффективный гамильтониан такой модели в пределе λ → 0, t → ∞ и ε → 0 совпадает с

гамильтонианом (3.114) после следующей замены операторных произведений:

3a†ka
†
laman → (aik)

†(ail)
†ajma

j
n + (aik)

†(ajl )
†aima

j
n + (aik)

†(ajl )
†ajma

i
n,

a†kalaman → (aik)
†aila

j
ma

j
n, akalaman → aika

i
la
j
ma

j
n,

3a†kal → (N + 2)(aik)
†ail, 3akal → (N + 2)aika

i
l,

(3.127)

и константы связи, λ→ λ/N . Аналогично исходному гамильтониану (3.114), основной вклад

в обобщенный O(N)-симметричный гамильтониан обеспечивается процессами рассеяния13,

а лидирующая поправка, нарушающая закон сохранения энергии, описывает рождение че-

тырех скоррелированных частиц. По этой причине мы считаем, что качественное поведение

обеих моделей приблизительно совпадает, по крайней мере, при слабых отклонениях от ста-

ционарности.

Проэволюционировавшее вакуумное состояние модели (3.126) можно явно найти:

|Ψ(t)〉 ≈ |0〉 − 1

N

∑
p,q

g∗p+q
g0

Ap,q(t)√
pq

(aip)
†(aiq)

†|0〉

+
1

N

∑
k,l,m,n

g∗k+l+m+n

4g0

Bk,l,m,n(t)√
klmn

(aik)
†(ail)

†(ajm)†(ajn)†|0〉+O
(
ε2
)

+O
(

1

N2

)
,

(3.128)

13В гамильтониане (3.115), то есть при N = 1, распады частиц подавлены небольшим численным множи-

телем порядка 1/5. Предел больших N усиливает это подавление до 1/5N .
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где

Ap,q(t) =
∑
k,l,m,n

δp+q,k+l+m+n

klm

[
δq,n

e−iτCk,l,m,n + iτCk,l,m,n − 1

C2
k,l,m,n

+
1

n(k + l +m)

(
e−iτDp,q − 1

D2
p,q (Dp,q − Ck,l,m,n)

− e−iτCk,l,m,n − 1

C2
k,l,m,n (Dp,q − Ck,l,m,n)

− iτ

Dp,qCk,l,m,n

)]
,

(3.129)

Bk,l,m,n(t) =
e−iτCk,l,m,n − 1

2Ck,l,m,n
. (3.130)

Для краткости мы перескалировали время, τ = λΛ̃t̃
4π2 , ввели коэффициенты Ck,l,m,n = Dk,l +

Dm,n и Dp,q = Hp+q−1

p+q
+ 1

pq
, а также ввели гармонические числа Hn =

∑n
k=1

1
k
∼ log n + γ,

где γ — постоянная Эйлера — Маскерони. Заметим, что поправки к начальному состоянию,

содержащие более четырех частиц, подавлены степенями 1/N .

Подставляя конечное состояние (3.128) в выражения (1.9) и (1.10), находим будущую

асимптотику пересуммированных квантовых средних:

nijpq(t) ≈
δi,j
N

2
√
pq

∑
k,l,m

g∗p,k,l,mgq,k,l,m

g2
0 klm

B∗p,k,l,m(t)Bq,k,l,m(t) +O
(
ε3
)

+O
(

1

N2

)
, (3.131)

κij
pq(t) ≈ −

δi,j
N

1
√
pq

g∗p+q
g0

[
Ap,q(t) + Aq,p(t)

]
+O

(
ε2
)

+O
(

1

N2

)
, (3.132)

и среднего числа родившихся частиц:

Nn(t) ≈ N
∑
k

|gn+k|2

g2
0

nk

(n+ k)2
+ 2

∑
k,l,m

|gn+k+l+m|2

g2
0

B∗n,k,l,m(t)Bn,k,l,m(t)

nklm

+ 2
∑
k

|gn+k|2

g2
0

Re [An,k(t) + Ak,n(t)]

n+ k
+O

(
ε3
)

+O
(

1

N2

)
.

(3.133)

Первый член в уравнении (3.133) описывает древесный вклад, N free
n ; второй член возникает

только в нелинейной, взаимодействующей теории.

Для наглядности также явно вычислим суммы и оценим Nn(t) для некоторого физически

осмысленного движения зеркал. В качестве примера такого движения выберем резонансные

осцилляции (3.112) с частотой q = 2 и деструктивной интерференцией. Приближенно вы-

числим число частиц для сравнительно малого, λΛ̃t̃ � 1, и большого, λΛ̃t̃ � nUV/ log(nUV),

времени эволюции, где nUV определяет масштаб ультрафиолетового обрезания. На промежу-

точных временах эти асимптотики соединяются гладкой кривой, которую можно построить

численно (Рис. 3.4).

На сравнительно малых временах эволюции, λΛ̃t̃� 1, осциллирующие функции в (3.133)

можно разложить в ряд по времени. Тогда сублидирующая поправка к числу частиц, свя-

занная с двухпетлевой поправкой к квантовым средним, квадратично растет со временем
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Рис. 3.4: Численно рассчитанная функция Nn(τ)/ε2, n = 1, 2, 4, 8, 16 (сверху вниз) для резо-

нансного движения (3.112) с q = 2 и ε = 0.02. Масштаб ультрафиолетового обрезания уста-

новлен на nUV = 64. Для наглядности мы формально положилиN = 1; в этом случае “началь-

ные” значения функций совпадают с нормированным древесным вкладом, Nn(0) = N free
n /N .

(сравните с разделами 3.3 и 3.4):

Nn ≈ N free
n +

τ 2

2

∑
k,l,m

|gn+k+l+m|2

g2
0

1

nklm
− τ 2

∑
k,l,m,p

|gn+k|2

g2
0

δn,l+m+p + δk,l+m+p

(n+ k)lmp

∼ ε2

n

[
N − 2τ 2 log2 n

n2
+ · · ·

]
, для 1� n� 1

ε
.

(3.134)

В последней строке мы отбросили общий числовой множитель и оценили относительный

числовой множитель петлевого вклада, N loop
n = Nn − N free

n , с помощью численно рассчи-

танной зависимости (Рис. 3.5a). Подчеркнем, что полное число родившихся частиц всегда

положительно, хотя петлевая поправка отрицательна при n ≥ 4 и малых временах эволюции

(Рис. 3.4).

На больших временах эволюции, λΛ̃t̃ � nUV/ log(nUV), осциллирующие функции можно

заменить их средними значениями:

Nn ≈ N free
n +

∑
k,l,m

|gn+k+l+m|2

g2
0

1

nklm

1

C2
n,k,l,m

+
∑

k,l,m,p,q

|gn+k|2

g2
0

δn+k,l+m+p+q

(n+ k)lmp

[
4

q(l +m+ p)

Dn,k + Cl,m,p,q
D2
n,kC

2
l,m,p,q

− 2δk,q + 2δn,q
C2
l,m,p,q

]

∼ ε2

n

[
N + C

log2 n

n
+ · · ·

]
, для 1� n� 1

ε
,

(3.135)

где мы опять отбросили общий множитель и подобрали относительный числовой множитель

C петлевого вклада с помощью численных расчетов (Рис. 3.5b). Вообще говоря, множитель
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Рис. 3.5: Численно рассчитанные функции N loop
n (τ)/(ετ)2, при τ → 0 (a), и N loop

n (τ)/ε2, при

τ →∞ (b), для резонансного движения (3.112) с q = 2 и ε = 0.02. Ультрафиолетовое обреза-

ние установлено на nUV = 64. Точки отвечают численно рассчитанным значениям, линии —

аналитически найденным кривым с оптимально подобранными параметрами. Обратите вни-

мание, что график (a) начинается с n = 4; значения при n < 4 положительны и по модулю

существенно больше значений при n ≥ 4.

C положителен и незначительно зависит от ультрафиолетового обрезания, C ∼ log log(nUV).

Для разумных значений обрезания nUV ∼ 101÷100 этот множитель примерно равен C ∼ 100.

Стоит отметить, что равенства (3.134) и (3.135) имеют смысл только при сравнительно

небольших частотах, n � 1/ε, для которых коэффициенты Боголюбова можно приблизить

выражениями (3.110). Тем не менее, подчеркнем, что для всех n � 1/ε петлевые вклады в

число родившихся частиц имеют тот же порядок по ε, что и древесные выражения.

Также заметим, что число родившихся частиц пропорционально малому множителю, ε2,

и стремится к нулю при увеличении частоты, Nn → 0 при n→∞. Это качественно подтвер-

ждает предположение о малом числе родившихся частиц, использовавшееся в разделе 3.5.3.

3.5.5 Учет нелинейности джозефсоновского метаматериала

Теперь применим подход разделов 3.5.1–3.5.3 к еще одной модели нелинейного динамиче-

ского эффекта Казимира, которая имеет прозрачное экспериментальное происхождение [86].

А именно, рассмотрим непрерывный предел гамильтониана джозефсоновского метаматериа-

ла — массива сверхпроводящих квантовых интерферометров (СКВИДов) в переменном маг-

нитном поле:

HJM ≈
∫ Λ

0

[
1

2
(∂tφ)2 +

v2(t, x)

2
(∂xφ)2 − λv2(t, x)

4
(∂xφ)4

]
, φ(t, 0) = φ(t,Λ) = 0. (3.136)
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Эффективная длина получившейся резонансной полости Λ, скорость света v(t, x) и константа

связи λ определяются параметрами метаматериала (см. раздел 3.2.2). Кроме того, модулируя

магнитное поле, пронизывающее массив СКВИДов, можно изменять эффективную скорость

света в полости v(t, x). Мы предполагаем, что эти изменения малы, нерезонантны и исчезают

в бесконечном прошлом и будущем, то есть v(t, x) = v∞ + εṽ(t, x), где v∞ = const, ε � 1

и ṽ(t, x) → 0 при t → ±∞. Другими словами, как и в предыдущих разделах, мы будем

рассматривать модель (3.136) при слабых отклонениях от стационарности.

Прежде всего, разобьем гамильтониан (3.136) на свободную (квадратичную) и взаимо-

действующую (квартичную) части, а затем проквантуем свободную модель аналогично раз-

делу 3.5.1:

φ(t, x) =

nUV∑
n=1

[
anf

in
n (t, x) + h.c.

]
. (3.137)

Здесь операторы a†n и an удовлетворяют стандартным бозонным коммутационным соотно-

шениям; ин-моды f inn (t, x) решают классические уравнения движения, образуют полный ор-

тонормированный базис относительно скалярного произведения Клейна — Гордона и имеют

определенную (положительную) частоту в бесконечном прошлом14:

f inn (t, x)→
√

~
πnv∞

exp

(
−iπnv∞t

Λ

)
sin
(πnx

Λ

)
, при t→ −∞. (3.138)

В бесконечном будущем ин-моды удобно переписать в терминах аут-мод:

f inn (t, x)→
nUV∑
k=1

√
~

πkv∞

[
αnk exp

(
−iπkv∞t

Λ

)
+ βnk exp

(
iπk

v∞t

Λ

)]
sin

(
πkx

Λ

)
, при t→ +∞,

(3.139)

где коэффициенты Боголюбова αnk и βnk определяются вариациями скорости света. Если

эти вариации малы и нерезонансны, то пребразование Боголюбова близко к тождественному,

αnk ≈ δn,k + εα̃nk
√
n/k и βnk ≈ εβ̃nk

√
n/k (сравните с (3.110)).

Теперь подставим ин-моды во взаимодействующий гамильтониан, разложим его до пер-

вого порядка по ε, вычислим интегралы по dx и пренебрежем быстро осциллирующими вкла-

дами:

H
(0)
int ≈ −

λπ~2

32Λ3

∑
k,l,m,n

√
klmn

[
4δk,l+m+na

†
kalaman + (3δk+l,m+n + 6δk,mδl,n) a†ka

†
laman + h.c.

]
,

(3.140)

H
(1)
int ≈ −ε

λπ~2

32Λ3

∑
k,l,m,n

√
klmn

[
4β̃k,l+m+nakalaman + f

(1,3)
k,l,m,na

†
kalaman + f

(2,2)
k,l,m,na

†
ka
†
laman + h.c.

]
,

(3.141)
14Обратите внимание, что в этом разделе мы явно удерживаем в формулах постоянную Планка ~ и уль-

трафиолетовое обрезание nUV ∼ N , где N — число СКВИДов в контуре.
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при t→ +∞. Здесь f (1,3)
k,l,m,n и f (2,2)

k,l,m,n — некоторые постоянные тензоры порядка O(1), которые

определяются коэффициентами Боголюбова; нам не понадобится их явный вид, чтобы найти

лидирующие поправки к числу родившихся квазичастиц в пределе ε � 1. В сущности, в

этом пределе лидирующие вклады в заселенность уровней (1.9) и аномальное квантовое

среднее (1.10) приближенно описываются следующими выражениями:

nkl(t) ≈
〈

0
∣∣∣ ∞∑
a=1

1

a!

(
it

~

)a
H

(1)
int

(
H

(0)
int

)a−1

a†kal

∞∑
b=1

1

b!

(
−it
~

)b (
H

(0)
int

)b−1

H
(1)
int

∣∣∣0〉, (3.142)

κkl(t) ≈
〈

0
∣∣∣ ∞∑
a=0

1

a!

(
it

~

)a (
H

(0)
int

)a
akal

∞∑
b=1

1

b!

(
−it
~

)b (
H

(0)
int

)b−1

H
(1)
int

∣∣∣0〉. (3.143)

При малых отклонениях от стационарности квазичастицы в основном рождаются в моде с

наименьшей энергией (сравните с разделами 3.5.3 и 3.5.4), поэтому мы можем ограничить

суммы на nUV = 1 для грубой оценки эффективного гамильтониана:

Hint ≈ −
λπ~2

32Λ3

[
9a†a†aa+ 4εβ̃1,3aaaa+ εf

(1,3)
1,1,1,1a

†aaa+ εf
(2,2)
1,1,1,1a

†a†aa+ h.c.+O(ε2)
]
. (3.144)

Этот гамильтониан качественно совпадает с гамильтонианом (3.120) теории с нелинейностью

вида λφ4. В лидирующем порядке разложения по ε этот гамильтониан описывает упругое рас-

сеяние существующих квазичастиц; поправки следующего порядка отвечают за процессы,

которые нарушают закон сохранения энергии, то есть используют энергию внешнего маг-

нитного поля для рождения новых квазичастиц. Самый важный из этих процессов — одно-

временное рождение четырех скоррелированных возбуждений, амплитуда которого опреде-

ляется боголюбовским коэффициентом β̃1,3. Этот процесс определяет лидирующий петлевой

вклад в пересуммированное число родившихся квазичастиц:

N loop
1 =

32

243
ε2
∣∣β̃1,3

∣∣2 sin2

(
27

8

λπ~t
Λ3

)
+O

(
ε4
)
. (3.145)

Полученный результат устанавливает качественное соответствие между моделями динами-

ческого эффекта Казимира на основе движущихся зеркал (3.4) и джозефсоновского метама-

териала (3.5), по крайней мере, при слабых отклонениях от стационарности.

Подчеркнем, что на больших временах эволюции, t � t∗ ∼ Λ3/λ~, вклад петлевых по-

правок сравним с древесным вкладом в число родившихся квазичастиц N free
1 ≈ ε2

∣∣β̃1,1

∣∣2. Для

реалистичных параметров джозефсоновского метаматериала (см. раздел 3.2.2) это время со-

ставляет порядка t∗ ∼ 10−5 с. Другими словами, на временах t� t∗ малыми нелинейностями

СКВИДов, составляющих метаматериал, можно пренебречь, однако на больших временах

число рождающихся квазичастиц будет отличатся от квазиклассических оценок, получен-

ных в древесном приближении.
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Кроме того, напомним, что мы суммируем только лидирующие секулярно растущие пет-

левые поправки в пределе λ→ 0, t→∞, λt = const, то есть удерживаем в петлевых интегра-

лах только вклады вида (λt)k с положительными целыми степенями k > 0. Сублидирующие

поправки имеют вид λmtn с некоторыми несовпадающими m > n > 0; при конечных λ и

t такие поправки подавлены степенями λ. Для реалистичных параметров модели (см. раз-

дел 3.2.2) сублидирующие секулярно растущие вклады становятся существенными только на

временах порядка t∗∗ ∼ Λ5v∞/λ
2~2 ∼ 1 с, которые много больше времени t∗.
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Глава 4

Квантование в фоновых скалярных

полях

4.1 Введение

В этой главе мы рассмотрим еще один пример квантовой теории на нестационарном фоне,

отдаленно напоминающем сильное электрическое или гравитационное поле, — теорию Юка-

вы взаимодействующих фермионов и безмассовых бозонов в (d + 1)-мерном пространстве

Минковского на фоне внешнего скалярного поля φcl:

S =

∫
dd+1x

[
1

2
(∂µφ)2 + iψ̄ /∂ψ − λφψ̄ψ

]
. (4.1)

Для наглядности ограничимся случаями d = 0, 1. Как правило, эту теорию квантуют на

тривиальном фоне φcl = 0, ψcl = 0 и находят амплитуды рассеяния с помощью стандартно-

го равновесного подхода [45]. Этот подход неприменим в присутствии сильного скалярного

поля φcl (по крайней мере, в том случае, если внешнее поле закачивает в систему энергию

и заставляет изменяться заселенность квантовых уровней и аномальные квантовые сред-

ние). Чтобы изучить такую неравновесную ситуацию, мы квантуем поля на фоне ненулевого

классического скалярного поля, а затем вычисляем корреляционные функции с помощью

неравновесной диаграммной техники Швингера — Келдыша.

А именно, в данной главе мы полагаемся на следующую программу [143]. Во-первых,

выберем некоторое сильное скалярное поле, то есть классическое решение φcl(x) � 1 для

некоторых значений (d + 1)-мерного x и ψcl = 0. Для простоты рассмотрим линейно расту-

щее во времени скалярное поле φcl = Et, вдохновленное похожей нестационарной задачей из

квантовой электродинамики [31,32]. В работах [143–145] также обсуждаются случаи линейно

растущего в пространстве скалярного поля, φcl = m
λ

+ Ex, и волны вида φcl = 1
λ
Φ
(
t−x√

2

)
. Во-
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вторых, разделим каждое поле на сумму “классического фона” и “квантовых флуктуаций”:

φ = φcl + φq, ψ = ψq, проквантуем “квантовую” часть и найдем древесные корреляционные

функции. При этом будем использовать точные фермионные моды вместо плоских волн,

тем самым явно находя отклик фермионного поля (по крайней мере, на древесном уровне

на указанном фоне). Затем на древесном уровне найдем отклик самого скалярного поля на

созданное возмущение. Наконец, вычислим петлевые поправки к корреляционным функци-

ям, используя неравновесную диаграммную технику Швингера — Келдыша. Больше всего

мы заинтересованы в петлевых поправках к келдышевскому пропагатору для скалярного и

фермионного поля, поскольку эти пропагаторы зависят от состояния теории (см. раздел 1.3).

В этой главе мы покажем, что сильное скалярое поле не разделяет свойства электриче-

ских и гравитационных аналогов: на фоне такого поля даже в пределе бесконечно долгого

времени эволюции петлевые поправки к заселенности уровней и аномальному квантовому

среднему могут оставаться конечными. Следовательно, описание динамики полей на указан-

ном фоне не обязательно требует пересуммирования лидирующих вкладов из всех порядков

теории возмущений. Это существенно отличает рассматриваемую ситуацию от более слож-

ных аналогов, для которых такое пересуммирование необходимо [21].

Кроме того, подчеркнем, что между сильным скалярным и электрическим или гравитаци-

онным полем также есть еще два важных отличия. Во-первых, уравнения движения точечной

релятивистской частицы на фоне полей вида φcl = m
λ

+Et, φcl = m
λ

+Ex или φcl = 1
λ
Φ
(
t−x√

2

)
не

имеет решений типа евклидовых инстантонов на мировой линии. Во-вторых, эффективное

действие на фоне скалярного поля чисто действительное [143, 144]. Следовательно, в рас-

сматриваемых сильных полях не происходит туннелирование частиц. Это отличает сильное

скалярное поле от сильного электрического [17,146,147] или гравитационного [15] поля.

Тем не менее, отметим, что минимум эффективного потенциала скалярного поля дости-

гается при некотором отличном от нуля вакуумном среднем 〈φ〉 (см. раздел 4.4). Более того,

в работах [144, 145] было показано, что на фоне сильной скалярной волны φcl = 1
λ
Φ
(
t−x√

2

)
петлевые поправки к аномальному квантовому среднему скалярного поля, вычисленному

в наивном вакууме свободной теории, секулярно растут, а система уравнений Дайсона —

Швингера имеет стационарное решение с ненулевым аномальным квантовым средним. Это

решение можно интерпретировать как скалярный конденсат, образующийся при “скатыва-

нии” поля к минимуму эффективного потенциала.
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4.2 Сильное скалярное поле в одном измерении

Для начала рассмотрим наиболее простую ситуацию — (0+1)–мерную квантовую теорию

поля взаимодействующих фермионов и действительного скалярного поля. На примере этой

простой ситуации мы обсудим технические детали и введем обозначения, которые будем

использовать на протяжении всей главы.

Вообще говоря, существует два способа описать одномерные фермионы. Первый из них

определяется следующим действием:

S =

∫
dt

[
1

2
φ̇2 + iψ̄ψ̇ − λφψ̄ψ

]
, (4.2)

где мы обозначили сопряженный фермион как ψ̄ = ψ†. При квантовании эти фермионы

становятся грассмановыми. Другой способ основан на теории двухкомпонентных спиноров:

S =

∫
dt

[
1

2
φ̇2 + iψ̄γ0ψ̇ − λφψ̄ψ

]
, (4.3)

где γ0 =

1 0

0 −1

, ψ̄ = ψ†γ0.

Тем не менее, можно показать, что ситуация в последней теории лишь немного сложнее,

чем в первой. В основном динамика одна и та же. Основное отличие связано с тем фак-

том, что при квантовании (4.3) мы получаем четыре фоковских состояния, |0, 0〉, |0, 1〉, |1, 0〉

и |1, 1〉, вместо двух состояний, |0〉 и |1〉, в теории (4.2). В дальнейшем мы рассматриваем

только теорию (4.2). Как и в главе 2, мы будем рассматривать эту — по сути своей кван-

товомеханическую — модель с точки зрения одномерной квантовой теории поля. Другими

словами, вместо вычисления амплитуд квантовомеханических переходов мы вычислим кор-

реляционные функции. В основном же наша задача состоит в том, чтобы найти отклик такой

системы на внешнее скалярное поле, которое будет описано ниже.

Уравнения движения для действия (4.2) выглядят следующим образом:φ̈ = −λψ̄ψ,

iψ̇ = λφψ.

(4.4)

Эти уравнения имеют следующее классическое решение:

φcl(t) =
m

λ
+
α

λ
t, ψcl = ψ̄cl = 0, (4.5)

которое мы будем рассматривать в качестве фона.
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Рассмотрим разложение по модам квантовых частей фермионного и скалярного поля на

классическом фоне (4.5):

ψ̂(t) = âp(t), ˆ̄ψ(t) = â†p∗(t), (4.6)

φ̂(t) = α̂f(t) + α̂†f ∗(t),

где операторы â и α̂ подчиняются стандартным (анти)коммутационным соотношениям (что-

бы не путать константу в фоновом поле (4.5) и оператор уничтожения бозона, будем ставить

над оператором крышку):

{â, â†} = 1, [α̂, α̂†] = 1. (4.7)

Уравнение для мод на этом фоне выглядит следующим образом:f̈ = 0,(
i d
dt
−m− αt

)
p = 0.

(4.8)

Таким образом, получаем дифференциальное уравнение первого порядка для фермионных

мод, решением которого является следующая функция (нормировка следует из канонических

коммутационных соотношений для поля ψ и соответствующего импульса ψ̄):

p(t) = e
−i
∫ t
t0

(m+αt′)dt′
. (4.9)

Отсюда следует, что на древесном уровне квантовое среднее от произведения двух ферми-

онных операторов, взятых в совпадающие моменты, не зависит от времени:

〈0| ψ̄ψ |0〉 = 0 и 〈1| ψ̄ψ |1〉 = 1, (4.10)

где â|0〉 = â†|1〉 = 0. Чтобы найти 〈ψ̄ψ〉 точно, заметим, что полный гамильтониан теории

выглядит следующим образом:

Hfull = λφψ̄ψ +
π2

2
, (4.11)

где π — импульс, сопряженный к скалярному полю, [φ, π] = i, {ψ, ψ̄} = 1. Используя этот

гамильтониан, легко показать, что скалярный ток в полной теории со взаимодействием также

не зависит от времени:

[ψ̄ψ,Hfull] = 0, следовательно, 〈0|ψ̄ψ|0〉exact(t) = 0 и 〈1|ψ̄ψ|1〉exact(t) = 1. (4.12)

Таким образом, у нас есть два варианта для задачи отклика:

¨〈φ〉 ≡ −λ〈0|ψ̄ψ|0〉 = 0,

¨〈φ〉 ≡ −λ〈1|ψ̄ψ|1〉 = −λ,
(4.13)
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то есть либо фоновая сила нулевая, либо отлична от нуля, но постоянна.

Подчеркнем, что этот результат не зависит от того, квантуем мы поля на фоне (4.5) или

же полагаем фоновое поле равным нулю. Тем не менее, для окончательного решения задачи

отклика необходимо также вычислить скалярные и фермионные двухточечные функции, в

которых поля взяты в разные моменты времени.

Прежде чем сделать это, отметим один важный момент. Рассмотрим одномерную теорию

скалярного поля с ненулевой массой:

S0 =
1

2

∫
dt
[
φ̇2 − ω2φ2

]
. (4.14)

Стандартная мода поля в этом случае задается равенством f(t) = 1√
2ω
e−iωt.

Рассмотрим двухточечную функцию Вайтмана в этой теории в пределе ω → 0:

φ(t) =
1√
2ω

(α̂e−iωt + α̂†eiωt)
ω→0−−→ α̂ + α̂†√

2ω
+ i

√
ω

2
(α̂† − α̂)t,

〈φ(t)φ(t′)〉 =
e−iω(t−t′)

2ω

ω→0−−→ 1

2ω
− i

2
(t− t′).

(4.15)

Заметим, что если мы просто опустим член 1
2ω

в пропагаторе, полученное выражение можно

будет использовать в качестве древесной функции Вайтмана скалярного поля в теории (4.2).

В самом деле, эта функция решает нужное дифференциальное уравнение:

d2

dt2
G(t− t′) = 0, (4.16)

и может быть использована в качестве основы для построения других пропагаторов (таких

как фейнмановская, запаздывающая и опережающая двухточечная функция).

С другой стороны, рассмотрим непосредственное квантование теории безмассового ска-

лярного поля (ω = 0 с самого начала). В этом случае мода задается равенством f(t) = 1−it√
2
,

а разложение оператора поля — следующим выражением:

φ(t) =
1√
2

[
(α̂ + α̂†) + i(α̂† − α̂)t

]
. (4.17)

Легко проверить, что такое φ удовлетворяет уравнениям движения и коммутационным со-

отношениям [φ, π] = i.

Теперь вычислим древесный вайтмановский пропагатор скаляров:

〈φ(t)φ(t′)〉0 =
1

2
〈0|
[
(α̂ + α̂†) + i(α̂† − α̂)t

] [
(α̂ + α̂†) + i(α̂† − α̂)t′

]
|0〉 =

1− i(t− t′) + tt′

2
.

(4.18)

В принципе, этот ответ для функции Вайтмана ничем не хуже ответа (4.15) с отброшенным

расходящимся членом. Фактически разные вайтмановские пропагаторы просто отвечают раз-

ному выбору состояний. Это напоминает похожую ситуацию для безмассового скалярного

поля в двумерном плоском пространстве или пространстве де Ситтера [148].
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Обратите внимание, что первый выбор пропагатора уважает инвариантность относитель-

но трансляций во времени, но не уважает “положительную определенность”, 〈φ2(t)〉 > 0 (в од-

номерном случае 〈φ2(t)〉 тождественно равно нулю, тогда как в двумерии аналогичная вайт-

мановская функция может быть даже отрицательной). В то же время, второй выбор уважает

“положительную определенность”, но нарушает инвариантность относительно трансляций во

времени.

Итак, для описания динамики полей на фоне (4.5) необходимо вычислить точные двух-

точечные функции Вайтмана для скаляров и фермионов. В следующих параграфах этого

раздела мы выполним такое вычисление двумя разными, хотя и связанными друг с дру-

гом, способами. Прежде чем погружаться в громоздкие вычисления, кратко сформулируем

полученные результаты. Рассмотрим второе уравнение в (4.13):

¨〈φ〉 = −λ. (4.19)

Его решением является полином второй степени:

〈φ〉 = −λ
2
t2 + c1t+ c2, (4.20)

в котором мы обозначили константы интегрирования как c1,2. С учетом этого результата

оператор поля φ̂(t) может быть записан в следующей форме:

φ̂(t) =
m

λ
+
α

λ
t+

1√
2

[(
ˆ̂α + ˆ̂α†

)
+ i
(

ˆ̂α† − ˆ̂α
)
t
]
− λ

2
t2 + c1t+ c2. (4.21)

Соответственно, бозонный (вайтмановский) пропагатор имеет следующую форму:

∆〈φ(t1)φ(t2)〉 = 〈φ(t1)〉〈φ(t2)〉 =
λ2

4
t21t

2
2−

λ

2
c1(t21t2 + t22t1)− λ

2
c2(t21 + t22)+ c1c2(t1 + t2)+ c2

1t1t2 + c2
2.

(4.22)

Это выражение совпадет с точным результатом, приведенным, например, в уравнении (4.34),

если мы положим

c1 = λt0, c2 = −λ
2
t20. (4.23)

Подобное совпадение объясняется тем фактом, что точное выражение для двухточечной

функции сводится к сумме древесного вклада и несвязных однопетлевых поправок к одно-

точечным функциям (то есть диаграммам типа “головастик”), которые решают уравнение

(4.19). Другими словами, петлевые поправки сдвигают константы интегрирования, но не из-

меняют вид выражения (4.22).
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4.2.1 Двухточечные функции и квантовые поправки

В этом параграфе мы сделаем поле φ динамическим и вычислим поправки к древесным

пропагаторам. В качестве стартового состояния теории выберем состояние, уничтожаемое

оператором α̂, то есть состояние, которое отвечает древесному пропагатору (4.18). Заметим,

что это условие оставляет определенную свободу в выборе состояния, поскольку мы еще не

обговорили, как на него действуют операторы рождения-уничтожения фермионов.

Оператор потенциала в представлении взаимодействия выглядит следующим образом:

V (t) = U †0(t, t0)
(
λφ(t0)ψ̄ψ

)
U0(t, t0) = λφ(t)ψ̄ψ = λ

(
α̂f(t) + α̂†f ∗(t)

)
â†â, (4.24)

где t0 — время, после которого адиабатически включается взаимодействие λφψ̄ψ. Напомним,

что ψ̄ψ не зависит от времени и f(t) = 1−it√
2
. Выпишем для наглядности оператор эволюции

в представлении взаимодействия:

U (tb, ta) = T exp

[
−i
∫ tb

ta

dηV (η)

]
= 1− i

∫ tb

ta

dηV (η) + (−i)2

∫ tb

ta

dηV (η)

∫ η

ta

dξV (ξ) + · · · ≡

≡ 1 + U1 (tb, ta) + U2 (tb, ta) + · · ·
.

(4.25)

Первую и вторую поправку к оператору эволюции легко можно вычислить явно:

U1(tb, ta) = − iλ√
2
â†â

[
(ta − tb)

(
−1 +

i

2
(ta + tb)

)
α̂ + h.c.

]
,

U2(tb, ta) = −λ
2

2
â†â

[
1

24
(ta − tb)2

(
12 + 3t2a + tb(3tb + 4i) + ta(6tb − 4i)

)
α̂†α̂−

− 1

8
(ta − tb)2(2i+ ta + tb)

2α̂α̂ + h.c.

]
,

(4.26)

где мы использовали равенство â†ââ†â = â†â. В используемых обозначениях функция Вайт-

мана двух скалярных полей выглядит следующим образом:

Dexact(t1, t2) = 〈φ(t1)φ(t2)〉 =
〈
U †(t1, t0)φ(t1)U(t1, t2)φ(t2)U(t2, t0)

〉
=

=
〈

[1 + U1(t0, t1) + U2(t0, t1) + . . . ]φ1 [1 + U1(t1, t2) + U2(t1, t2) + . . . ]φ2×

× [1 + U1(t2, t0) + U2(t2, t0) + . . . ]
〉

= D0(t1, t2) + ∆D(t1, t2) + . . . ,

(4.27)

где мы для краткости обозначили φ(ta) ≡ φa.

Заметим, что при усреднении по фермионному вакууму, a|0〉 = 0, все квантовые поправки

к древесному скалярному пропагатору равны нулю, поскольку они всегда содержат комби-

нацию ψ |0〉 = 0. В этом случае древесное выражение для пропагатора является точным:

Dexact(t1, t2) = D0(t1, t2). (4.28)
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В то же время, усреднение по состоянию â† |1〉 = 0 приводит к менее тривиальному результа-

ту. Используя указанное выше разложение оператора эволюции, можно показать, что первая

поправка к древесному пропагатору растет со временем:

∆D(t1, t2) =
λ2

8
(t0 − t1)(t0 − t2)

{
(t0 + t1 − 2i)(t0 + t2 + 2i)f(t1)f ∗(t2)+

+ (t0 + t1 − 2i)(t0 + t2 − 2i)f(t1)f(t2) + h.c
}

=
λ2

4
(t1 − t0)2(t2 − t0)2.

(4.29)

Чтобы вычислить 〈φ(t2)φ(t1)〉, достаточно просто заменить t1 ↔ t2. Для полноты и дальней-

ших ссылок приведем здесь выражения для келдышевского и запаздывающего/опережающего

пропагаторов:

DK (t1, t2) =
1

2
〈{φ (t1) , φ (t2)}〉 ,

DR/A (t1, t2) = ±θ (±t1 ∓ t2) 〈[φ (t1) , φ (t2)]〉 .
(4.30)

Напомним, что запаздывающий и опережающий пропагаторы совпадают с точностью до

замены t1 ↔ t2, поэтому нам достаточно будет вычислить только один из них. Таким образом,

получаем:

DK
0 =

1

2
[f(t1)f ∗(t2) + f ∗(t1)f(t2)] =

1 + t1t2
2

,

∆DK =
λ2

4
(t1 − t0)2(t2 − t0)2,

DR
0 = θ(t1 − t2) [f(t1)f ∗(t2)− f ∗(t1)f(t2)] = iθ(t1 − t2)(t2 − t1),

∆DR = 0.

(4.31)

Здесь функции D0 обозначают древесные пропагаторы, а ∆D — петлевые поправки. Чтобы

понять полученный результат, вычислим квантовое среднее одиночного оператора:

〈φ1〉 =
〈
U †(t1, t0)φ1U(t1, t0)

〉
. (4.32)

С точностью до высших порядков λ поправка выглядит следующим образом:

∆ 〈φ1〉 = −iλ
∫ t1

t0

dt2 (〈φ1φ2〉 − 〈φ2φ1〉) = λ

∫ t1

t0

dt2(t2 − t1) = −λ
2

(t1 − t0)2. (4.33)

Таким образом, мы видим, что ∆D в действительности сводится к произведению несвязных

поправок к одноточечным функциям:

∆D(t1, t2) = ∆DK(t1, t2) = ∆ 〈φ1〉∆ 〈φ2〉 =
λ2

4
(t1 − t0)2(t2 − t0)2. (4.34)

В следующем параграфе мы покажем, что этот вклад отвечат так называемой диаграмме

“головастик”. Кроме того, в параграфе (4.2.3) мы покажем, что этот результат, полученный

во втором порядке по λ, в действительности является точным.
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Кроме всего прочего, наблюдения, сделанные в этом разделе, показывают, что рост двух-

точечной функции, сопровождающий увеличение времен t1,2, никак не связан с изменением

состояния теории. А именно, временная эволюция в теории не приводит к генерации ано-

мальных квантовых средних и заселенности уровней ни для фермионов, ни для бозонов.

Другими словами, начальное состояние не изменяется, несмотря на нестационарность тео-

рии. Это отличает рассматриваемую теорию от аналогичной теории в пространстве более

высокой размерности (раздел 4.3) и других нестационарных квантовых теорий.

4.2.2 Диаграммная техника

В этом параграфе мы воспроизведем результаты предыдущего параграфа с помощью диа-

граммной техники. Ввиду нестационарности ситуации мы используем диаграммную технику

Швингера — Келдыша. Помимо бозонных пропагаторов, обсуждавшихся в разделах 1.2–1.4,

в модели (4.2) также необходимо вычислить фермионные пропагаторы:

iG−−(x1, x2) ≡ 〈T ψ(x1)ψ̄(x2)〉 = θ(t1 − t2)iG+−(x1, x2) + θ(t2 − t1)iG−+(x1, x2),

iG++(x1, x2) ≡ 〈T ψ(x1)ψ̄(x2)〉 = θ(t1 − t2)iG−+(x1, x2) + θ(t2 − t1)iG+−(x1, x2),

iG+−(x1, x2) ≡ 〈ψ(x1)ψ̄(x2)〉,

iG−+(x1, x2) ≡ −〈ψ̄(x2)ψ(x1)〉,

(4.35)

где 〈 · · · 〉 обозначает усреднение по подходящему начальному состоянию, T обозначает упо-

рядочение по времени, а T — обратное упорядочение по времени.

Как и для бозонных, так и для фермионных пропагаторов удобно сделать келдышевский

поворот (1.35) и перейти к келдышевскому и запаздывающему/опережающему пропагато-

рам1:

GK ≡ 〈ψclψ̄cl〉 =
1

2

(
G++ +G−−

)
, DK ≡ 〈φclφcl〉 =

1

2

(
D++ +D−−

)
,

GR ≡ 〈ψclψ̄q〉 = G−− −G−+, DR ≡ 〈φclφq〉 = D−− −D−+,

GA ≡ 〈ψqψ̄cl〉 = G−− −G+−, DA ≡ 〈φqφcl〉 = D−− −D+−.

(4.36)

Это определение эквивалентно (4.30).

Правила диаграммной техники для модели (4.2) получаем аналогично теории скалярного

поля (разделы 1.2 и 1.4) — либо раскладывая операторы прямой и обратной эволюции в вы-

ражениях для точных корреляторов, либо рассматривая функциональный интеграл полной

теории. Итоговые правила построения диаграмм в “±” обозначениях изображены на Рис. 4.1.

1Вообще говоря, матрицы, которые поворачивают поля φ, ψ и ψ̄, независимы, однако в этой главе мы для

удобства считаем, что все они совпадают.
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Рис. 4.1: Пропагаторы и вершины в диаграммной технике Швингера — Келдыша для моде-

ли (4.2) до келдышевского поворота. Сплошные линии отвечают фермионным пропагаторам,

пунктирные — бозонным.

Вычислим первую петлевую поправку к скалярной двухточечной корреляционной функ-

ции с помощью диаграммной техники Швингера — Келдыша. Для начала рассмотрим усред-

нение по состоянию |0〉ψ |0〉φ. В этом случае древесные пропагаторы имеют следующий вид

(оставшиеся четыре коррелятора легко восстановить, вспоминая определения пропагаторов):

G+−
0 (t1, t2) = exp

[
−i
∫ t1

t2

(m+ αt′)dt′
]
, D+−

0 (t1, t2) =
(1− it1)(1 + it2)

2
,

G−+
0 (t1, t2) = 0, D−+

0 (t1, t2) =
(1 + it1)(1− it2)

2
.

(4.37)

Однопетлевая поправка к пропагаторам скалярного поля (Рис. 4.2a) тождественно равна

нулю:

∆D+−(t1, t2) = −λ2

∫
dt3dt4

∑
σ3,4={+,−}

D+σ3(t1, t3)Gσ3σ4(t3, t4)Gσ4σ3(t4, t3)Dσ4−(t4, t2) sgn(σ3σ4) = 0,

(4.38)

потому что G−+ = 0 и θ34θ43 = 0, где для краткости мы обозначили θ34 ≡ θ(t3 − t4). Таким

образом, ∆DK(t1, t2) = ∆DR/A(t1, t2) = 0. По тем же самым причинам вакуумный “пузырь”

(Рис. 4.2b) также тождественно равен нулю2. Наконец, диаграммы-головастики (Рис. 4.2c)

также равны нулю, поскольку они содержат пропагаторы свободных фермионов в совпа-

дающих точках: 〈0| ψ̄ψ |0〉 = 0. Таким образом, при усреднении по состоянию |0〉ψ|0〉φ од-

нопетлевые поправки к бозонным пропагаторам равны нулю. Это в точности совпадает с

результатом, полученным в предыдущем параграфе (см. уравнение (4.28)).

Теперь рассмотрим усреднение по состоянию |1〉ψ |0〉φ. В этом случае древесные бозон-

ные пропагаторы выглядят так же, как и в предыдущем случае, а древесные фермионные
2Напомним, что в диаграммной технике Швингера — Келдыша вакуумные пузыри всегда равны нулю.
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(a) (b) (c)

Рис. 4.2: Простейшие диаграммы в теории Юкавы: однопетлевая поправка к скалярному

пропагатору (a), вакуумный пузырь (b) и диаграмма “головастик” (c).

пропагаторы приобретают следующий вид:

G+−
0 (t1, t2) = 0,

G−+
0 (t1, t2) = − exp

[
−i
∫ t1

t2

(m+ αt′)dt′
]
.

(4.39)

Диаграммы Рис. 4.2a и Рис. 4.2b в этом случае равны нулю по тем же самым причинам, что

и в предыдущем случае. Следовательно, нужно пересчитать только диагрммы-головастики

с Рис. 4.2c:

∆
〈
φ+

1

〉
= −iλ

∫
dt2

∑
σ={+,−}

D+σ(t1, t2)Gσσ
aa (t2, t2)sgn(−σ) =

= −iλ
∫ +∞

t0

dt2D
R(t1, t2) = λ

∫ t1

t0

dt2(t2 − t1) = −λ
2

(t1 − t0)2,

∆
〈
φ−1
〉

= −iλ
∫
dt2

∑
σ={+,−}

D−σ(t1, t2)Gσσ
aa (t2, t2)sgn(−σ) =

= −iλ
∫ +∞

t0

dt2D
R(t1, t2) = λ

∫ t1

t0

dt2(t2 − t1) = −λ
2

(t1 − t0)2 = ∆
〈
φ+

1

〉
.

(4.40)

В результате получим, что поправка к корреляционной функции скалярных полей выглядит

следующим образом:

∆D+−(t1, t2) = ∆DK(t1, t2) = ∆
〈
φ+

1

〉
∆
〈
φ−2
〉

=
λ2

4
(t1 − t0)2(t2 − t0)2, (4.41)

что совпадает с результатом (4.34) из предыдущего параграфа.

Заметим, что при выборе альтернативного древесного вайтмановского пропагатора ска-

лярных полей:

〈φ1φ2〉0 = − i
2

(t1 − t2), (4.42)

который, как мы обсуждали в районе уравнения (4.15), уважает трансляционную инвари-

антность по времени и отвечает другому выбору исходного состояния теории, мы получим
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Рис. 4.3: Диаграмма с поправкой к вер-

шине.

Рис. 4.4: Две петли, соединенные двумя

скалярными пропагаторами.

тот же самый ответ для диаграммы-головастика:

∆
〈
φ−1
〉

= ∆
〈
φ+

1

〉
= −iλ

∫ +∞

t0

dt2D
R(t1, t2) = λ

∫ t1

t0

dt2(t2 − t1) = −λ
2

(t1 − t0)2, (4.43)

поскольку запаздывающие пропагаторы не зависят от выбора состояния.

Таким образом, диаграммная техника дает правильные комбинаторные множители и вос-

производит результат прямых вычислений, проделанных в параграфе 4.2.1.

4.2.3 Точные бозонные пропагаторы

Как мы уже отмечали в параграфе 4.2.1, древесные выражения для бозонных пропагато-

ров являются точными, если мы усредняем по вакууму фермионов â|0〉ψ = 0: Dexact(t1, t2) =

D0(t1, t2). Поэтому в этом разделе мы везде предполагаем усреднение по состоянию â† |1〉ψ =

0. Мы покажем, что в этом случае ситуация практически совпадает с усреднением по ваку-

уму, однако точный ответ определяется не только древесными выражениями, но и первой

петлевой поправкой.

Прежде всего, установим, диаграммы какого вида могут вносить вклад в точный бо-

зонный пропагатор 〈φ1φ2〉. Во-первых, заметим, что поправки к фермионным пропагаторам

равны нулю: в самом деле, поправки приходят только из вершины V , которая содержит

фермионные поля в совпадающие моменты времени, а в начале этого раздела мы показали,

что
〈
ψ̄ψ
〉
exact

=
〈
ψ̄ψ
〉

0
. Следовательно, многопетлевые диаграммы, содержащие Рис. 4.2a и

Рис. 4.2b, а также диаграммы с поправленными вершинами вроде Рис. 4.3 равны нулю по тем

же причинам, которые мы обсуждали в предыдущем параграфе в районе уравнения (4.38).

Теперь рассмотрим петли, соединенные более чем одним бозонным пропагатором, напри-

мер Рис. 4.4. Чтобы доказать, что эти диаграммы также равны нулю, рассмотрим диаграммы-

лестницы, изображенные на рисунках 4.5a и 4.5b. Обе эти диаграммы отвечают следующему
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(a) (b)

Рис. 4.5: Диаграмма-лестница с параллельными (a) и перекрестными (b) “ступеньками”.

интегралу:

∆Gσ1σ2σ3σ4(t1, t2, t3, t4) =
λ4

2

∫
dt5dt6dt7dt8

∑
σ5,6,7,8={+,−}

Gσ1σ5(t1, t5)Gσ5σ6(t5, t6)Gσ6σ2(t6, t2)×

×Gσ4σ7(t4, t7)Gσ7σ8(t7, t8)Gσ8σ3(t8, t3)Dσ5σ7(t5, t7)Dσ6σ8(t6, t8)sgn(σ5σ6)sgn(σ7σ8). (4.44)

Напомним, что G+− = 0, так что ненулевые вклады могут дать только выражения следую-

щего вида:

Gσ1+(t1, t5)G++(t5, t6)G+σ2(t6, t2)Gσ4+(t4, t7)G++(t7, t8)G+σ3(t8, t3)D++(t5, t7)D++(t6, t8),

Gσ1+(t1, t5)G++(t5, t6)G+σ2(t6, t2)Gσ4−(t4, t7)G−−(t7, t8)G−σ3(t8, t3)D+−(t5, t7)D+−(t6, t8),

Gσ1−(t1, t5)G−−(t5, t6)G−σ2(t6, t2)Gσ4+(t4, t7)G++(t7, t8)G+σ3(t8, t3)D−+(t5, t7)D−+(t6, t8),

Gσ1−(t1, t5)G−−(t5, t6)G−σ2(t6, t2)Gσ4−(t4, t7)G−−(t7, t8)G−σ3(t8, t3)D−−(t5, t7)D−−(t6, t8)

(4.45)

Заметим, что из-за наличия тета-функций в “++” и “−−” пропагаторах эти выражения про-

порциональны (t1− t2)2. В то же время, напомним, что все петлевые поправки генерируются

вершиной V , которая содержит поля в совпадающих точках, а произведение ψ̄(t)ψ(t) не за-

висит от времени t из-за особенного поведения мод (4.9). Следовательно, можно считать,

что начальные и конечные точки всех внутренних фермионных пропагаторов совпадают.

Отсюда автоматически следует, что диаграммы вида Рис. 4.5a и Рис. 4.5b, которые входят в

качестве поддиаграммы в большую диаграмму, равны нулю, поскольку для них можно поло-

жить t1 = t2. В частности, диаграмма Рис. 4.4 содержит в качестве поддиаграммы функцию

Gσ1σ2σ3σ4(t, t, t, t) = 0. Вклады диаграмм с бо́льшим числом петель (в том числе лестниц с

бо́льшим числом промежуточных “перекладин”) равны нулю по той же самой причине.

В конечном счете, единственные оставшиеся диаграммы, которые могут дать ненулевой

вклад в точные бозонные пропагаторы — это несвязные диаграммы-головастики (Рис. 4.2c).
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В результате точные пропагаторы выглядят следующим образом:

D+−
exact(t1, t2) = D+−

0 (t1, t2) + ∆ 〈φ1〉∆ 〈φ2〉 =
(1− it1)(1 + it2)

2
+
λ2

4
(t1 − t0)2(t2 − t0)2,

DK
exact(t1, t2) = DK

0 (t1, t2) + ∆ 〈φ1〉∆ 〈φ2〉 =
1 + t1t2

2
+
λ2

4
(t1 − t0)2(t2 − t0)2,

D
R/A
exact(t1, t2) = D

R/A
0 (t1, t2) = ±iθ(±t1 ∓ t2)(t2 − t1).

(4.46)

Это обобщает результаты параграфа 4.2.1 на произвольные порядки по λ. Заметим также,

что этот результат можно легко обобщить на многоточечные корреляционные функции, кото-

рые так же разбиваются на произведение несвязных головастиков. Как мы объясняли выше,

фактически этот результат возникает из решения уравнения (4.19), в котором головастики

появляются благодаря ненулевой правой части 〈1|ψ̄ψ|1〉.

4.3 Сильное скалярное поле в двух измерениях

В этом разделе мы рассмотрим теориюЮкавы взаимодействующих фермионов и действи-

тельного скалярного поля в (1 + 1)-мерном пространстве Минковского с сигнатурой (+,−):

S =

∫
d2x

[
1

2
∂µφ∂

µφ+ iψ̄ /∂ψ − λφψ̄ψ
]
, (4.47)

где мы обозначили /∂ ≡ γµ∂µ, ψ̄ = ψ†γ0 и предположили, что константа связи λ > 0. В этом

разделе мы используем представление Паули — Дирака для алгебры Клиффорда:

γ0 ≡

1 0

0 −1

 , γ1 ≡

 0 1

−1 0

 . (4.48)

Уравнения движения для действия (4.47) выглядят следующим образом:∂
2φ+ λψ̄ψ = 0,(
i/∂ − λφ

)
ψ = 0.

(4.49)

Наиболее общее классическое решение этих уравнений движения имеет вид ψcl = 0, φcl =

F(t − x) + F̃(t + x), где F и F̃ — произвольные гладкие функции. В дальнейшем мы рас-

сматриваем пример такого классического решения в качестве внешнего фона и разделяем

классическую и квантовую части полей: φ = φcl + φq, ψ = ψcl + ψq. Основной нашей целью

является вычисление корреляционных функций.

А именно, в этом разделе мы рассматриваем фоновое поле, линейно растущее во времени:

φcl = Et, где E — некоторая положительная постоянная3. В частности, в пределе E → 0 этот
3Разумеется, классические решения с другими знаками и абсолютными значениями постоянных можно
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фон воспроизводит свободное безмассовое фермионное поле. Если же E 6= 0, Гамильтониан

теории зависит от времени, то есть ситуация нестационарна. Следовательно, можно ожидать

рождение частиц, напоминающее аналогичные процессы в сильном электрическом [17,37,146,

147] или гравитационном поле [15].

Тем не менее, подчеркнем, что между рождением частиц, например, в электрическом поле

(широко известный эффект Швингера [1]) и процессами на фоне скалярного поля есть суще-

ственная разница. С одной стороны, на древесном уровне рождение частиц в электрическом

поле можно описать в терминах квантового туннелирования через классически запрещен-

ную область. Вероятность такого процесса описывается мнимой частью эффективного дей-

ствия, причем выражение для вероятности не является аналитической функцией фонового

поля [17]. С другой стороны, как мы увидим ниже, мнимая часть фейнмановского эффек-

тивного действия на фоне скалярного поля равна нулю (см. раздел 4.4). Следовательно,

ненулевые значения квантовых средних указывают скорее на поляризацию вакуума, чем на

рождение частиц.

Кроме того, отметим, что фоновое поле φcl = Et довольно нереалистично, поскольку со-

здание и поддержка неограниченно растущего поля требует бесконечного количества энер-

гии. Тем не менее, такой “игрушечный” пример позволяет ухватить основные свойства мо-

дели. Более подходящим примером было бы поле φcl = ET tanh t
T
, которое выходит на по-

стоянный уровень в бесконечном прошлом и будущем, а на временах |t| � T воспроизводит

линейный рост. Такая конфигурация полей не решает уравнения движения без подходящего

источника в правой части (4.49). Другой возможный пример — сильная скалярная волна,

то есть функция F(t − x) с компактным носителем. Такой классический фон обсуждается

в [144,145].

4.3.1 Моды

Чтобы установить обозначения, рассмотрим сначала теорию свободного массивного фер-

мионного поля. Это поле можно следующим образом разложить на моды:

ψ(t, x) =

∫
dp

2π

[
apψ

(+)
p (t, x) + b†pψ

(−)
p (t, x)

]
. (4.50)

получить с помощью временных сдвигов: t → t + δt =⇒ φcl = Eδt + Et, или инверсии: t → −t =⇒ φcl =

m
λ − Et. Например, фермионному полю можно придать массу mψ с помощью сдвига δt =

mψ
λE . Впрочем,

эти преобразования не приносят ничего существенно нового в рассуждения этого раздела. Поэтому мы без

потери общности рассматриваем положительное E и нулевую массу.
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Функции ψ
(+)
p (t, x) ≡ upe

−ipx и ψ
(−)
p (t, x) ≡ vpe

ipx, которые называются положительно- и

отрицательно-частотными модами, решают уравнение Дирака:

(i/∂ −m)ψ = 0, (4.51)

а операторы рождения и уничтожения удовлетворяют стандартным коммутационным соот-

ношениям: {
ap, a

†
q

}
=
{
bp, b

†
q

}
= 2πδ(p− q). (4.52)

Это фиксирует одновременные коммутационные соотношения на обобщенную координату ψ

и импульс ψ†: {
ψa(t, x), ψ†b(t, y)

}
= δ(x− y)δab, (4.53)

где мы восстановили спинорные индексы a, b = 1, 2. С точностью до фазы, не зависящей от

координат t и x, спиноры up and vp, которые удовлетворяют указанным выше соотношениям,

задаются следующими равенствами:

up =

up,1
up,2

 =
sgn(p)√

2ω(ω −m)

 p

ω −m

 , vp =

vp,1
vp,2

 =
sgn(p)√

2ω(ω −m)

ω −m
p

 , (4.54)

где мы обозначили ω =
√
p2 +m2 и ипользовали дираковское представление для гамма-

матриц (4.48). Для дальнейшего удобства мы ввели фазовый множитель sgn(p), который

не сказывается на равенствах (4.51) и (4.53). В дальнейшем мы будем опускать индекс p у

спиноров up, vp и ψp в тех местах, где его можно легко восстановить.

На фоне переменного скалярного поля, зависящего от времени, фермионное поле также

может быть разложено на моды по образцу (4.50). Очевидно, что при этом ψ(±) должны

решать уравнения движения (4.49) с φ = φcl:

[iγµ∂µ −M(t)]ψ = 0, (4.55)

где мы для краткости обозначили:

M(t) = αt, α = λE. (4.56)

Поскольку рассматриваемая система инвариантна относительно трансляций в пространстве,

удобно представить моды в следующем виде:

ψ(t, x) = ψp(t)e
ipx. (4.57)

Подставляя это факторизованное решение в (4.55), получаем уравнение на часть мод, зави-

сящую от времени: [
iγ0∂t − γ1p−M(t)

]
ψp(t) = 0. (4.58)
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Эту систему уравнений можно разделить, применяя оператор [−iγ0∂t − γ1p−M(t)] к ее ле-

вой части и учитывая, что матрица γ0 имеет собственные значения ±1. Таким образом,

уравнение сводится к: [
∂2
t +

(
ω(1,2)
p

)2
(t)
]
ψ1,2(t) = 0, где(

ω(1,2)
p

)2
(t) ≡ p2 + α2t2 ± iα.

(4.59)

Заметим, что (4.59) напоминает уравнение для массивного заряженного скалярного поля на

фоне постоянного электрического поля [19, 31, 32]. Его точное решение представляет собой

сумму линейно независимых функций параболического цилиндра Dν(z):

ψ1 [z(t)] = A1Dν [z(t)] +B1D−ν−1 [iz(t)] ,

ψ2 [z(t)] = A2Dν−1 [z(t)] +B2D−ν [iz(t)] ,
(4.60)

где A1,2, B1,2 — комплексные константы интегрирования, которые мы определим ниже, и для

удобства мы ввели новые обозначения:

z ≡ 1 + i√
α
M(t), ν ≡ −ip

2

2α
. (4.61)

Поскольку внешнее поле в рассматриваемой задаче никогда не выключается, невозможно

определить обычные ин- и аут-моды, равно как и положительно- и отрицательно-частотные

моды. В самом деле, при больших аргументах функция параболического цилиндра имеет

следующее асимптотическое разложение [149,150]:

Dν(z) = zνe−
z2

4

[
N∑
n=0

(
−ν

2

)
n

(
1
2
− ν

2

)
n

n!
(
− z2

2

)n +O
∣∣z2
∣∣−N−1

]
,

(γ)0 = 1, (γ)n6=0 = γ (γ + 1) · · · (γ + n− 1) ,

(4.62)

которое верно для |z| � |ν| и |Arg(z)| < π
2
. В нашем случае Arg(z) = ±π

4
, а условие |z| � |ν|

отвечает достаточно большим временам |t| � p2

α3/2 . Таким образом, в лидирующем порядке

в пределе t→ +∞ функция ведет себя следующим образом:

ψ1,2(z(t)) ∼ A1,2(p) exp

(
− i

2
αt2 − ip2

2α
log t

)
+B1,2(p) exp

(
i

2
αt2 +

ip2

2α
log t

)
, (4.63)

где A1,2(p) и B1,2(p) — некоторые постоянные, не зависящие от времени (но зависящие от

импульса). Следовательно, моды ψ1,2(t, x) не могут быть сведены к сумме положительно- и

отрицательно-частотных плоских волн, а интерпретация происходящих явлений в терминах

часиц не имеет смысла.

Впрочем, проверим также другой предел — ультрафиолетовую область, в которой |p| �
√
α для фиксированного t. В этом пределе мы ожидаем, что моды в сильном скалярном поле
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и в свободной теории имеют одинаковое поведение. В самом деле, в этом случае к функции

параболического цилиндра применимо следующее асимптотическое разложение (см. прило-

жение B для подробного вывода этого разложения):

Dν [z(t)] ' e
πp2

8α

√
2

(
M√

M2 + p2
+ 1

) 1
2

e
ip2

4α
− ip

2

4α
log

(
√
M2+p2+M)

2

2α
− iM

√
M2+p2

2α

[
1 +O

(
α

M2 + p2

)]
.

(4.64)

Следовательно, на временах |t| � |p|
α

точные моды действительно ведут себя как обычные

плоские волны:

ψ1,2(t, x) ∼ A′1,2(p)e−i|p|t+ipx +B′1,2(p)ei|p|t+ipx. (4.65)

Теперь очевидно, что функции Dν [z(t)] и Dν−1 [z(t)] являются некоторыми аналогами “поло-

жительно-частотных” мод, то есть точные гармоники должны выглядеть следующим обра-

зом:

ψ(+)(t) ≡

ψ(+)
1 (t)

ψ
(+)
2 (t)

 = A(+)

 Dν [z(t)]

(i∂t−M(t))
p

Dν [z(t)]

 , (4.66)

где мы использовали систему уравнений (4.58), чтобы связать первую и вторую компоненту

спинора. Это выражение можно упростить с помощью следующих соотношений [149,150]:

∂zDν(z) +
1

2
zDν(z)− νDν−1(z) = 0,

∂zDν(z)− 1

2
zDν(z) +Dν+1(z) = 0,

(4.67)

и представить “положительно-частотные” моды в следующем виде:

ψ(+)
p (t, x) = A(+)

 Dν [z(t)]

1+i√
2

p√
2α
Dν−1 [z(t)]

 eipx. (4.68)

Для достаточно больших импульсов эти функции ведут себя как ψ ∼ e−i|p|t+ipx. Повторим,

что мы выделяем эти моды из всех остальных решений уравнения (4.60) по той причине, что

они стремятся к модам свободного фермионного поля в пределе p→∞. Следовательно, про-

пагаторы, разложенные по таким модам, имеют корректное адамаровское поведение. Проще

говоря, такой вид мод приводят к тем же ультрафиолетовым перенормировкам, что и в от-

сутствие фонового поля. Исходя из общефизических соображений, мы считаем, что только

такая картина является корректной. В конце этого параграфа мы вернемся к обсуждению

этого вопроса.

Тем же самым образом можно получить “отрицательно-частотные” моды:

ψ(−)
p (t, x) = A(−)

1−i√
2

p√
2α
D∗ν−1 [z(t)]

D∗ν [z(t)]

 e−ipx, (4.69)
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которые ведут себя при больших импульсах как ψ ∼ ei|p|t−ipx.

Все, что теперь осталось сделать — это зафиксировать постоянные A(+) и A(−). Для этого

мы воспользуемся одновременными коммутационными соотношениями (4.53):{
ψa(t, x), ψ†b(t, y)

}
=

=

∫∫
dp

2π

dq

2π

[{
ap, a

+
q

}
ψ(+)
a,p (t)ψ

(+)
b,q (t)∗ei(px−qy) +

{
b+
p , bq

}
ψ(−)
a,p (t)ψ

(−)
b,q (t)∗e−i(px−qy)

]
=

=

∫
dp

2π

[
ψ(+)
a,p (t)ψ

(+)
b,p (t)∗ + ψ

(−)
a,−p(t)ψ

(−)
b,−p(t)

∗
]
eip(x−y) = δ(x− y)δab,

(4.70)

Это условие выполняется в том и только в том случае, если

ψ(+)
a,p (t)ψ

(+)
b,p (t)∗ + ψ

(−)
a,−p(t)ψ

(−)
b,−p(t)

∗ = δab ⇐⇒


|A(+)|2 |Dν(z)|2 + |A(−)|2 p2

2α
|Dν−1(z)|2 = 1,

|A(−)|2 |Dν(z)|2 + |A(+)|2 p2

2α
|Dν−1(z)|2 = 1,(

|A(+)|2 − |A(−)|2
)

1−i√
2

p√
2α
Dν(z)D∗ν−1(z) = 0,

(4.71)

для произвольных моментов времени z(t). Впрочем, можно заметить, что в действительности

указанные выше равенства не зависят от времени ввиду уравнений движения и соотношения

ψ
(−)
a,−p(t) = −γ1

ab

(
ψ

(+)
b,p (t)

)∗
, связанного с симметрией системы уравнений (4.49):

∂t

(
ψ(+)
a,p (t)ψ

(+)
b,p (t)∗ + ψ

(−)
a,−p(t)ψ

(−)
b,−p(t)

∗
)

= 0. (4.72)

Во-первых, из соотношений (4.71) следует, что |A(+)|2 = |A(−)|2 = |A|2. Во-вторых, они позво-

ляют зафиксировать постоянную |A|2, полагая аргумент функций равным любому удобному

значению, например, нулю:

|A|2

 π∣∣∣Γ(1
2

+ ip2

4α

)∣∣∣2 +
p2

4α

π∣∣∣Γ(1 + ip2

4α

)∣∣∣2
 = 1. (4.73)

С помощью свойств гамма-функции:

|Γ(iy)|2 =
π

y sinh(πy)
,

∣∣∣∣Γ(1

2
+ iy

)∣∣∣∣2 =
π

cosh(πy)
, (4.74)

находим, что

|A|2 = e−
πp2

4α . (4.75)

Подведем основные итоги этого параграфа и выпишем асимптотические разложения для

мод.

Для t > 0, α|t| � |p|, |p| �
√
α мы получаем, что с точностью до O

(
M2

p2

)
моды ведут

себя как плоские волны:

ψ(+)(t, x) ' 1√
2

 1 + |M |
2|p|

sgn(p)
(

1− |M |
2|p|

) e−i|p|t+ipx+ ip2

4α
− ip

2

4α
log p2

2α
+iϕ̃, (4.76)
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где ϕ̃ — некоторая постянная, не зависящая ни от координат, ни от импульсов. С точностью

до фазы это выражение совпадает со свободными модами (4.54)4.

В то же время, для t > 0, α|t| � |p|, |t| � 1√
α
мы получаем, что с точностью до O

(
p2

M2

)
моды ведут себя как

ψ(+)(t, x) '

 1

p
2|M |

(2αt2) ip24α e−
iαt2

2
+ipx+ ip2

4α
log p2

2α
+iϕ̃. (4.77)

Здесь мы приводим только “положительно-частотные” моды, поскольку “отрицательно ча-

стотные” моды могут быть получены из них простым зарядовым сопряжением:

ψ(−)
p (t, x) = γ5ψ(+)∗

p (t, x), (4.78)

где γ5 = γ0γ1. Также можно проверить, что моды подчиняются следующему соотношению:

ψ(+)
p (−t, x) = sgnp γ5ψ(+)∗

p (t, x). (4.79)

Наконец, остановимся на следующем важном вопросе. В этом параграфе мы нашли некото-

рый полный базис мод, решающих классические уравнения движения, однако в выборе этого

базиса, вообще говоря, всегда есть неоднозначность. В зависимости от этого выбора в теории

существуют различные “основные” состояния пространства Фока. В самом деле, вместо (4.68)

и (4.69) можно было бы с тем же успехом рассмотреть канонически преобразованный базис

мод:

ψ̃(+)
p (t, x) =

∫
dq

2π

[
apqψ

(+)
q (t, x)+bpqψ

(−)
q (t, x)

]
, ψ̃(−)

p (t, x) =

∫
dq

2π

[
cpqψ

(+)
q (t, x)+dpqψ

(−)
q (t, x)

]
.

(4.80)

Разумеется, новые моды и новые операторы рождения-уничтожения должны уважать ка-

нонические коммутационные соотношения, что накладывает определенные ограничения на

коэффициенты apq, bpq, cpq and dpq:∫
dp

2π

(
apqa

∗
pq′ + cpqc

∗
pq′

)
= 2πδ (q − q′) ,∫

dp

2π

(
b∗pqbpq′ + d∗pqdpq′

)
= 2πδ (q − q′) ,∫

dp

2π

(
apqb

∗
pq′ + cpqd

∗
pq′

)
= 0.

(4.81)

Из физических соображений также можно потребовать, чтобы коэффициенты выглядели

следующим образом:

apq ≈ dpq ≈ δ(p− q), bpq ≈ cpq ≈ 0, (4.82)
4 Чтобы это было легче увидеть, мы ввели множитель sgn(p) в уравнениях (4.54).
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когда импульс p стремится к бесконечности. Это необходимо, чтобы пропагаторы имели кор-

ректное адамарово поведение, а перенормировки выполнялись тем же образом, что и в ста-

ционарной теории на нулевом фоне.

Таким образом, не существует единого способа выбрать базис мод — в принципе, все

возможности, указанные в (4.80), разрешены и могут привести к различным физическим

ситуациям. Этот факт становится более очевидным в ситуациях, когда нет предпочтитель-

ной базиса специальных функций, найденных в XIX веке и перечисленных в стандартных

учебниках.

Для заданного выбора мод можно определить новое “основное” состояние в пространстве

Фока
ˆ̃ap|a, b, c, d〉 =

ˆ̃
bp|a, b, c, d〉 = 0, (4.83)

где ˆ̃ap и ˆ̃
bp — каконически преобразованные операторы уничтожения. Для этого нового со-

стояния определенные физические величины могут отличаться от таковых для исходного

состояния [90,144].

4.3.2 Древесный скалярный ток

В предыдущем параграфе мы вывели точные моды для фермионного поля, которые в

некотором смысле описывают отклик фермионов на сильное фоновое скалярное поле. В

этом параграфе мы найдем отклик самого скалярного поля из-за наличия нетривиальных

фермионных нулевых колебаний на указанном выше фоне.

Квантуя гамильтониан теории (4.47):

Ĥ =

∫
dx

[
1

2

(
∂tφ̂
)2

+
(
∂xφ̂
)2

− i ˆ̄ψγ1∂xψ̂ + λφ̂ ˆ̄ψψ̂

]
, (4.84)

и используя гамильтоновы уравнения движения:

˙̂
φ(x) = i

[
Ĥ, φ̂(x)

]
,

˙̂
ψ(x) = i

[
Ĥ, ψ̂(x)

]
, (4.85)

получаем следующее операторное уравнение на скалярное поле:

∂2φ̂+ λ ˆ̄ψψ̂ = 0, (4.86)

которое воспроизводит одно из классических уравнений движения (4.49). Следовательно,

чтобы найти отклик самого скалярного поля на классическое поле φcl = 〈φ̂〉, нужно вычис-

лить скалярный ток jcl(t) ≡ 〈 ˆ̄ψψ̂〉. Этот ток имеет следующий вид:

〈ψ̄ψ〉(t) =

∫∫
dp

2π

dq

2π

[
〈bpb†q〉

(
ψ

(−)
1,p (t)ψ

(−)
1,q (t)∗ − ψ(−)

2,p (t)ψ
(−)
2,q (t)∗

)
ei(p−q)x

]
=

=

∫
dp

2π

(∣∣∣ψ(−)
1,p (t)

∣∣∣2 − ∣∣∣ψ(−)
2,p (t)

∣∣∣2) =

∫
dp

2π

(
1− 2e−

πp2

4α |Dν [z(t)]|2
)
,

(4.87)
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где мы для краткости использовали обозначения параграфа 4.3.1, а в последней строчке

также использовали одно из соотношений (4.71). Заметим, что в принципе рассматриваемое

уравнение дает неявное выражение для тока для произвольного момента времени. Тем не

менее, в исходном виде это выражение трудно интерпретировать в физических терминах.

Поэтому для большей наглядности мы будем рассматривать только лидирующий вклад в

пределе t→∞ для малых α.

Прежде чем оценивать интеграл (4.87), рассмотрим случай свободного фермионного поля

с массой m. Используя свободные моды (4.54), можно получить следующий ток:

〈ψ̄ψ〉free = −
∫ Λ

−Λ

dp

2π

m√
m2 + p2

≈ m

π
log

m

2Λ
, (4.88)

где мы ввели ультрафиолетовое обрезание на масштабе Λ. Теперь заметим, что постоянный

классический фон φcl = m
λ
, подставленный в систему уравнений (4.49), воспроизводит этот

случай. Аналогом массового параметраm в теории (4.47) являетсяM(t) = λφcl = λEt. Таким

образом, можно ожидать следующего поведения от скалярного тока (4.87):

〈ψ̄ψ〉(t) ' λφcl
π

log
λφcl
2Λ

. (4.89)

Проверим это предположение, вычисляя интеграл (4.87) в приближении, когда функция φcl

много больше единицы и медленно изменяется. Заметим, что M(t) = αt растет со временем

неограниченно, а потому может превзойти любой заранее выбранный масштаб Λ. По этой

причине мы отдельно рассматриваем случаи M < Λ и M > Λ. В обоих случаях мы считаем,

что M2 � α, чтобы выделить лидирующие вклады. Вообще говоря, случай M > Λ довольно

нефизичен, однако мы рассматриваем его для полноты изложения.

В случаеM � Λ разделим область интегрирования на две части: [0,Λ] = [0,
√
α]+[

√
α,Λ],

и оценим интегралы по этим отрезкам с помощью разложений (4.62) и (4.64) соответственно:∫ √α
0

dp

(
1− 2e−

πp2

4α |Dν [z(t)]|2
)
'
∫ √α

0

dp

[
1− 2 +

p2

2M2
+O

(
α2

M4

)]
'

' −
√
α

[
1− 1

6

α

M2
+O

(
α2

M4

)]
;

(4.90)

∫ Λ

√
α

dp

(
1− 2e−

πp2

4α |Dν [z(t)]|2
)
'
∫ Λ

√
α

dp

[
1−

(
1 +

M√
M2 + p2

)(
1 +O

(
α

p2

))]
'

'M

[
log

M

2Λ
+O

(
M2

Λ2
,

√
α

M

)]
.

(4.91)

Следовательно, в пределе t→∞ получаем:

〈ψ̄ψ〉(t) ' αt

π
log

αt

2Λ
+ · · · , (4.92)
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где мы обозначили подавленный вклад как “· · · ”. Это выражение совпадает с (4.89) в рас-

сматриваемом приближении.

В случае M � Λ разложение (4.62) можно использовать во всей области [0,Λ]:

〈ψ̄ψ〉(t) ∼
∫ Λ

0

dp

[
−1 +

p2

2M2
+O

(
α2

M4

)]
' −Λ +

1

6

Λ3

M2
+ · · · , (4.93)

то есть в лидирующем порядке ток не зависит от времени и линейно расходится в пределе

Λ → ∞. Судя по всему, это поведение не имеет физического смысла — в частности, оно не

позволяет правильно обращаться с ультрафиолетовым расходимостями. Это означает, что

бесконечно растущее скалярное поле не является самосогласованным, как мы уже отмечали

в начале этого раздела.

Подобной проблемы можно избежать, рассматривая достаточно длинный “пульс” φcl =

ET tanh t
T

вместо бесконечно растущего φcl = Et. С одной стороны, на временах t � T

эти фоновые поля совпадают, следовательно, верен результат (4.92). С другой стороны, на

временах t � T “пульс” воспроизводит свободное дираковское поле с массой m = ±λET .

Следовательно, если выбрать ультрафиолетовое обрезание Λ � M(T ), условие λφcl � Λ

всегда будет выполнено и равенство (4.89) останется верным.

Таким образом, после учета нулевых колебаний фермионного поля эффективное уравне-

ние движения для скалярного поля изменяется следующим образом:

∂2〈φ〉+
λ2〈φ〉
π

log
λ〈φ〉

Λ
≈ 0. (4.94)

Это равенство верно для полей из интервала
√
λE � λφcl � Λ и 〈φ〉 = φcl+ . . . . Заметим, что

φcl = Et больше не решает это уравнение, то есть поле должно перестроиться. Мы обсудим

причины этого поведения в разделе 4.4.

Отметим, что уравнение (4.94) является аналогом причинных уравнений для скалярных

и электромагнитных полей, которые были получены, например, в [100]. В обозначениях рабо-

ты [100] мы явно рассчитали правую сторону (скалярный ток) для заданных фоновых полей

в древесном приближении и для сильного, но медленно меняющегося фона. Интересно, что

в древесном приближении скалярный ток нечувствителен к выбору начального состояния. В

следующем разделе мы покажем, что сублидирующие поправки к скалярному току, которые

возникают за счет взаимодействия, зависят от выбора начального состояния, однако подав-

лены малой константой связи и ограничены даже в пределе бесконечно большого времени

эволюции.

Также обратите внимание, что истинное уравнение движения не может зависеть от ис-

кусственного ультрафиолетового обрезания Λ. Эта проблема решается путем перенорми-

ровки голой массы скалярного поля. Оказывается, что квантовые флуктуации нарушают
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симметрию задачи и придают скалярному полю постоянное ненулевое значение φ = 〈φ〉GS.

Во-первых, это означает, что ультрафиолетовое обрезание в выражении (4.94) заменяется

вакуумным значением λ〈φ〉GS. Во-вторых, возбуждения скалярного поля вблизи нового ва-

куума имеют массу µ ∼ λ. Мы подробно обсудим вывод этих утверждений в разделе 4.4.

4.3.3 Петлевые поправки

Вычисление на древесном уровне, проведенное в параграфе 4.3.2, указывает на распад

сильного скалярного поля φcl = Et. В теории со взаимодействием такой распад, как пра-

вило, также приводит к существенным изменениям исходного состояния системы за счет

петлевых поправок. Это, в свою очередь, проявляется в том, что фоновое поле возбужда-

ет заселенность высших энергетических уровней и аномальные квантовые средние [19–33].

В этом параграфе мы вычислим петлевые поправки к корреляционным функциям и пока-

жем, что петлевые поправки в действительности не растут со временем, в отличие от случая

сильных электрических и гравитационных полей.

В виду явной нестационарности рассматриваемой теории для вычисления квантовых по-

правок мы используем диаграммную технику Швингера — Келдыша, обсуждавшуюся в раз-

делах 1.2 и 4.2.2. Заметим, что определение (4.35) должно быть скорректировано таким обра-

зом, чтобы учесть спинорные индексы двумерных фермионов. Для удобства в этом разделе

мы будем работать с пропагаторами, над которыми произвели частичное преобразование

Фурье:

G±±ab (x1, x2) =

∫
dp

2π
G±±ab (t1, t2; p)eip(x1−x2), (4.95)

что приводит к следующим выражениям для фермионных пропагаторов:

iG+−
ab (t1, t2; p) = ψap1ψ

c∗
p2

(
γ0
)
cb

=

ψ1
p1ψ

1∗
p2 −ψ1

p1ψ
2∗
p2

ψ2
p1ψ

1∗
p2 −ψ2

p1ψ
2∗
p2

 ,

iG−+
ab (t1, t2; p) = −ψ̃ap1ψ̃c∗p2

(
γ0
)
cb

=

−ψ̃1
p1ψ̃

1∗
p2 ψ̃1

p1ψ̃
2∗
p2

−ψ̃2
p1ψ̃

1∗
p2 ψ̃2

p1ψ̃
2∗
p2

 =

−ψ2∗
p1ψ

2
p2 −ψ2∗

p1ψ
1
p2

ψ1∗
p1ψ

2
p2 ψ1∗

p1ψ
1
p2

 ,

(4.96)

где a, b нумеруют спинорные индексы и мы обозначили для краткости ψ
(+)
p,a (tα) = ψapα,

ψ
(−)
−p,a(tα) = ψ̃apα. В этой формуле мы также воспользовались представлением (4.48) для гамма-

матриц, разложением (4.50) и соотношением ψ
(−)
−p (t) = −γ1

(
ψ

(+)
p (t)

)∗
. Подчеркнем, что мы

используем точные моды (4.68) и (4.69) вместо плоских волн (4.54).
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Соответствующий бозонный пропагатор выглядит следующим образом:

iD+−(t1, t2; p) = fp(t1)f ∗p (t2) =
1

2|p|
e−i|p|(t1−t2),

iD−+(t1, t2; p) = f ∗p (t1)fp(t2) =
1

2|p|
ei|p|(t1−t2),

(4.97)

где функции fp(t) — это просто моды свободного скалярного поля:

φ(t, x) =

∫
dp

2π

[
αpfp(t)e

ipx + α†pfp(t)
∗e−ipx

]
. (4.98)

Операторы αp и α†p удовлетворяют стандартным коммутационным соотношениям для бозо-

нов: [αp, α
†
q] = 2πδ(p− q).

Используя разложение по модам для фермионного и бозонного полей, получаем, что после

келдышевского поворота древесные пропагаторы имеют следующий вид:

DK(t1, t2; p) =
1

2

[
fp(t1)f ∗p (t2) + f ∗p (t1)fp(t2)

]
,

DR/A(t1, t2; p) = ±θ(±t1 ∓ t2)
[
fp(t1)f ∗p (t2)− f ∗p (t1)fp(t2)

]
,

trGK
ab(t1, t2; p) =

1

2

(
ψ1
p1ψ

1∗
p2 − ψ2

p1ψ
2∗
p2 + ψ1∗

p1ψ
1
p2 − ψ2∗

p1ψ
2
p2

)
,

trGR/A
ab (t1, t2; p) = ±θ(±t1 ∓ t2)

(
ψ1
p1ψ

1∗
p2 − ψ2

p1ψ
2∗
p2 − ψ1∗

p1ψ
1
p2 + ψ2∗

p1ψ
2
p2

)
.

(4.99)

Помимо других преимуществ (например, менее громоздких формул), эти обозначения поз-

воляют изучить поведение каждой p-моды по отдельности. В самом деле, напомним, что

запаздывающий и опережающий пропагаторы несут информацию о спектре квазичастиц, в

то время как келдышевский пропагатор позволяет установить состояние теории (см. раз-

дел 1.3). Если выполнить квантовое усреднение по произвольному состоянию |χ〉, уважаю-

щему пространственную трансляционную инвариантность, келдышевские пропагаторы при-

нимают следующий вид:

DK(t1, t2; p) =

(
np +

1

2

)
fp(t1)f ∗p (t2) + κpfp(t1)f−p(t2) + h.c.,

trGK
ab(t1, t2; p) =

(
1

2
− n′p

)(
ψ1
p1ψ

1∗
p2 − ψ2

p1ψ
2∗
p2

)
− κ′p

(
ψ1
p1ψ

2
p2 + ψ2

p1ψ
1
p2

)
+ (c.c, p.c, h.c.) ,

(4.100)

где h.c. обозначает эрмитово сопряжение, p.c. обозначает замену p → −p и c.c. обозначает

замену ψ(+)
p → ψ

(−)
p . Также мы ввели следующие обозначения. Во-первых, бозонный пропага-

тор включает в себя заселенность бозонных уровней 〈χ|α†pαp′ |χ〉 ≡ 2πnpδ(p− p′), аномальное

квантовое среднее 〈χ|αpα−p′ |χ〉 ≡ 2πκpδ(p−p′) и сопряженную ему величину. Во-вторых, фер-

мионный пропагатор содержит заселенность уровней фермионов 〈χ|a†pap′|χ〉 ≡ 2πn′pδ(p− p′),

антифермионов 〈χ|b†−pb−p′ |χ〉 ≡ 2πñ′pδ(p − p′), аномальное квантовое среднее 〈χ|apb−p′ |χ〉 ≡
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(a) (b)

Рис. 4.6: Однопетлевые поправки к фермионным (a) и бозонным (b) двухточечным функциям

в “±”-нотации. Сплошные линии обозначают древесные фермионные пропагаторы, пунктир-

ные линии обозначают древесные бозонные пропагаторы.

2πκ′pδ(p− p′) и сопряженную ему величину. Заметим, что древесные запаздывающий и опе-

режающий пропагаторы пропорциональны коммутатору [φ, φ] или антикоммутатору {ψ, ψ†}

соответственно, то есть эти пропагаторы являются c-числами. Другими словами, эти пропа-

гаторы не зависят от выбора состояния |χ〉.

Прежде чем взаимодействие включено (то есть в гауссовом приближении), теория нахо-

дится в основном состоянии â|0〉 = 0, α̂|0〉 = 0, а все перечисленные квантовые средние в

точности равны нулю. Тем не менее, при включении взаимодействия эти средние могут из-

меняться со временем ввиду нестационарности фонового поля. А именно, секулярный рост

заселенности уровней np, n′p или ñ′p (если представлен) указывает на усиление более высоких

уровней (по сравнению с нулевыми колебаниями точных мод), тогда как рост аномальных

квантовых средних (если представлен) означает, что исходное состояние теории не является

истинным вакуумом [22]. В этом параграфе мы оценим однопетлевые поправки к квантовым

средним (Рис. 4.6) и проверим, как они ведут себя в бесконечном будущем.

Однопетлевые поправки к бозонным пропагаторам

Вычислим однопетлевые поправки к двухточечным корреляционным функциям скаляр-

ного поля (Рис. 4.6b). Для удобства обозначим T = 1
2
(t1 + t2), τ = t1 − t2, где t1 и t2 — вре-

менные аргументы двухточечной функции. Чтобы упростить приведенные ниже выражения,

будем считать, что эволюция начинается в момент времени t0 = −T . Заметим, что полное

время эволюции T − t0 = 2T . Затем возьмем предел T →∞, зафиксируем τ � T и выделим

лидирующий вклад в указанном пределе. Эта процедура позволяет определить судьбу состо-

яния рассматриваемой теории, поскольку она описывает эволюцию np(T ) и κp(T ), введенных
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в предыдущем параграфе. Для краткости ниже мы используем следующие обозначения:

λEta = αta = M(ta) = Ma. (4.101)

Прежде всего покажем, что петлевые поправки к запаздывающему и опережающему про-

пагаторам не могут расти в пределе T → ∞ и τ = const. В самом деле, из-за наличия

тета-функций в этих пропагаторах первая петлевая поправка к запаздывающему пропагато-

ру сводится к следующему выражению:

∆DR(t1, t2; p) =

= −λ2 tr
∫ t1

t2

dt3

∫ t3

t2

dt4

∫
dq

2π
DR(t1, t3; p)GR

ab

(
t3, t4;

p+ q

2

)
GK
ba

(
t4, t3;

p− q
2

)
DR(t4, t2; p).

(4.102)

Из-за пределов интегрирования по t3 и t4 это выражение может расти только если τ →∞, но

не когда T → ∞ для фиксированного τ . Поправки более высоких порядков обладают теми

же самыми свойствами, поскольку петлевые поправки не изменяют причинной структуры

запаздывающего и опережающего пропагаторов (ср. с разделом 1.3). Для запаздывающего

пропагатора рассуждения аналогичны.

Теперь вычислим первую петлевую поправку к келдышевскому пропагатору:

∆DK(t1, t2; p) =
1

2

[
∆D++(t1, t2; p) + ∆D−−(t1, t2; p)

]
=

= −λ
2

2

∫
dt3dt4

∫
dq

2π

∑
σ1,3,4={+,−}

Dσ1σ3
13 (p)Gσ3σ4

34

(
p+ q

2

)
Gσ4σ3

43

(
p− q

2

)
Dσ4σ1

42 (p) sgn(σ3σ4),

(4.103)

где мы для краткости обозначили G±±a1a2
(t1, t2; p) ≡ G±±12 (p), D±±(t1, t2; p) ≡ D±±12 (p) и подразу-

мевали суммирование по спинорным индексам. Также мы обозначили однопетлевые поправ-

ки к пропагаторам D++ и D−− как ∆D++ и ∆D−−.

Раскроем скобки в (4.103) и подставим древесные пропагаторы. В результате получим

выражение вида (4.100), в котором лидирующие вклады в заселенность уровней и аномальное

квантовое среднее даются следующими формулами:

np(T ) ' 2λ2Re
∫ T

−T
dt3

∫ t3

−T
dt4

∫
dq

2π

eip(t3−t4)

2p
F ∗(t3)F (t4) =

=
λ2

p
Re
∫ T

0
dt3

∫ t3

0
dt4

∫ ∞
0

dq

π

[
eip(t3−t4)F ∗(t3)F (t4) + sgn (|p| − |q|) e−ip(t3+t4)F (t3)F (t4)

]
,

(4.104)

κp(T ) ' −2λ2

∫ T

−T
dt3

∫ t3

−T
dt4

∫
dq

2π

eip(t3+t4)

2p
F (t3)F ∗(t4) =

= −2λ2

p

∫ T

0
dt3

∫ t3

0
dt4

∫ ∞
0

dq

π

[
F (t3)F ∗(t4) cos (p(t3 + t4)) + sgn (|p| − |q|)F (t3)F (t4) sin (p(t3 − t4))

]
.

(4.105)
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Здесь мы пренебрегли подавленными (в пределе T →∞, τ � T ) вкладами и для упрощения

формул ввели функцию F (t):

tr
[
G+−

34

(
p+ q

2

)
G−+

43

(
p− q

2

)]
= F (t3)F ∗(t4). (4.106)

Используя выражения для пропагаторов (4.35), получаем:

F (t) ≡ ψ
(+)
p+q

2
,1

(t)ψ
(+)
p−q

2
,2

(t) + ψ
(+)
p+q

2
,2

(t)ψ
(+)
p−q

2
,1

(t), (4.107)

В обоих равенствах (4.104) и (4.105) мы определенным образом разделили области интегри-

рования по t3 и t4, а затем использовали свойство мод (4.79). Также мы предположили, что

p > 0, и использовали инвариантность функций F (t) относительно замены q → −q.

Прежде чем вычислять интегралы (4.104) и (4.105) со сложными модами, отвечающими

линейно растущему фоновому полю φcl, имеет смысл разобрать упрощенный случай свобод-

ной теории с нулевым фоном, то есть теории, в которой фермионные моды представляют

собой плоские волны (4.54). Подставляя эти моды в интегралы, находим:

np(T ) ' λ2

∫ T

t0

dt′
∫ ∞
−∞

dτ ′
∫ ∞
−∞

dq

2π
N e

i(ω p+q
2

+ω p−q
2

+|p|)τ ′
= (4.108)

= λ2

∫ T

t0

dt′
∫ ∞
−∞

dq

2π
N δ

(
ω p+q

2
+ ω p−q

2
+ |p|

)
∼ O(λ2T 0),

κp(T = +∞) ' −2λ2

∫ ∞
−∞

dt′
∫ ∞

0

dτ ′
∫ ∞
−∞

dq

2π
N e

2i|p|t′−i(ω p+q
2

+ω p−q
2

)τ ′

= (4.109)

= −2λ2

∫ ∞
−∞

dq

2π
N δ (2|p|)

(
πδ
(
ω p+q

2
+ ω p−q

2

)
− P i

ω p+q
2

+ ω p−q
2

)
∼ O(λ2T 0).

где N обозначает следующее выражение:

N =
1

16

(p+ q)
(
ω p+q

2
−m

)
+ (p− q)

(
ω p−q

2
−m

)
ω p+q

2
ω p−q

2

(
ω p+q

2
−m

)(
ω p−q

2
−m

) , (4.110)

которое зависит от p и q, но не зависит t′ = t3+t4
2

и τ ′ = t3 − t4. Во втором интеграле мы

использовали теорему Сохотского — Племеля и обозначили главное значение Коши как P .

Заметим, что в κp мы расширили интервал интегрирования до всей числовой прямой, по-

кольку мы хотим просто показать, что интеграл остается конечным в пределе T → +∞.

Таким образом, мы получаем в пределе T → +∞ либо конечное выражение5, либо интеграл

от дельта-функции, аргумент которой никогда не равен нулю. Другими словами, однопет-

левые поправки к бозонному пропагатору на фоне нулевого поля не растут со временем T

5Заметим, что интеграл по dq в (4.109) сходится.
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из-за закона сохранения энергии, который обеспечивается дельта-функциями. Это согласу-

ется с тем фактом, что в стационарной ситуации корреляционные функции зависят только

от разницы t1 − t2 и не зависят от суммы T = (t1 + t2)/2.

Теперь рассмотрим случай линейно растущего фонового скалярного поля, для которого

моды имеют вид (4.68) и (4.69). К несчастью, в этом случае интегралы (4.104) и (4.105)

вычислить точно невозможно. Поэтому мы оценим их в пределе T → ∞, τ � T . Если

точнее, мы хотим выяснить, выживают ли какие-либо вклады в n и κ в пределе больших

времен и малых констант связи: T → ∞, λ → 0 и λ2g(T ) = const, где g(T ) — некоторая

растущая функция от T (например g(T ) = T n для n > 0 или g(T ) = log T ).

С помощью разложений (4.76) и (4.77) можно оценить функцию F (t) на разных времен-

ных промежутках:

F (t) '



(
1+sgn(p−q)

2
+ 1+sgn(q−p)

2
2pαt
|q2−p2| + · · ·

)
e−i

|p+q|+|p−q|
2

t, при t < |p−q|
2α

,(
1√
2

+ · · ·
)
e−

iαt2

2
−i|p+q|t, при |p−q|

2α
< t < |p+q|

2α
,(

|p+q|
2αt

+ · · ·
)
e−iαt

2+
i(p2+q2)

2α
log(2αt2), при t > |p+q|

2α
.

(4.111)

Прежде чем вычислять интегралы (4.104) и (4.105), попытаемся угадать, откуда могут прий-

ти наиболее быстро растущие вклады. Во-первых, мы ожидаем, что пропагаторы с малыми

внешними импульсами, p < αT , растут быстрее, поскольку соответствующие низкоэнерге-

тические уровни заполняются с большей вероятностью, чем уровни с более высокой энер-

гией. Во-вторых, как правило петлевые интегралы набираются на больших виртуальных

импульсах q > p — основной вклад в низкие p–уровни приходит от высоких q–уровней. На-

конец, интуиция, набранная при изучении нестационарных явлений в других фоновых по-

лях [19–33,62,90] говорит, что наиболее быстро растущий вклад вносят подынтегральные вы-

ражения вида F ∗(t3)F (t4)eip(t3−t4), поскольку в этом случае фазы, не зависящие от t′ = t3+t4
2

,

могут сократиться (после этого интеграл по dt′ факторизуется и может дать растущий по T

множитель). Для всех остальных комбинаций функций F (t) и eipt такое поведение исключе-

но6, следовательно, их вклады в пределе T → ∞ будут расти еще медленнее. Основываясь
6Не считая комбинации F (t3)F ∗(t4)eip(t3−t4), которая не возникает в интегралах (4.104) и (4.105), и ком-

плексно сопряженных выражений.
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на этих рассуждениях, рассмотрим следующий интеграл (p < αT ):

I =

∫ ∞
0

dq

∫ T

0

dt3

∫ t3

0

dt4F
∗(t3)F (t4)eip(t3−t4) ' (4.112)

'
∫ p

0

dq

[∫ p+q
2α

0

dt3

∫ t3

0

dt4e
2ip(t3−t4) +

∫ T

p+q
2α

dt3

∫ p+q
2α

0

dt4
p

2αt3
eiαt

2
3−2ipt4+

+

∫ T

p+q
2α

dt3

∫ t3

p+q
2α

dt4
p2

4α2t3t4
eiαt

2
3−iαt24

]
+ (4.113)

+

∫ 2αT−p

p

dq

[∫ q−p
2α

0

dt3

∫ t3

0

dt4
4p2α2t3t4

q4
eiq(t3−t4) +

∫ q+p
2α

q−p
2α

dt3

∫ q−p
2α

0

dt4

√
2pαt4
q2

eiq(t3−t4)+

+
1

2

∫ q+p
2α

q−p
2α

dt3

∫ t3

q−p
2α

dt4e
iq(t3−t4) +

∫ T

q+p
2α

dt3

∫ q−p
2α

0

dt4
q

2αt3
eiαt

2
3−iqt4+

+

∫ T

q+p
2α

dt3

∫ q+p
2α

q−p
2α

dt4
q

2
√

2αt3
eiαt

2
3−iqt4 +

∫ T

q+p
2α

dt3

∫ t3

q+p
2α

dt4
q2

4α2t3t4
eiαt

2
3−iαt24

]
+

(4.114)

+

∫ 2αT+p

2αT−p
dq

[∫ q−p
2α

0

dt3

∫ t3

0

dt4
4p2α2t3t4

q4
eiq(t3−t4) +

∫ T

q−p
2α

dt3

∫ q−p
2α

0

dt4
2pαt4
q2

eiq(t3−t4)+

+
1

2

∫ T

q−p
2α

dt3

∫ t3

q−p
2α

dt4e
iq(t3−t4)

]
(4.115)

+

∫ ∞
2αT+p

dq

∫ T

0

dt3

∫ t3

0

dt4
4p2α2t3t4

q4
eiq(t3−t4). (4.116)

В этом выражении мы оставили только лидирующие абсолютные значения и фазы подын-

тегральных выражений в указанном пределе. Тем не менее, даже такая грубая оценка пока-

зывает, что только два члена могут расти в пределе T → ∞ (в приведенной выше формуле

эти члены выделены рамками), тогда как другие члены дают постоянные или затухающие с

T поправки:

I1 ≡
1

2

∫ 2αT−p

p

dq

∫ q+p
2α

q−p
2α

dt3

∫ t3

q−p
2α

dt4e
iq(t3−t4) ' ip

4α
log

αT

p
+O

( p
α

)
, (4.117)

I2 ≡
∫ 2αT−p

p

dq

∫ T

q+p
2α

dt3

∫ t3

q+p
2α

dt4
q2

4α2t3t4
eiαt

2
3−iαt24 ' i

3
αT +

ip

2α
log

αT

p
+O

( p
α

)
. (4.118)

Здесь O
(
p
α

)
обозначает такую функцию g(T ), что λg(T ) = const в пределе λ→ 0 и T →∞.

Также очевидно, что такие вклады не могут возникнуть, если подынтегральное выраже-

ние содержит F (t3)F (t4) вместо F ∗(t3)F (t4), поскольку в этом случае осциллирующие фазы

117



членов подынтегрального выражения не сокращаются:

I1 ∼
∫ 2αT−p

p

dq

∫
dt3

∫
dt4e

iq(t3+t4) ∼
∫ 2αT−p

p

dq

q2
∼ 1

p
, (4.119)

I2 ∼
∫ 2αT−p

p

dq

∫ T

q+p
2α

dt3

∫ t3

q+p
2α

dt4
q2

4α2t3t4
eiαt

2
3+iαt24 ∼

∫ 2αT−p

p

dq

(
q2eiαT

2

α4T 4
− q2e

i(q+p)2

4α

(q + p)4

)
∼ 1

p
.

(4.120)

Также никаких существенных вкладов не возникает, если p > αT . В самом деле, в последнем

случае строчка (4.114) замещается строчкой (4.115), которая дает лидирующее поведение,

совпадающее с (4.117). Тем не менее, на этот раз оно ограничено сверху:

I ' 1

2

∫ 2αT+p

p

dq

∫ T

q−p
2α

dt3

∫ t3

q−p
2α

dt4e
iq(t3−t4)+· · · ' 1

2

(
ip

2α
+ iT

)
log

(
1 +

αT

p

)
−iT+· · · = O

( p
α

)
.

(4.121)

Таким образом, несмотря на то, что интеграл растет на некоторых временных отрезках, он

подавлен большими внешними импульсами и не расходится в пределе T →∞.

Объединим приведенные выше наблюдения, чтобы оценить интегралы (4.104) и (4.105).

Учитывая равенства (4.117) и (4.118), рассмотрим малый внешний импульс: p < αT , прене-

брежем интегралами, пропорциональными F (t3)F (t4) или F ∗(t3)F ∗(t4), и сосредоточимся на

интервале p < q < 2αT − p, q−p
2α

< t3 <
q+p
2α

, q−p
2α

< t4 < t3. Однако на этот раз вычислим

интегралы более точно, то есть учтем следующие за ведущими члены в фазах экспонент:

np(T ) ' λ2

πp
Re
∫ 2αT−p

p

dq

∫ q+p
2α

q−p
2α

dt3

∫ t3

q−p
2α

dt4e
i(q+p)(t3−t4)+ip(t3−t4)+ 1

2
iα(t23−t24)+

+
λ2

πp
Re
∫ 2αT−p

p

dq

∫ T

q+p
2α

dt3

∫ t3

q+p
2α

dt4
q2

4α2t3t4
eiαt

2
3−iαt24+ip(t3−t4) +

λ2

πp
O
( p
α

)
'

' λ2

πp
Re
[
i

3
αT +

ip

2
log

αT

p
+
ip

α
log

αT

p
+O

( p
α

)]
∼

∼ λ2O
( p
α

)
→ 0, когда λ→ 0, T →∞, (4.122)

κp(T ) ' −2λ2

πp

∫ 2αT−p

p

dq

∫ q+p
2α

q−p
2α

dt3

∫ t3

q−p
2α

dt4e
−i(q+p)(t3−t4)+ 1

2
iα(t23−t24) cos (p(t3 + t4))−

− 2λ2

πp

∫ 2αT−p

p

dq

∫ T

q+p
2α

dt3

∫ t3

q+p
2α

dt4
q2

4α2t3t4
eiαt

2
3−iαt24 cos (p(t3 + t4))− 2λ2

πp
O
( p
α

)
'

' −2λ2

πp

∫ 2αT−p

p

dq

2i sin
(
p2

α

)
p

cos
(
pq
α

)
q

+
sin(2pT )

8p

q2

α3T 3
−

sin
(
pq
α

)
pq

− 2λ2

πp
O
( p
α

)
'

∼ λ2

p2
sin

(
p2

α

)
Ci
(
p2

α

)
+
λ2

p2
sin(2pT ) + λ2O

( p
α

)
→ 0, когда λ→ 0, T →∞,

(4.123)
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где Ci(x) — интегральный косинус. В сущности, интеграл (4.122) не растет при увеличении

T , потому что подынтегральное выражение действительно, а интеграл (4.123) не растет бла-

годаря быстрым осцилляциям множителя cos (p(t3 + t4)). Таким образом, ни заселенность

уровней, ни аномальное квантовое среднее не растут в пределе T → ∞. Конечно, они ге-

нерируются, поскольку рассматриваемая ситуация нестационарна, однако подавляются ма-

лыми множителями λ2, которые не сопровождаются большими степенными множителями

T n, n > 0. Эта ситуация во внешнем скалярном поле существенно отличается от сильного

электрического или гравитационного поля [19,20,22,31–33].

Технически отсутствие секулярного роста в фоновом скалярном поле в отличие от его

присутствия, например, в постоянном электрическом поле или пространстве де Ситтера,

можно объяснить следующим образом. В постоянном электрическом поле (или простран-

стве де Ситтера) все величины зависят от инвариантных (физических) импульсов p3 − eEt

(|~p| e−t/H). Здесь p3 — компонента импульса, направленная вдоль внешнего электрического

поля E, а H — постоянная Хаббла. В результате все физические величины оказываются ин-

вариантны относительно одновременного сдвига t → t− a и p3 → p3 − eEa (|~p| → |~p| e−a/H).

Благодаря этой симметрии подынтегральные выражения не зависят от (t3 + t4)/2, что в ко-

нечном счете приводит к умножении петлевой поправки на растущий степенной множитель

T 1. В то же время, в рассматриваемом фоновом скалярном поле похожей симметрии нет.

Однопетлевая поправка к фермионным пропагаторам

Теперь перейдем к вычислению однопетлевых поправок к фермионным двухточечным

функциям (Рис. 4.6a). Мы работаем в том же пределе для времен T и τ , что и в предыдущем

параграфе. Мы также полагаем t0 = −T .

Для удобства в этом параграфе восстановим массу скалярного поля:

S =

∫
d2x

[
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
µ2φ2 + iψ̄ /∂ψ − λφψ̄ψ

]
. (4.124)

С одной стороны, это позволяет избежать неконтролируемых инфракрасных расходимостей

в петлевых интегралах. С другой стороны, из-за нулевых колебаний фермионного поля на

древесном уровне скалярное поле спонтанно приобретает массу µ ∼ λ (см. раздел 4.4). Мы

используем эту оценку, чтобы проверить самосогласованность приведенных ниже выраже-

ний.

Очевидно, что петлевые поправки к фермионным запаздывающим и опережающим про-

пагаторам не растут со временем. В самом деле, эти пропагаторы обладают теми же причин-

ными свойствами, что и бозонные запаздывающие и опережающие пропагаторы, и поэтому
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рассуждения предыдущего параграфа так же хорошо работают.

Первая петлевая поправка к фермионному келдышевскому пропагатору описывается сле-

дующим выражением:

∆GK
ab(t1, t2; p) =

1

2

[
∆G++

ab (t1, t2; p) + ∆G−−ab (t1, t2; p)
]

=

= −λ
2

2

∫
dt3dt4

∫
dq

2π

∑
σ1,2,3={+,−}

Gσ1σ3
13 (p)Gσ3σ4

34 (q)Dσ3σ4
34 (p− q)Gσ4σ1

42 (p) sgn(σ3σ4).
(4.125)

Раскроем скобки, подставим древесные пропагаторы, возьмем след по внешним спинорным

индексам и получим следующий лидирующий вклад в фермионную заселенность энергети-

ческих уровней и аномальное квантовое среднее:

n′p(T ) ' −2λ2Re
∫ T

−T
dt3

∫ t3

−T
dt4

∫
dq

2π

ei|p−q|(t3−t4)

2|p− q|
(
ψ1∗
p,3ψ

2∗
q,3 + ψ2∗

p,3ψ
1∗
q,3

) (
ψ1
q,4ψ

2
p,4 + ψ2

q,4ψ
1
p,4

)
,

' −λ2Re
∫ T

0
dt3

∫ t3

0
dt4

∫
dq

2π

[
ei|p−q|(t3−t4)

|p− q|
H∗(t3)H(t4) + sgnq

ei|p−q|(t3+t4)

|p− q|
H∗(t3)H∗(t4)

]
, (4.126)

κ′p(T ) ' 2λ2

∫ T

−T
dt3

∫ t3

−T
dt4

∫
dq

2π

e−i|p−q|(t3−t4)

2|p− q|
(
ψ1∗
p,3ψ

1
q,3 − ψ2∗

p,3ψ
2
q,3

) (
ψ1∗
q,4ψ

2∗
p,4 + ψ2∗

q,4ψ
1∗
p,4

)
'

' λ2

∫ T

0
dt3

∫ t3

0
dt4

∫
dq

2π

[
ei|p−q|(t3−t4)

|p− q|

(
H̃(t3)H∗(t4)−H(t3)H̃∗(t4)

)
+

+ sgnq
ei|p−q|(t3+t4)

|p− q|

(
H̃(t3)H(t4) +H(t3)H̃(t4)

)]
, (4.127)

где мы ввели функции H(t) и H̃(t):

H(t) ≡ ψ
(+)
p,1 (t)ψ

(+)
q,2 (t) + ψ

(+)
p,2 (t)ψ

(+)
q,1 (t),

H̃(t) ≡ ψ
(+)∗
p,1 (t)ψ

(+)
q,1 (t)− ψ(+)∗

p,2 (t)ψ
(+)
q,2 (t).

(4.128)

Как и в предыдущем параграфе, мы определенным образом разделили область интегриро-

вания по t3 и t4 и использовали свойство мод (4.79), чтобы получить выражения (4.126)

и (4.127). Также мы предположили, что p > 0.

Для наглядности проведем сначала расчет в том случае, когда фонового поля нет, φcl = 0.

Как и при вычислении бозонной петли, несложно показать, что однопетлевая поправка к

фермионным квантовым средним не растет со временем T :

n′p(T ) ' λ2

∫ T

t0

dt′
∫ ∞
−∞

dτ ′
∫

dq

2π
Mei(ωp+ωq+|p−q|)τ ′ '

' λ2

∫ T

t0

dt′
∫
dqMδ(ωp + ωq + |p− q|) ∼ O(T 0), (4.129)

κ′p(T ) ' 2λ2

∫ T

t0

dt′
∫ +∞

0

dτ

∫
dq

2π
N e2iωpt′e−i(|p−q|+ωq)τ

′
=

= 2λ2

∫
dqN δ(2ωp)

(
πδ(|p− q|+ ωq)− P

i

|p− q|+ ωq

)
∼ O(T 0). (4.130)
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Здесь мы сделали подстановку: t′ = t3+t4
2

, τ ′ = t3 − t4, и выделили части подынтегральных

выражений, которые не зависят от времени:

1

|p− q|
(
ψ1∗
p,3ψ

2∗
q,3 + ψ2∗

p,3ψ
1∗
q,3

) (
ψ1
q,4ψ

2
p,4 + ψ2

q,4ψ
1
p,4

)
=Mei(ωp+ωq)(t3−t4), где

M≡ 1

|p− q|
(p(ωq −m) + q(ωp −m))2

4ωpωq(ωp −m)(ωq −m)
,

1

|p− q|
(
ψ1∗
p,3ψ

1
q,3 − ψ2∗

p,3ψ
2
q,3

) (
ψ1∗
q,4ψ

2∗
p,4 + ψ2∗

q,4ψ
1∗
p,4

)
= N e−iωq(t3−t4)+iωp(t3+t4), где

N ≡ 1

|p− q|
(pq − (ωp −m)(ωq −m)) (p(ωq −m) + q(ωp −m))

4ωpωq(ωp −m)(ωq −m)
.

(4.131)

Как и в бозонном вычислении, интегралы не растут из-за дельта-функций, которые обеспе-

чивают сохранение энергии в вершинах. В результате двухточечная функция зависит только

от разности t1 − t2, как и должно быть в стационарной ситуации.

В то же время, на фоне линейно растущего скалярного поля закон сохранения энергии

не работает. Как и в предыдущем параграфе, интегралы (4.126) и (4.127) точно посчитать

нельзя, поэтому мы оцениваем их в пределе T → ∞, τ � T . Используя разложения (4.76)

и (4.77), можно найти поведение функций H(t) и H̃(t) на разных временных отрезках:

H(t) '



(
sgnq+1

2
+ sgnq−1

2
α|t|(|q|−p)

2|q|p

)
e−i(p+|q−p|)t, если t < min(p, |q|),

sgnq√
2

(2αt2)
ip2

4α e−
iαt2

2
−i|q|t, если p < |q| и p < α|t| < |q|,

1√
2

(2αt2)
iq2

4α e−
iαt2

2
−ipt, если |q| < p и |q| < α|t| < p,

p+q
2α|t| (2αt

2)
i(p2+q2)

4α e−iαt
2
, если t > max(p, |q|),

(4.132)

H̃(t) '



(
1−sgnq

2
+ sgnq+1

2
α|t|(|q|+p)

2|q|p

)
e−i(p−|q−p|)t, если t < min(p, |q|),

1√
2

(2αt2)
− ip

2

4α e
iαt2

2
−i|q|t, если p < |q| и p < α|t| < |q|,

1√
2

(2αt2)
iq2

4α e−
iαt2

2
+ipt, если |q| < p и |q| < α|t| < p,

(2αt2)
i(q2−p2)

4α , если t > max(p, |q|).

(4.133)

Как и в предыдущем параграфе, для краткости мы оставили только лидирующие члены в

показателях экспонент и предэкспоненциальных множителях.

Заметим, что интегралы от H(t3)H(t4) и H(t3)H̃(t4) (а также от похожих выражений)

подавлены по сравнению с интегралами от H∗(t3)H(t4), поскольку первые всегда содержат

осциллирующие множители, зависящие одновременно от t3 − t4 и t3 + t4. Следовательно,

по тем же самым причинам, что и в предыдущем параграфе, для выделения лидирующего

вклада в пределе T →∞ достаточно рассмотреть только следующий интеграл (мы полагаем
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p < αT ):

I =

∫ ∞
0

dq

∫ T

0

dt3

∫ t3

0

dt4

(
H∗(t3)H(t4)

ei|q−p|(t3−t4)

|q − p|
+ (q → −q)

)
= (4.134)

=

[∫ p−µ

0

dq

(∫ q
α

0

dt3

∫ t3

0

dt4 +

∫ p
α

q
α

dt3

∫ q
α

0

dt4 +

∫ p
α

q
α

dt3

∫ t3

q
α

dt4+ (4.135)

+

∫ T

p
α

dt3

∫ q
α

0

dt4 +

∫ T

p
α

dt3

∫ p
α

q
α

dt4 +

∫ T

p
α

dt3

∫ t3

p
α

dt4

)
+

+

∫ p+µ

p−µ
dq

(∫ p
α

0

dt3

∫ t3

0

dt4 +

∫ T

p
α

dt3

∫ p
α

0

dt4 +

∫ T

p
α

dt3

∫ t3

p
α

dt4

)
+ (4.136)

+

∫ αT

p+µ

dq

(∫ p
α

0

dt3

∫ t3

0

dt4 +

∫ q
α

p
α

dt3

∫ p
α

0

dt4 +

∫ q
α

p
α

dt3

∫ t3

p
α

dt4 + (4.137)

+

∫ T

q
α

dt3

∫ p
α

0

dt4 +

∫ T

q
α

dt3

∫ q
α

p
α

dt4 +

∫ T

q
α

dt3

∫ t3

q
α

dt4

)
+

+

∫ ∞
αT

dq

(∫ p
α

0

dt3

∫ t3

0

dt4 +

∫ T

p
α

dt3

∫ p
α

0

dt4 +

∫ T

p
α

dt3

∫ t3

p
α

dt4

)]
× (4.138)

×
(
H∗(t3)H(t4)

ei|q−p|(t3−t4)

|q − p|
+ (q → −q)

)
.

Заметим, что мы восстановили массу скалярного поля µ 6= 0 и исключили интервал инте-

грирования q ∈ [p−µ, p+µ], чтобы избавиться от инфракрасных логарифмических расходи-

мостей, связанных с виртуальными бозонами. Рассматривая по отдельности каждый член в

приведенной сумме и учитывая подходящие разложения из (4.132), находим, что единствен-

ные вклады, которые потенциально могут расти со временем T , приходят от интегралов в

рамках:

I ' i

2α
log

αT

p
+O

(
1

α

)
· log

p

µ
+O

(
1

α

)
. (4.139)

Здесь O
(

1
α

)
обозначает такую функцию g(T ), что λg(T ) = const, когда λ → 0 и T → ∞.

Заметим, что такие интегралы не растут, если p > αT (в этом случае они ограничены свер-

ху) или если подынтегральное выражение содержит другие комбинации H(t), H∗(t), H̃(t) и

H̃∗(t) (в этом случае быстро осциллирующие функции снижают степень T как минимум на

единицу). Следовательно, мы получаем только ограниченные по T вклады и в заселенность

уровней, и в аномальное квантовое среднее фермионов:

n′p(T ) ∼ κ′p(T ) ∼ λ2 · log
p

µ
· O
(

1

α

)
→ 0, когда λ→ 0 и T →∞. (4.140)

Этот предел выполняется даже в том случае, если подставить в выражение массу µ ∼ λ,

полученную с помощью стандартного равновесного анализа (раздел 4.4). Таким образом,

для фермионов поведение петлевых поправок полностью аналогично бозонам.
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Рис. 4.7: Однопетлевая поправка к вершине.

Однопетлевые поправки к вершинам

Наконец, вычислим однопетлевую поправку к трехточечной корреляционной функции

G±±±ab (x1, x2, x3), то есть к вершине взаимодействия (Рис. 4.7). Заметим, что в нестационар-

ных ситуациях в сильных фоновых полях такие поправки также могут расти со временем [29].

Как обычно, чтобы выделить лидирующие растущие вклады (если они есть), мы рассмат-

риваем предел |ti−tj| � T и 1
3
(t1+t2+t3) = T →∞. Для вычислений этого параграфа удобнее

работать до келдышевского поворота. Кроме того, мы считаем, что внешние импульсы трех-

точечной функции стремятся к нулю, |p|, |q| → 0, и рассматриваем большие виртуальные

импульсы |r| � αT (см. Рис. 4.7). Из общефизических соображений можно ожидать, что

лидирующий растущий со временем вклад (если он есть) приходит именно из этой области

физических параметров. Наиболее общий вид петлевого интеграла в этом пределе выглядит

следующим образом:

∆G±±± ∼
∫ T

t0

dt4dt5dt6

∫
|r|>M

dr

|r|
e±i|r|(t4−t5)±i|r−p−q|(t5−t6)±i|r−p|(t6−t4)±i|q|t6±

iαt24
2α
± iαt

2
5

2α ∼

∼
∫ T

t0

dt4dt5dt6

∫ ∞
M

dr

r
e±i|r|(t4−t5)±i|r|(t5−t6)±i|r|(t6−t4)±i|q|t6±

iαt24
2
± iαt

2
5

2 cos (±|p+ q|(t5 − t6)± |p|(t6 − t4)) ,

(4.141)

где мы учли разные знаки виртуального импульса r. Оценим выражение (4.141) для разных

сочетаний знаков. Для этого нам понадобится следующий интеграл, который насыщается в

окрестности нуля:∫ t

0

e
ix2

2
+iρxdx =

1 + i

2

√
π +O

(
1

t

)
+O (ρ) , если ρ� 1,∫ t

0

e
ix2

2
+iρxdx =

i

ρ
+O

(
1

t

)
+O

(
1

ρ2

)
, если ρ� 1.

(4.142)
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Во-первых, рассмотрим ситуацию, в которой показатель экспоненты во второй строке (4.141)

зануляется, то есть все члены, пропорциональные |r|, сокращаются. В этом случае инте-

грал (4.141) сводится к следующему выражению:

∆G±±± ∼
∫ T

t0

dt6e
±i(|p+q|−|p|±|q|)t6

∫ Λ

M

dr

r
. (T − t0) log

Λ√
α
. (4.143)

Наивно кажется, что этот член должен давать растущий со временем T вклад в трехточечную

функцию. Однако в действительности такой интеграл всегда сопровождается произведени-

ем трех тета-функций, тождественно равным нулю (θ45θ56θ64 или θ46θ65θ54). Следовательно,

такой интеграл при вычислени петлевой поправки на самом деле не возникает.

Во-вторых, рассмотрим случай, когда показатель экспоненты в (4.141) не содержит чле-

нов вида i|r|t6, но содержит ±i|r|t4 и ±i|r|t5. Тогда:

∆G±±± ∼
∫ T

t0

dt6e
±i(|p+q|−|p|±|q|)t6

∫ Λ

M

dr

r3
.
T − t0
M2

. O(T 0). (4.144)

Наконец, рассмотрим ситуацию, в которой времена t6 не сокращаются в экспоненте (4.141).

Интегрируя по временам t4 и t5, получаем следующее выражение:

∆G±±± .
∫ T

t0

dt6

∫ Λ

M

dr

r
e±irt6 ∼

∫ T

t0

dt6
αTt6

. O(T 0). (4.145)

Приведенные здесь аргументы являются общими и, следовательно, применимы также к дру-

гим поправкам к вершинам. Таким образом, можно сделать вывод, что однопетлевые по-

правки к трехточечным корреляционным функциям также не растут в пределе T →∞.

4.4 Эффективное действие

4.4.1 Вычисление функционального интеграла в двумерном случае

В разделе 4.3 мы показали, что в лидирующем порядке поведение скалярного тока не

зависит от основного состояния теории (также см. [143–145]). Более того, в пределе малой

константы связи петлевые поправки к бозонному и фермионному пропагаторам не растут.

Следовательно, если φ описывается большой по модулю, но медленно изменяющейся функ-

цией, эффективное действие скалярного поля можно оценить с помощью стандартной рав-

новесной техники Фейнмана, а также считая поле φ нединамическим. В этом разделе мы

обсуждаем стандартный вывод фейнмановского эффективного действия [143, 151–154] для

теории (4.47).
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Чтобы найти эффективное действие для скаляров, отынтегрируем фермионные степени

свободы в функциональном интеграле:

eiSeff [φ] =

∫
Dψ̄Dψei

∫
d2x( 1

2
(∂µφ)2+ψ̄(i/∂−λφ)ψ)∫

Dψ̄Dψei
∫
d2xψ̄i/∂ψ

= exp

[
i

∫
d2x

1

2
(∂µφ)2 + tr log

i/∂ − λφ
i/∂

]
, (4.146)

который мы нормировали на статсумму свободных безмассовых фермионов для корректного

определения операторного детерминанта.

Как мы уже заметили выше, в этом разделе мы считаем скалярное поле нединамическим.

Кроме того, в (4.146) мы вычисляем T -упорядоченное фейнмановское эффективное действие

вместо действия Швингера — Келдыша. Заметим, что это вычисление неявно предполага-

ет, что состояние системы остается неизменным в ходе ее эволюции; вообще говоря, из-за

флуктуаций скалярного поля это условие может нарушаться. Тем не менее, в разделе 4.3.3,

а также в работах [143, 144] было показано, что оба этих приближения достаточно хорошо

работают, если мы ограничиваемся случаем большого и медленно изменяющегося поля.

Оценим детерминант в (4.146). Для простоты рассмотрим скалярные поля, напряжен-

ность которых меньше ультрафиолетового обрезания: λφ � Λ (такие поля все еще могут

быть очень сильными: φ� 1). Это условие позволяет нам разложить логарифм и разделить

операторы, которые локальны по x и p [154]. Домножая выражение под знаком логарифма

на 1 = (γ5)2 и антикоммутируя γ5 и γµ, получаем:

tr log
i/∂ − λφ
i/∂

=
1

2
tr log

(i/∂ − λφ)(−i/∂ − λφ)

(i/∂)(−i/∂)
=

1

2
tr log

∂2 + (λφ)2 − iλ/∂φ
∂2

' tr log
(

1 +
(λφ)2

∂2

)
,

(4.147)

где мы взяли след по спинорным индексам и пренебрегли производными ∂tφ� λφ2 и ∂xφ�

λφ2. В частности, для φcl = Et эти приближения выполняются, когда t� 1√
λE

.

Чтобы оценить tr log, сделаем виковский поворот в Евклидово пространство [45]. Вообще

говоря, в нестационарной ситуации такое преобразование делать нельзя, однако в наших при-

ближениях (когда состояние системы меняется слабо) оно вполне правомерно. После этого

разложим логарифм:

tr log

(
1 +

(λφ)2

∂2

)
=

∫
d2x

∫
i d2p

(2π)2
log

(
1 +

(λφ)2

p2

)
' i

∫
d2x

4π

[
(λφ)2 log

Λ2

(λφ)2
+ (λφ)2

]
.

(4.148)

В последнем равенстве мы пренебрегли членами порядка (λφ)4

Λ2 и меньше. Таким образом, в

лидирующем порядке для больших φ и малых производных φ эффективное действие приоб-

ретает следующий вид:

Seff '
∫
d2x

[
1

2
∂µφ∂µφ− Veff [φ]

]
, где Veff [φ] ' (λφ)2

2π
log

λφ

Λ
− (λφ)2

4π
. (4.149)
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Заметим, что вычисление эффективного действия фактически отвечает суммированию за-

мкнутых фермионных петель с произвольным количеством внешних бозонных ног (напри-

мер, см. [45, 151]). В самом деле, рассмотрим мягкие бозонные поправки к фермионному

пропагатору:

G(p) =
i

/p+ iε
+ (−iλφ)

(
i

/p+ iε

)2

+
2!

2!
(−iλφ)2

(
i

/p+ iε

)3

+ · · · = i

/p+ iε

1

1− λφ

/p+iε

=
i

/p− λφ+ iε
.

(4.150)

Такие поправки учитывают взаимодействие между фермионным полем и фиксированным

фоновым скалярным полем, поэтому неудивительно, что мы получили обратный оператор

второго уравнения системы (4.49) на фоне почти постоянного φcl. Скалярный ток соответ-

ствует точному пропагатору с совпадающими начальной и конечной точками, то есть сумме

замкнутых фермионных петель с четным числом внешних ветвей (диаграммы с нечетным

числом ветвей равны нулю из-за теоремы Фарри [45]). Следовательно, суммирование таких

диаграмм должно воспроизводить результат (4.148) в пределе, который мы рассматриваем

в этом разделе.

Обратите внимание, что полученное эффективное действие (4.149) не имеет мнимой ча-

сти. Следовательно, с его помощью нельзя описать рождение частиц в сильных скалярных

полях по аналогии с сильными электрическими и гравитационными полями.

Статсумма Z =
∫
Dφ eiSeff [φ] в основном набирается на конфигурациях, которые решают

классическое уравнение движения. Следовательно:

∂2〈φ〉+ λ〈ψ̄ψ〉 ≈ ∂2〈φ〉+
λ2〈φ〉
π

log
λ〈φ〉

Λ
= 0. (4.151)

Это выражение согласуется со значением скалярного тока (4.92) для φcl = Et, однако рабо-

тает для любого сильного, но медленно изменяющегося скалярного поля (то есть поля φ� 1,

|/∂φ| � λφ2). В частности, расчеты на фоне линейно растущего в пространстве поля [143] или

волны большой амплитуды [144] приводят к тому же ответу для скалярного тока.

“Универсальность” лидирующего приближения к эффективному действию можно каче-

ственно объяснить следующим образом. Во-первых, заметим, что фермионные моды с до-

статочно высокими импульсами ведут себя как плоские волны. Критический масштаб со-

ставляет примерно p ∼ λφ. Как мы уже упоминали выше, такое поведение необходимо для

правильного обращения с ультрафиолетовыми расходимостями.

Во-вторых, основной вклад в скалярный ток набирается именно на таких высокочастот-

ных модах (например, сравните интегралы (4.90) и (4.91)). Это обусловлено тем фактом,

что моды с малыми импульсами осциллируют быстрее, чем моды с большими импульсами
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(что, вообще говоря, довольно необычно). В самом деле, сравните асимптотическое поведе-

ние (4.77), ψ(t) ∼ eiαt
2 , и (4.76), ψ(t) ∼ ei|p|t.

В-третьих, при вычислении вклада таких высокочастотных мод колебаниями фонового

поля можно пренебречь. Грубо говоря, плоские волны с большим импульсом (p & λφ) “вы-

свечивают” области малой протяженности и продолжительности. Следовательно, в каждый

момент времени и в каждой точке пространства фон играет роль фиксированной массы для

фермионного поля. Поэтому можно просто подставить m → λφcl(t, x) ' const в выражение

для свободного тока (4.89) и получить правильный ответ.

Таким образом, можно ожидать, что эффективное действие совпадает для произвольных

сильных скалярных полей, поскольку такие поля не чувствительны, в основном, к свойствам

начального состояния. Впрочем, в следующих порядках разложения по λ эта чувствитель-

ность себя проявляет — сублидирующие поправки к скалярному току (и, следовательно,

к эффективному действие) все-таки зависят от состояния, для которого вычисляются кор-

реляционные функции (см. раздел 4.3.3 и статьи [143–145]). Эти поправки должны быть

вычислены с помощью диаграммной техники Швингера — Келдыша.

Напоследок отметим, что классическое поле φcl = Et больше не решает скорректирован-

ное уравнение движения (4.151), хотя оно решает свободное уравнение (4.49). Фактически

это означает, что такое классическое поле должно распадаться из-за квантовых флуктуаций

фермионов. Это напоминает распад сильного постоянного электрического поля [31, 32]. Од-

нако в отличие от сильного электрического поля, при условии медленного изменения скаляр-

ного поля петлевые поправки к заселенности энергетических уровней бозонов и фермионов

не растут, как мы показали в предыдущих разделах.

Наконец, отметим, что в работах [144, 145] было показано, что на фоне сильной скаляр-

ной волны, нарушающей условие |/∂φ| � λφ2, петлевые поправки к аномальному квантовому

среднему (но не к заселенности уровней) скалярного поля секулярно растут, если в каче-

стве начального состояния выбрать наивный вакуум свободной теории. При этом уравнения

Дайсона — Швингера имеют стационарное решение, отвечающее постоянному аномально-

му квантовому среднему. В работах [144,145] подобное поведение корреляционных функций

было интерпретировано как образование скалярного конденсата, сопровождающее “скатыва-

ние” скалярного поля из состояния с нулевым вакуумным средним к минимуму эффектив-

ного потенциала.
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4.4.2 Перенормировки

Можно заметить, что выражения (4.149) и (4.151) явно зависят от ультрафиолетового об-

резания, то есть они очевидно не инвариантны относительно ренормгрупповых преобразова-

ний. Подобная зависимость не имеет физического смысла, поскольку наблюдаемые величины

должны быть инвариантны относительно таких преобразований. Чтобы решить эту пробле-

му, восстановим массу скалярного поля и учтем ультрафиолетовые контрчлены (напомним,

что теория Юкавы в двумерии является суперперенормируемой, поскольку константа связи

λ имеет размерность массы):

Seff =

∫
d2x

[
1

2
(∂µφ)2 − 1

2
µ2

0φ
2 − Veff [φ] +

1

2
A (∂µφ)2 − 1

2
Bφ2

]
. (4.152)

Обычно перенормированную массу определяют как значение обратного пропагатора при ну-

левом импульсе:

µ2 =
∂2V

∂φ2

∣∣∣∣∣
0

, (4.153)

где V включает в себя и эффективный потенциал, и массовый член, и контрчлены. Однако

в данном случае это определение бессмыслено: вторая производная V в нуле не существует

из-за логарифмической расходимости. По этой причине мы определяем перенормированную

массу на произвольном ненулевом масштабе MR:

µ2 =
∂2V

∂φ2

∣∣∣∣∣
MR

. (4.154)

Такое определение влечет за собой следующее выражение для контрчлена B:

B = −λ
2

π
log

λMR

Λ
− λ2

π
. (4.155)

и перенормированного потенциала:

V =
1

2
µ2

0φ
2 +

(λφ)2

2π
log

λφ

MR

− 3(λφ)2

4π
. (4.156)

Легко проверить, что это выражение инвариантно относительно изменения масштаба пе-

ренормировки. Также заметим, что эффективный потенциал имеет минимум, который не

совпадает со значением φ = 0. Эта ситуация напоминает знаменитый потенциал Коулмена

— Вайнберга [45,151].

Наконец, положим µ0 = 0, заменим произвольный параметр MR вакуумным средним

скалярного поля, которое минимизирует перенормированный эффективный потенциал (под-

черкнем, что это среднее отличается от среднего в вакуумном состоянии свободной теории):

MR =
1

e
λ〈φ〉GS, (4.157)

128



где e = 2.71... — постоянная Эйлера. В результате мы получим следующее выражение для

эффективного потенциала, инвариантное относительно ренормгрупповых преобразований:

Veff =
(λφ)2

2π
log

φ

〈φ〉GS
− (λφ)2

4π
. (4.158)

Разложение этого потенциала около минимума φ = 〈φ〉GS + φ̃ имеет следующий вид:

Veff ' −
λ2〈φ〉2GS

4π
+
λ2

2π
φ̃2 + · · · , (4.159)

то есть скалярное поле спонтанно приобретает массу µ2 = λ2

π
.

Заметим, что уравнения (4.151) и (4.158) были получены в приближении λφ � Λ, кото-

рое, очевидно, нарушается около минимума потенциала. Тем не менее, можно показать, что

высшие петлевые поправки (учитывающие, что поле φ динамическое) не изменяют форму

потенциала около φ = 0. Следовательно, петлевые поправки не могут сдвинуть минимум

эффективного потенциала в ноль, хотя и могут повлиять на его положение [151]. Другими

словами, уравнение (4.158) правильно ухватывает качественное поведение полей.
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Глава 5

Заключение

В диссертационной работе были изучены свойства взаимодействующих нестационарных

квантовых систем, в которых петлевые поправки к корреляционным функциям не удается

просуммировать с помощью аналога кинетического уравнения (1.44). В качестве примеров

подобных систем были рассмотрены нестационарная квантовая механика (система N осцил-

ляторов с переменной частотой, связанных O(N)-симметричным квартичным взаимодей-

ствием), нелинейный скалярный динамический эффект Казимира и теория Юкавы на фоне

классического растущего во времени скалярного поля. Во всех перечисленных случаях учет

петлевых поправок приводит к генерации отличной от нуля заселенности квантовых уровней

npq и аномального квантового среднего κpq, что указывает на изменение основного состоя-

ния теории. В сущности, генерация квантовых средних происходит за счет накачки энергии

в систему внешним нестационарным фоном — например, в системе нелинейно связанных

осцилляторов и нелинейном динамическом эффекте Казимира при слабых отклонениях от

стационарности лидирующие поправки к квантовым средним обеспечиваются процессами

одновременного рождения четырех скоррелированных частиц.

В нестационарной системе нелинейно связанных осцилляторов петлевые поправки к кел-

дышевскому пропагатору, квантовым средним и средней энергии возбуждений в n-ом поряд-

ке теории возмущений неограниченно растут со временем эволюции как (λt)n. Подчеркнем,

что подобная скорость секулярного роста превосходит скорость роста петлевых поправок в

нестационарных квантовых теориях более высокой размерности и не позволяет просуммиро-

вать поправки с помощью аналога кинетического уравнения (сравните с разделом 1.5). Тем

не менее, нам удалось просуммировать такие секулярные поправки двумя независимыми спо-

собами. Во-первых, при слабых отклонениях от стационарности мы нашли приближенный

гамильтониан теории и явно вычислили пересуммированные квантовые средние. Во-вторых,
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с помощью диаграммной техники Швингера — Келдыша мы просуммировали лидирующие

поправки к пропагаторам и вершинам, а затем оценили сублидирующую поправку к кел-

дышевскому пропагатору в пределе N � 1, тем самым обобщив результаты первого спо-

соба на произвольные отклонения от стационарности. Кроме того, мы вычислили среднее

число и энергию возбуждений системы в бесконечном будущем. При сильных отклонени-

ях от стационарности и древесный, и петлевой вклады в эти величины пропорциональны

квадрату боголюбовского коэффициента, отвечающего за перемешивание положительно- и

отрицательно-частотных мод: Nfree = N |β|2, Nloop = 3
2
|β|2. Тем не менее, заметим, что петле-

вой вклад подавлен по 1/N .

В нелинейном динамическом эффекте Казимира петлевые поправки к корреляционным

функциям также растут со временем эволюции как (λt)n. Это связано с тем, что эффектив-

ный гамильтониан модели в пределе малой константы связи и большого времени эволюции

содержит постоянные вклады, отвечающие не только за упругое рассеяние, но и за распад

и рождение частиц — процессы, нарушающие закон сохранения энергии (отметим, что ка-

чественно этот гамильтониан очень похож на гамильтониан системы нелинейно связанных

осцилляторов с переменной частотой). В результате в пертурбативном разложении оператора

эволюции, а вместе с тем и в разложении корреляционных функций, неизбежно возникают

вклады вида (λt)n. Мы явно вычислили эти вклады до второго порядка разложения по λ для

скалярного поля с взаимодействием вида λφ4 на фоне резонансной полости с идеально отра-

жающими стенками и полупрозрачного зеркала, смоделированного дельта-функциональным

потенциалом — моделей с естественным инфракрасным и ультрафиолетовым масштабом,

соответственно. В результате мы установили, что полупрозрачность зеркала существенно

не влияет на секулярный рост петлевых поправок. Затем мы просуммировали лидирующие

секулярно растущие петлевые вклады в келдышевский пропагатор и квантовые средние в

приближении слабых отклонений от стационарности; для этого мы учли, что в указанном

пределе частицы в основном рождаются в моде с наименьшей энергией, что позволяет свести

задачу к аналогу квантовомеханической модели, рассмотренной в главе 2.

Наконец, мы рассмотрели (0+1) и (1+1)-мерную модель Юкавы на фоне линейно расту-

щего во времени классического скалярного поля. В (0 + 1) измерении мы вычислили точные

корреляционные функции скалярного поля — а точнее, показали, что они распадаются на

произведения несвязных одноточечных функций, поправки к которым описываются диа-

граммами типа “головастик” (фермионные пропагаторы в этой размерности тривиальны). В

(1 + 1) измерении мы явно нашли моды квантованного скалярного поля на линейно расту-

щем фоне и вычислили скалярный ток, определяющий отклик поля на заданный фон. Также
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мы оценили петлевые поправки к квантовым средним скалярного и фермионного поля и по-

казали, что эти поправки отличны от нуля, однако ограничены даже в пределе бесконечно

большого времени эволюции. Наконец, мы обобщили выражение для скалярного тока на про-

извольные сильные, но медленно изменяющиеся скалярные поля, отынтегрировав фермио-

ны и вычислив эффективный потенциал скаляров. Подчеркнем, что установленные свойства

сильных скалярных полей — отсутствие секулярного роста петлевых поправок на сильном

классическом фоне и отсутствие мнимого вклада в эффективное действие — существенно

отличает сильные скалярные поля от электрических и гравитационных полей.
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Приложение A

Ложный секулярный рост в

стационарной теории

Покажем, что в стационарной теории петлевые поправки к корреляционным функциям

(а также к соответствующим квантовым средним и производным величинам) могут испыты-

вать ложный “секулярный рост” на временах эволюции, которые много меньше естественного

инфракрасного обрезания, хотя для достаточно больших времен T →∞ будет выполняться

npq → 0 и κpq → 0. Рассмотрим безмассовое скалярное поле, зажатое между двумя идеаль-

ными зеркалами, находящимися в точках x = 0 и x = Λ:

∂µ∂
µφ = 0, φ(t, 0) = φ(t,Λ) = 0. (A.1)

Как обычно, разложим поле по модам:

φ(t, x) =
∞∑
n=1

[
angn(t, x) + a†ng

∗
n(t, x)

]
, gn(t, x) =

e−i
πn
Λ
t

√
πn

sin
πnx

Λ
, (A.2)

где
[
am, a

†
n

]
= δmn. Теперь учтем, что двухпетлевые поправки к npq сводятся к произведению

следующих двух интегралов (здесь мы можем положить t0 = 0 благодаря инвариантности

стационарной задачи относительно трансляций во времени):

npq(T ) = 2λ2
∑
m,n,k

Ip,m,n,k(T )I∗q,m,n,k(T ), Ip,m,n,k(T ) =

∫ T

0

dt

∫ Λ

0

dxgp(t, x)gm(t, x)gn(t, x)gk(t, x).

(A.3)

Подставляя моды (A.2) в эти интегралы, получаем:

Ip,m,n,k(T ) =

∫ T

0

dt

∫ Λ

0

dx
e−

iπt
Λ

(p+m+n+k)

8π2
√
pmnk

∑
σm,σn,σk=±1

σmσnσk cos
[πx

Λ
(p+ σmm+ σnn+ σkk)

]
=

=
1− e− iπTΛ (p+m+n+k)

iπ
Λ

(p+m+ n+ k)

1

8π2
√
pmnk

∑
σm,σn,σk=±1

σmσnσkΛδp+σmm+σnn+σkk,0.

(A.4)
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Легко видеть, что для достаточно малых времен эволюции, T � Λ, интеграл линейно растет

вместе со временем, Ip,m,n,k(T ) ∼ ΛT . Следовательно, на таких временах заселенность уров-

ней также секулярно растет, npq(T ) ∼ (λΛT )2. Тем не менее, для больших времен, T � Λ,

зависящие от времени множители сводятся к дельта-функции Дирака, аргумент которой

никогда не обращается в ноль:

1− e− iπTΛ (p+m+n+k)

iπ
Λ

(p+m+ n+ k)
→ δ

(
π(p+m+ n+ k)

Λ

)
= 0. (A.5)

Следовательно, в этом пределе поправка к заселенности уровней исчезает, npq → 0, как и

должно быть в стационарной теории. Аналогично можно показать, что κpq ∼ −(λΛT )2 для

T � Λ и κpq → 0 для T � Λ.

Подобное поведение квантовых средних имеет простую физическую интерпретацию. На

больших временах эволюции законы сохранения энергии и импульса вкупе с двумерностью

и безмассовостью теории исключают обмен энергией между частицами; в результате инте-

грал столкновений обращается в ноль, и квантовые средние не могут получать какие-либо

поправки. Однако на малых временах закон сохранения энергии может нарушаться за счет

принципа неопределенностей Гейзенберга. Следовательно, на таких временах могут идти

процессы, запрещенные на больших временах, и в результате в течение этих непродолжи-

тельных временных отрезков квантовые средние могут расти. Очевидно, такой “секулярный”

рост является простым отражением квантовых флуктуаций и не связан с глобальным изме-

нением состояния системы подобно обычному секулярному росту, возникающему на больших

временах эволюции.
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Приложение B

Асимптотическое поведение функций

параболического цилиндра большого

порядка

Вообще говоря, асимптотическое поведение функций параболического цилиндра широко

обсуждается в литературе (например, см. [149,150,155,156]). Тем не менее, нам удалось найти

только одну асимптотику, работающую для произвольного значения комплексного параметра

|ν| � 1 [149]:

Dν(z) =
1√
2

exp

[
1

2
ν log(−ν)− 1

2
ν −
√
−νz

][
1 +O

(
1√
|ν|

)]
, (B.1)

где | arg(−ν)| ≤ π
2
и |z| ограничен. Погрешность этого разложения слишком велика для наших

целей: например, при попытке проинтегрировать D− ip2
2α

(z) по dp члены порядка O
(

1√
|ν|

)
∼

O
(

1
p

)
потенциально могут заставить интеграл разойтись. Следовательно, необходимо найти

более точное разложение.

Следуя [156] и [90], рассмотрим следующее интегральное представление функции пара-

болического цилиндра:

Dν(z) =
Γ(1 + ν)

2πi
e−

1
4
z2

z

∫
C

exp

[
z2

(
v − 1

2
v2

)
− (1 + ν) log(zv)

]
dv, (B.2)

где контур интегрирования C запечатлен на Рис. B.1. Несложно проверить, что это выра-

жение действительно решает уравнение на функцию параболического цилиндра. Случаю

φcl = Et отвечают следующие значения параметра и аргумента функции:

ν = −ip
2

2α
, z = eiπ/4

√
2

α
M(t), M(t) = αt, α = λE. (B.3)
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Рис. B.1: Контур интегрирования

Используя метод стационарной фазы для (B.2), можно получить разложение следующего

вида:

Dν(z) ' Γ(1 + ν)

i
√

2π
ze−

1
4
z2
∑
j=0,1

exp(iαj + f(vj))

|f ′′(vj)|
1
2

1 +

∞∑
l=2

(2l − 1)!! exp(2ilαj)

v2l
j |f ′′(vj)|l

∑
λn

2l∏
n=3

[(1 + ν)/n]λn

λn!

 ,
(B.4)

где
f(v) = z2(v − 1

2
v2)− (1 + ν) log(zv),

αj =
1

2
π − 1

2
arg(f ′′(vj)),

(B.5)

и мы обозначили критические точки функции f(v) как v0,1 = −1
2
± 1

2

(
1− 4(1+ν)

z2

) 1
2 . Внутрен-

няя сумма в уравнении (B.4) берется по всем различным разбиениям 2l, которые задаются

неотрицательными целыми числами λn такими, что
∑2l

n=3 nλn = 2l. Оценим внутреннюю

сумму в (B.4). В этой сумме l-ый член содержит l-ую степень следующего выражения:

1

v2
0,1f

′′(v0,1)
=

1

2(1 + ν)

[
1∓

(
1− 4(1 + ν)

z2

)− 1
2

]
, (B.6)

и не более чем b2l
3
c-ую степень [(1 + ν)/n]. В случае |ν| � 1 квадратный корень в скобках
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мал, и 1
v2
0,1f

′′(v0,1)
∼ 1

2(1+ν)
= O

(
1
ν

)
для обоих знаков “∓”. Это значит, что внутренняя сумма

имеет порядок O
(

1+ν
[v2

0,1f
′′(v0,1)]2

)
= O

(
1
ν

)
, поэтому ей можно пренебречь в интегралах по dp.

Подставляя значения седловых точек в разложение (B.4), получаем:

Dν(z) =
1√
2

exp

[
1− ν

2
+

(
ν +

1

2

)
log ν −

(
ν

2
+

1

2

)
log

z2

4
− 1

4
log

(
1− 4(1 + ν)

z2

)]
×

×
∑
±

exp

[(
−1

2
− ν
)

log

(
1±

(
1− 4(1 + ν)

z2

) 1
2

)
± z2

4

(
1− 4(1 + ν)

z2

) 1
2

][
1 +O

(
1

ν

)]
.

(B.7)

Заметим, что в обозначениях (B.3) и в пределе |ν| � 1 (то есть p2 � α) или |z| � 1 (то есть

M2 � α) верно следующее разложение:

(
1− 4(1 + ν)

z2

) 1
2

=

√
M2 + p2

M

[
1 +

iα

M2 + p2
+O

(
α

M2 + p2

)2
]
.

Следовательно, обозначая для краткости V =
√
M2 + p2, получаем:

D− ip2
2α

(
1 + i√
α
M

)
' e

πp2

8α

√
2

(
M

V
+ 1

) 1
2

e
ip2

4α
− ip

2

4α
log

(V+M)2

2α
− iMV

2α

[
1 +O

( α
V 2

)]
. (B.8)

Для квадрата модуля функции параболического цилиндра получаем:

∣∣∣∣D− ip2
2α

(
1 + i√
α
M

)∣∣∣∣2 ' 1

2
e
πp2

4α

(
M√

M2 + p2
+ 1

)[
1 +O

(
α

M2 + p2

)]
. (B.9)

Здесь мы пренебрегли вторым членом в сумме, поскольку он содержит экспоненциально

малый множитель e−
πp2

2α . Заметим, что мы выбрали лист, для которого −1 = e−iπ. Можно

проверить, что (B.8) совпадает с (B.1) с точностью до O
(

1
p

)
. Однако новое разложение

также содержит следующий член асимптотического разложения.

Подчеркнем, что уравнения (B.8) и (B.9) работают для произвольных значений M2 � α.

Тем не менее, в предельных случаях они заметно упрощаются. Например,

D− ip2
2α

(
1 + i√
α
M

)
' 1√

2
e
πp2

8α
+ ip2

4α
− ip

2

4α
log p2

2α e
−i|p|M
α
− iM3

6|p|α+ M
2|p|

[
1 +O

(
M2 + α

p2

)]
, (B.10)

если M2 � p2, и

D− ip2
2α

(
1 + i√
α
M

)
'


(

1− p2

8M2

)
e
πp2

8α
− iM

2

2α
− ip

2

4α
log 2M2

α

[
1 +O

(
p2+α
M2

)]
, M > 0,

p
2|M |e

πp2

8α
+ iM2

2α
+ ip2

4α
log 2M2

α
− ip

2

2α
log p2

2α

[
1 +O

(
p2+α
M2

)]
, M < 0,

(B.11)

если M2 � p2.

В противоположном случае |ν| � 1 внутреннюю сумму в (B.4) следует вычислять более

аккуратно, поскольку 1
1+ν
∼ 1 (по крайней мере, для знака “+”). Тем не менее, в случае
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|ν| � 1� |z| (то есть p2 � α�M2) можно использовать друге разложение, которое следует

из другого интегрального представления для функции параболического цилиндра [149]:

Dν(z) = zνe−
z2

4

[
N∑
n=0

(
−ν

2

)
n

(
1
2
− ν

2

)
n

n!
(
− z2

2

)n +O
(∣∣z2

∣∣−N−1
)]

,

(γ)0 = 1, (γ)n6=0 = γ (γ + 1) · · · (γ + n− 1) .

(B.12)

Следовательно, мы получаем, что:

D− ip2
2α

(
1 + i√
α
M

)
' e

πp2

8α
− iM

2

2α
− ip

2

4α
log 2M2

α

(
1− p2

8M2

)[
1 +O

(
α2

M4

)]
, (B.13)

и для квадрата модуля:∣∣∣∣D− ip2
2α

(
1 + i√
α
M

)∣∣∣∣2 ' e
πp2

4α

[
1− p2

4M2
+O

(
α2

M4

)]
. (B.14)

Заметим, что выражения (B.8) и (B.13) приблизительно совпадают, если |ν| � |z|, |ν| � 1,

как и следовало ожидать.
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