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Введение

Актуальность темы диссертации.

Модели типа реакция-диффузия описывают широкий спектр явле-

ний в физике, химии и биофизике, связанных с образованием сложных

пространственно-временных структур. В горении так же наблюдаются са-

мые разнообразные формы пространственно-временной самоорганизации

(см. работы Я. Б. Зельдовича, А. Г. Мержанова, Г. И. Сивашинского,

П. Клавина и др. [1–4] ). Многообразие различных видов нелинейных

волн включает в себя бегущие волны горения, пульсирующие волны го-

рения, ячеистое пламя, радиальные и спиральные волны, образование ло-

кализованных очагов горения – горячих точек, которые обладают бога-

тым динамическим поведением, вращающиеся волны, стоячие (или симмет-

ричные) волны, сферическое пламя, квазистационарные режимы горения,

пространственно-временной хаос и т.д.

Изучение нелинейно-волновых процессов в системах типа реакция-

диффузия насчитывает не один десяток лет. В целом достигнуто пони-

мание механизмов формообразования для сравнительно простых моделей,

описываемых системами двух дифференциальных уравнений в частных

производных второго порядка. Увеличение степеней свободы может при-

водить к появлению других, более сложных сценариев и механизмов об-

разования пространственно-временных структур, которые не изучены по

настоящий момент. Исследование систем, описываемых тремя и более урав-

нениями в частных производных, является актуальной проблемой физики

нелинейно-волновых процессов. Похожая ситуация наблюдается и в теории

процессов горения.

Формирование различных сложных динамических структур тес-

но связано с пространственно-временными неустойчивостями нелинейных

волн горения, это почеркивает необходимость развития фундаментального

понимание природы и механизмов возникновения неустойчивости. В об-
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ласти теории горения подобные исследования ведутся довольно давно и

одним из наиболее важных результатов данных исследований явилось по-

нимание того, что во многих случаях для описания возникновения неустой-

чивостей при горении газов, аэрозолей, твердых тел достаточно учитывать

два основных процесса: диффузию, участвующих в реакции веществ, и теп-

лопроводность с одной стороны, и выделение энергии в ходе химических

реакций с другой. В данном приближении другие процессы, связанные, на-

пример, с тепловым расширением веществ при нагревании качественно не

влияют на картину возникновения неустойчивости. Модели, полученные в

данном приближении, обычно носят название диффузионно-тепловых.

К настоящему моменту свойства и устойчивость процессов горения в

одноступенчатых диффузионно-тепловых моделях подробно исследованы

как аналитически, так и численно. Математически данные модели описы-

ваются системой двух дифференциальных уравнений в частных производ-

ных второго порядка. Было показано, что как в горючих смесях, так и

в диффузионном пламени существует фундаментальное автоволновое ре-

шение в виде плоской бегущей или стоячей волны соответственно. При

изменении параметров данные решения могут терять устойчивость таким

образом, что решение либо затухает, либо возникают более сложные режи-

мы горения такие, как пульсирующие волны или ячеистое пламя. Данные

эффекты были аналитически исследованы на основе приближения высо-

кой энергии активации. Помимо этого существует целый ряд работ, где

авторы проводят численный анализ устойчивости пламени в рамках одно-

ступенчатой модели. Эти работы в частности показали, что существуют и

более сложные пространственно-временные решения типа горячих точек,

спиральных волн и т.д. Механизмы возникновения таких решений до конца

не изучены.

Одноступенчатые модели позволяют качественно объяснить многие

экспериментально наблюдаемые эффекты, однако, не позволяют получить

удовлетворительное количественное описание наблюдаемых в эксперимен-

те явлений. Помимо этого, некоторые экспериментально наблюдаемые яв-

ления не могут быть описаны в рамках моделей с одноступенчатой кинети-

кой. Это связанно с тем, что в реальности любой процесс горения включает
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в себя множество шагов каждый со своими промежуточными химическими

соединениями, которые должны быть учтены, если мы хотим получить ре-

алистическое описание кинетики пламени. Таким образом, для понимания

механизмов генерации пространственно-временных структур в данных си-

стемах необходимо увеличение степеней свободы. В частности, необходимо

рассмотрение более сложных кинетических схем реакции горения. Меха-

низмы возникновения неустойчивостей в более сложных системах - моде-

лях с двухступенчатыми реакциями до конца не изучены по настоящий

момент. Данные вопросы носят фундаментальный характер и их прояс-

нение необходимо для понимания, как динамики процессов горения, так

и общих закономерностей структурообразования в моделях типа реакция-

диффузия.

Несмотря на то, что есть некоторый задел [5] в исследовании устой-

чивости волн горения для моделей ламинарного перемешанного пламени с

двухступенчатой кинетикой реакции, существует целый класс задач, свя-

занный с моделями пламени с двухступенчатым цепным механизмом ре-

акции, для которых данный вопрос практически не был затронут ранее.

Пламена с цепным разветвленным механизмом реакции принципиально не

могут быть описаны в рамках одноступенчатого приближения и для сво-

его описания требуют как минимум две реакции в кинетической схеме.

Таким образом, модели с двухступенчатым цепным механизмом являют-

ся минимальным фундаментальным представлением данного класса задач.

Другим не менее важным обстоятельством является то, что большинство

практически важных углеводородных пламен идут по схеме с цепным ме-

ханизмом реакции [1]. Это еще раз подчеркивает важность и актуальность

исследования устойчивости и формирования сложных пространственно-

временных режимов горения в моделях с двухступенчатым цепным кине-

тическим механизмом. В этой связи отметим ряд аспектов, имеющих как

фундаментальное, так и прикладное значение.

В ближайшие десятилетия использование процессов горения углево-

дородного топлива в качестве одного из основных источников энергии неиз-

бежно. На сегодняшний день на первый план выходят вопросы повышения

эффективности и снижения выбросов при сгорании различных видов топ-
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лива, что в частности связано с переходом в режимы горения, близкие к

пределам воспламенения, например, при горении обедненных смесей и в

микрогорении [6–8]. С приближением к границам гашения пламени перво-

степенными становятся вопросы устойчивости и формирования сложных

пространственно временных режимов горения. Исследование устойчиво-

сти распространения ламинарных волн горения в заранее перемешанных

смесях является одной из фундаментальных задач, лежащих в этом русле,

которой посвящена работа.

Возникновение и развитие неустойчивостей с одной стороны приводит

к утечке топлива, неполному выгоранию и динамическому гашению волн

горения [9, 10], что связано с вопросами энергоэффективности, экологи-

ческой и технологической безопасности и носит нежелательный характер.

С другой стороны сложные пространственно временные режимы горения

чрезвычайно чувствительны к параметрам процесса и могут быть исполь-

зованы для задач диагностики, так же пульсирующие режимы горения

предполагается использовать в области микрогенерации, где по прежне-

му нет альтернативы углеводородам по плотности энергии, при создании

источников питания переменного тока в связке с термоэлектрическим эф-

фектом [11].

В последние годы наблюдается возросший интерес к моделированию

горения водорода, вызванный перспективами развития водородной энер-

гетики, двигателей на водороде и вопросам безопасности использования

водорода. Все это требует дальнейшего развития понимания процессов

горения водорода и фундаментальных проблем, связанных с этим: воспла-

менения, дефлаграции водород-воздушной смеси, диффузионного горения

водорода и т. д. Исследование скорости, структуры, устойчивости волн

горения, возникновения сложных динамических режимов распростра-

нения пламени и пределов воспламенения безусловно является одной

из фундаментальных задач в этом ряду. Существует ряд моделей, как

феноменологических, так и редуцированных с двухступенчатым цепным

механизмом реакции, описывающих распространение волн горения в

водород-воздушных смесях, которые могут быть применены для решения

указанных задач.
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Целью диссертационной работы является: Cистематическое исследо-

вание скорости, структуры, устойчивости волн горения, возникновения

сложных пространственно-временных режимов распространения пламени,

роли подобных динамических структур в гашении дефлаграции, пределов

воспламенения в моделях распространения ламинарного пламени в зара-

нее перемешанных смесях в рамках моделей с двухступенчатым цепным

кинетическим механизмом реакции.

В соответствии с общей целью исследования были поставлены и реа-

лизованы следующие основные задачи:

1. Разработка методов и численных алгоритмов исследования устойчи-

вости решений в виде бегущих волн для моделей, описываемых тре-

мя и более уравнениями в частных производных второго порядка, в

одно-, двух- и трехмерной пространственной геометрии путем обоб-

щения метода функции Эванса с целью получения методики, которая

может быть использована для анализа устойчивости волновых реше-

ний широкого класса физических, химических и биологических моде-

лей, описываемых уравнениями типа реакция-диффузия со сложной

кинетикой.

2. Исследовать свойства, структуру и устойчивость решений в виде бе-

гущих волн горения в модели Зельдовича-Баренблатта, описывающей

распространение ламинарного пламени в заранее перемешанной сме-

си с цепным двухступенчатым кинетическим механизмом и реакци-

ей рекомбинации первого порядка по концентрации радикалов, как

в адиабатическом случае, так и с учетом тепловых потерь. В про-

странстве параметров установить область существования, границы

воспламенения и устойчивости бегущих волн горения, а так же типы

и свойства бифуркаций, приводящих к затуханию волны горения и

потере устойчивости.

3. В рамках модели Зельдовича-Баренблатта исследовать свойства и

структуру решений, возникающих при потере устойчивости бегущих
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волн горения в одномерной и двухмерной пространственной геомет-

рии. Используя одномерную формулировку задачи, детально иссле-

довать свойства пульсирующих волн горения таких, как последова-

тельность бифуркаций удвоения периода, переход к хаосу и свойства

хаотических режимов, установить влияние и роль пульсаций на сце-

нарий динамического гашения пламени, а так же изучить механизм,

приводящий к динамическому гашению.

4. Исследовать свойства, структуру и устойчивость решений в виде бе-

гущих волн горения в модели Зельдовича-Линяна, описывающей рас-

пространение ламинарного пламени в заранее перемешанной смеси

с цепным двухступенчатым кинетическим механизмом и реакцией

рекомбинации второго порядка по концентрации радикалов. В про-

странстве параметров установить область существования, границы

воспламенения и устойчивости бегущих волн горения, а так же типы

и свойства бифуркаций, приводящих к затуханию волны горения и

потере устойчивости, и исследовать свойства и структуру решений,

возникающих при потере устойчивости бегущих волн горения в одно-

мерной и двухмерной пространственной геометрии.

5. На основе проведенного рассмотрения установить каким образом ки-

нетика реакции рекомбинации радикалов влияет на сценарии затуха-

ния и потери устойчивости бегущих волн горения в рамках моделей

с цепным механизмом реакции.

6. Используя рассмотренные модели типа Зельдовича-Баренблатта и

Зельдовича-Линяна, а так же модели с редуцированной двухступен-

чатой кинетикой такие, как модель Клавина-Линяна, исследовать

скорость распространения, структуру и устойчивость волн горения

в богатой смеси водорода и воздуха вблизи предела воспламенения.

Научная новизна:

В результате проведенных исследований впервые были получены сле-

дующие результаты:
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• Впервые детально исследована структура волн горения в модели

Зельдовича-Баренблатта и установлено, что в адиабатическом пре-

деле в зависимости от числа Льюиса для топлива возможно два сце-

нария затухания пламени: либо скорость волны горения стремиться к

нулю при конечных значениях параметров, либо затухание происхо-

дит в результате бифуркации складки при конечной скорости волны

горения. Показано, что вблизи предела затухания волны горения ее

структура носит характер режима быстрой, а вдали от предела зату-

хания, режима медленной рекомбинации. В пространстве параметров

найдена граница затухания и исследовано каким образом параметры

модели влияют на ее расположение.

• Исследована устойчивость волн горения в модели Зельдовича-

Баренблатта, установлены типы бифуркаций, приводящих потере

устойчивости, в пространстве параметров найдена нейтральная гра-

ница устойчивости и изучены сложные пространственно-временные

режимы распространения пламени, возникающие в результате поте-

ри устойчивости бегущих волн горения.

• Методами нелинейной динамики исследовано возникновение хаоти-

ческих режимов распространения волн горения в результате каскада

бифуркаций удвоения периода по сценарию Фейгенбаума, что харак-

теризуется непрерывным Фурье спектром наблюдаемых динамиче-

ских переменных, случайным нерегулярным распределением изобра-

жающих точек на сечении Пуанкаре и положительным максималь-

ным показателем Ляпунова. Так же было продемонстрировано, что

область с хаотическим режимом имеет конечную ширину в простран-

стве параметров и сменяется затуханием при дальнейшем увеличении

параметра закритичности.

• Впервые теоретически найден и исследован сценарий динамического

затухания волн горения, приводящий к исчезновению хаотического

режима распространения пламени. Установлено, что возникновение

затухания происходит по сценарию переходного хаоса за счет кри-

зиса хаотического аттрактора, исследованы статистические свойства
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данного процесса, а так же показано, что полученные результаты ка-

чественно согласуются с результатами экспериментов.

• На основе бифуркационного анализа и исходя из расположения в про-

странстве параметров областей существования различных динамиче-

ских режимов показано, что при приближении числа Льюиса для

топлива к единице, система становится чрезвычайно чувствительна

к малому изменению параметров. Это объясняет то, что удвоение пе-

риода осцилляций свободно распространяющегося волнового фронта

практически не фиксируется в экспериментах с газовыми смесями с

числами Льюиса, близкими к единице.

• Впервые исследована устойчивость волн горения в моделях

Зельдовича-Линяна, установлены типы бифуркаций, приводящих

к потере устойчивости, и изучены сложные пространственно-

временные режимы распространения пламени, возникающие в ре-

зультате потери устойчивости бегущих волн горения.

• В рамках диффузионно-тепловых моделей с двухступенчатой кине-

тикой исследована устойчивость волн горения в богатых водород-

воздушных смесях при нормальных внешних условиях и впервые по-

казано, что данный подход позволяет получить адекватное описание

как скорости и структуры, так и устойчивости пламени и возникнове-

ния пульсаций, что подтверждается сравнением с данными экспери-

ментов и прямого численного счета на основании моделей с детальной

кинетикой.

Научная и практическая ценность

В настоящей работе исследуется распространение волн горения в сме-

сях в рамках моделей с двухступенчатым цепным кинетическим механиз-

мом. Исследования в этой области важны как с фундаментальной, так и

с прикладной точки зрения, поскольку горение большинства практически

важных углеводородов идет по схеме с цепным механизмом реакции. Ре-

зультаты, полученные в работе, позволяют понять, прогнозировать и ис-

пользовать возникновение и развитие неустойчивостей в данных процессах,
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что связанно с вопросами энергоэффективности и безопасности использо-

вания углеводородного топлива с экологической и технологической точек

зрения, а так же важно в области диагностики и микрогенерации.

В работе предложен подход, позволяющий получить адекватное опи-

сание скорости, структуры и устойчивости волн горения в богатых водород-

воздушных смесях, что имеет непосредственное практическое применение.

Разработаны методы и численные алгоритмы исследования устойчи-

вости решений в виде бегущих волн для моделей, описываемых тремя и

более уравнениями в частных производных второго порядка в одно-, двух-

и трехмерной пространственной геометрии, которые могут быть использо-

ваны для анализа устойчивости волновых решений широкого класса физи-

ческих, химических и биологических моделей.

Положения, выносимые на защиту:

1. Разработаны методы и численные алгоритмы исследования устойчи-

вости решений в виде бегущих волн для моделей, описываемых тремя

и более нелинейными уравнениями в частных производных второго

порядка в одно-, двух- и трехмерной пространственной геометрии.

2. Установлено, что порядок реакции рекомбинации радикалов суще-

ственно влияет на динамику пламени, на свойства и устойчивость бе-

гущих волн горения в моделях с цепным кинетическим механизмом

реакции.

3. Впервые систематически исследована устойчивость волн горе-

ния в моделях с двухступенчатым цепным механизмом реак-

ции: Зельдовича-Баренблатта, Зельдовича-Линяна, Клавина-Линяна

и диффузионно-тепловая устойчивость волн горения в богатых

водород-воздушных смесях вблизи предела воспламенения, в резуль-

тате чего установлены и изучены типы бифуркаций, приводящих по-

тере устойчивости, найдены и изучены сложные пространственно-

временные режимы распространения пламени, возникающие в ре-

зультате потери устойчивости бегущих волн горения.

4. Обнаружен и исследован сценарий перехода к хаотическому режи-

му распространения волн горения в модели Зельдовича-Баренблатта
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через каскад бифуркаций удвоения периода временных осцилляций

пульсирующих волн горения; впервые прямым расчетом показателей

Ляпунова, анализом спектральных и фазовых характеристик пульси-

рующих волн показано существование хаотического режима распро-

странения волн горения.

5. Впервые теоретически найден и исследован сценарий динамическо-

го затухания волн горения при возникновении пульсаций, в рамках

рассматриваемых моделей выяснена природа данного явления и по-

казано, что затухание пламени происходит по сценарию переходного

хаоса за счет кризиса хаотического аттрактора.

6. На основе полученных данных о расположении в пространстве па-

раметров критических значений для различных типов бифуркаций

качественно объяснено, что экспериментальное наблюдение пульси-

рующих плоских волн горения для газовых смесей с числами Льюиса

близкими к единице практически не реализуемо.

Обоснованность и достоверность результатов

Результаты, представленные в диссертации, получены на основе чис-

ленных вычислений с использованием тщательно тестированных про-

грамм. Достоверность обеспечивается корректностью постановки задачи

и адекватностью применяемых математических моделей. Полученные вы-

числительные результаты сравнивались с аналитическими в различных

предельных случаях, а так же с данными известных из литературы экс-

периментальных работ. Они неоднократно обсуждались на семинарах и

докладывались на специализированных конференциях, большая часть ре-

зультатов опубликована в международных и российских научных журна-

лах. Это позволяет считать все полученные результаты обоснованными и

достоверными, а также полностью отвечающими современному мировому

уровню исследований. Большинство представленных результатов являют-

ся новыми и получены впервые.

Личный вклад автора

Все результаты, представленные в диссертационной работе, получены

автором лично, либо при его непосредственном участии.
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Структура и объем диссертационной работы

Диссертация состоит из введения, пяти глав, заключения и списка

литературы. Объем работы составляет 298 страниц, включая 79 рисунков.

Список литературы содержит 288 наименований.

Во введении дается общая характеристика диссертации: обоснова-

на актуальность темы; сформулированы цели работы, научная новизна

и практическая ценность полученных результатов; перечислены основные

положения, выносимые на защиту; приведены сведения об апробации ре-

зультатов, основных публикациях, объеме и структуре работы.

В главе 1 дается обзор современного состояния исследований в обла-

сти изучения диффузионно-тепловой устойчивости ламинарного пламени

в рамках моделей с одно и двухстадийной кинетикой реакции горения.

Глава 2 посвящена описанию результатов численного и асимптоти-

ческого анализа свойств, структуры и устойчивости волн горения в моде-

ли Зельдовича-Баренблатта, описывающей распространение ламинарного

пламени в заранее перемешанной смеси с цепным двухступенчатым кинети-

ческим механизмом и реакцией рекомбинации первого порядка по концен-

трации радикалов. Во ведении к главе дан обзор литературы, посвященной

исследованиям волн горения в рамках данной модели. В следующем пара-

графе формулируется математическая модель, записываются уравнения в

частных производных, описывающие процесс распространения волн горе-

ния, вводятся безразмерные переменные и безразмерный вид модельных

уравнений в частных производных и граничных условий. Далее сформули-

рована задача о распространении плоских волн горения в сопутствующей

системе отсчета в бесконечной среде в виде связанных нелинейных обыкно-

венных дифференциальных уравнений. Исследованы свойства и структура

решений в виде бегущих волн в одномерном адиабатическом и неадиаба-

тическом случае. Формулируется задача линейной устойчивости, как про-

блема поиска собственных значений и собственных функций краевой за-

дачи для системы линейных обыкновенных дифференциальных уравнений

первого порядка. С ее помощью исследуется устойчивость волн горения в

модели Зельдовича-Баренблатта, установлены типы бифуркаций, приводя-

щих потере устойчивости, в пространстве параметров найдена нейтральная



16

граница устойчивости и изучены сложные пространственно-временные ре-

жимы распространения пламени, возникающие в результате потери устой-

чивости бегущих волн горения. Методами нелинейной динамики исследо-

вано возникновение хаотических режимов распространения волн горения в

результате каскада бифуркаций удвоения периода по сценарию Фейгенбау-

ма. Изучен сценарий динамического затухания волн горения, приводящий

к исчезновению хаотического режима распространения пламени.

Анализ устойчивости волн горения и механизмов появления пульса-

ций обобщен на двухмерных случай для чисел Льюиса для топлива боль-

ших единицы. Рассмотрены как адиабатическая, так и неадиабатическая

модель. Исследованы свойства волновой неустойчивости. Показано, что

при пересечении в пространстве параметров критических значений для по-

явления волновой неустойчивости рождаются двухмерные пульсирующие

решения, для которых распределение концентрации радикалов имеет вид

солитонно-подобных уединенных пиков, распространяющихся по опреде-

ленным траекториям. В конце главы подводятся основные итоги и приво-

дятся выводы.

Глава 3 посвящена исследованию свойств, структуры и устойчивости

решений в виде бегущих волн горения в модели Зельдовича-Линяна, опи-

сывающей распространение ламинарного пламени в заранее перемешанной

смеси с цепным двухступенчатым кинетическим механизмом и реакцией

рекомбинации второго порядка по концентрации радикалов. Во ведении к

главе дан обзор литературы, посвященной исследованиям волн горения в

рамках данной модели. В следующем параграфе формулируется матема-

тическая модель, записываются уравнения в частных производных, опи-

сывающие процесс распространения волн горения, вводятся безразмерные

переменные и безразмерный вид модельных уравнений в частных произ-

водных и граничных условий.

Далее проводится редукция модельных уравнений в частных произ-

водных к системе обыкновенных дифференциальных уравнений, описыва-

ющих решения в виде бегущих волн. Находится асимптотика решений в

области продуктов и рекомбинации, формулируются граничные условия и

численно исследуются свойства и структура бегущих волн горения. Резуль-
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таты сравниваются с данными асимптотического анализа. Устойчивость

волн горения в модели Зельдовича-Линяна исследовалась методом функ-

ции Эванса и прямым интегрированием модельных уравнений в частных

производных. В пространстве параметров находятся область существова-

ния, границы воспламенения и устойчивости бегущих волн горения, а так

же типы и свойства бифуркаций, приводящих к затуханию волны горе-

ния и потере устойчивости. Исследуются свойства и структура решений,

возникающих при потере устойчивости бегущих волн горения в одномер-

ной и двухмерной пространственной геометрии. В конце главы подводятся

основные итоги и приводятся выводы.

В главе 4 на основе двухступенчатых моделей с цепным механизмом

реакции исследуется устойчивость волн горения, свободно распространяю-

щихся в богатой предварительно перемешанной смеси водорода и воздуха

при нормальных внешних условиях. Во вводной части главы дан обзор чис-

ленных и экспериментальных исследований скорости, затухания и пуль-

саций пламени в водород-воздушных смесях с большим коэффициентом

избытка топлива. Во втором параграфе дана математическая формули-

ровка рассматриваемой диффузионно-тепловой задачи о распространении

пламени в богатой водород-воздушной смеси в адиабатическом пределе в

одномерной пространственной конфигурации. Вводятся безразмерные па-

раметры, переменные и безразмерная форма модельных уравнений и гра-

ничных условий. С помощью известных из литературы кинетических и

термо-физических данных дается оценка контрольных параметров зада-

чи. Производится редукция уравнений в частных производных к системе

обыкновенных дифференциальных уравнений для решений в виде бегу-

щих волн. Формулируется задача линейной устойчивости бегущих волн го-

рения. Исследованы скорость, структура и устойчивости пламени, а так

же бифуркация Андронова-Хопфа, ответственная за потерю устойчивости

бегущих волн горения. Показано, что устойчивые пульсирующие волны го-

рения появляются при пересечении нейтральной границы устойчивости в

результате этой бифуркации. Изучены свойства пульсирующих режимов

горения. В конце главы подводятся основные итоги и приводятся выводы.

В главе 5 рассмотрена задача линейной устойчивости для моделей
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типа реакция-диффузия описываемых системами двух, трех и более урав-

нений в частных производных. Исследованы свойства операторов, которые

появляются в формулировке задачи на линейную устойчивость. Показа-

но, что непрерывный спектр лежит в левой комплексной полуплоскости и

что устойчивость решений полностью определяется дискретным спектром

этих операторов. Расположение дискретного спектра на комплексной плос-

кости связывается с нулями функции Эванса, которая определяется двумя

разными способами: через Вронскиан, построенный на решениях задачи

на линейную устойчивость, и в терминах внешней алгебры. Показано, как

эти определения связаны друг с другом, продемонстрированы основные

свойства функции Эванса. Описаны сложности, связанные с ее численным

расчетом, и продемонстрированы пути их преодоления с помощью метода

составной матрицы. В конце главы подводятся основные итоги и приводят-

ся выводы.
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Глава 1

Литература

§ 1.1. Устойчивость бегущих волн горения в одноступенчатых

моделях

1.1.1. Диффузионно-тепловая и гидродинамическая устойчи-

вость пламени

Исследования устойчивости свободного распространения пламени на-

чалось с рассмотрения газовых смесей. В известных работах Ландау и Да-

рье [12–14] анализировалась задача об устойчивости плоского фронта горе-

ния, где пламя рассматривалось как гидродинамическая поверхность раз-

рыва, на которой локализована вся реакция и происходит скачкообразное

изменение физических величин, характеризующих газовую смесь, таких

как температура и плотность. Результаты, известные как неустойчивость

Дарье-Ландау, показали, что пламя является абсолютно неустойчивым по

отношению к возмущениям с любой конечной длиной волны в направле-

нии, поперечном направлению распространения фронта горения. Инкре-

мент возрастания возмущения оказался линейно пропорциональным волно-

вому числу так, что чем меньше длина волны возмущения, тем быстрее оно

должно нарастать. Подобные выводы противоречат наблюдениям стацио-

нарно распространяющегося пламени и связаны с тем, что в модели учи-

тываются только гидродинамические эффекты теплового расширения га-

за, а область, где протекает реакция горения, считается бесконечно малой.

В результате не учитываются транспортные эффекты, стабилизирующие

пламя. Таким образом подобный подход оказывается применим только в

длинноволновом по отношению к длине Михельсона приближении [15]. Фе-

номенологически данная проблема была рассмотрена Маркштейном в [16],

где учитывалось влияние возмущения фронта, а точнее его искривления, на

скорость распространения пламени. Это позволяет качественно объяснить
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стабилизацию волны горения по отношению к коротковолновым возмуще-

ниям при константах Маркштейна больше нуля.

Процессы переноса тепла и диффузии стабилизируют пламя в длин-

новолновом диапазоне возмущений, однако, могут и сами являться источ-

ником неустойчивости [15]. Таким образом, существует два основных де-

стабилизирующих эффекта: тепловое расширение при прохождении через

зону реакции, в этом случае мы говорим о гидродинамической неустой-

чивости, и диффузионно-тепловая неустойчивость, связанная с процес-

сами тепломассопереноса в самом фронте горения. Это продемонстриро-

вано, например, в работе [15], где в частности исследуется устойчивость

волны горения, свободно распространяющейся в газовой смеси, в рамках

квази-изобарической модели с одноступенчатой реакцией горения. В при-

ближении асимптотической малости толщины зоны реакции, числа Маха,

теплового расширения газа получено дисперсионное соотношение, в ко-

торое в качестве отдельных слагаемых входят члены, ответственные за

диффузионно-тепловую и гидродинамическую неустойчивость. В случае

подобия полей температуры и концентрации лимитирующей компоненты

топлива, когда пламя устойчиво по отношению к диффузионно-тепловым

возмущениям (см. следующий пункт) и присутствует только гидродинами-

ческая неустойчивость, из дисперсионного соотношения следует, что гид-

родинамическая неустойчивость возникает только в интервале длин волн,

превышающих длину Михельсона на величину порядка 20. В приближе-

нии асимптотически больших длин волн анализ совпадает с результатами

для неустойчивости Дарье-Ландау. В случае, когда коэффициент диффу-

зии лимитирующей компоненты смеси больше температуропроводности и

в пределе асимптотически слабого температурного расширения возникает

неустойчивость определяемая диффузионно-тепловыми эффектами с ха-

рактерной длинной волны для максимального инкремента роста, имеющим

порядок длины Михельсона. Таким образом в [15] было показано, что два

типа неустойчивости пламени проявляют себя на разных пространствен-

ных масштабах [16], что подтверждается экспериментами [1, 17–20].

В работах [21, 22] получены дисперсионные соотношения в более об-

щем случае, чем в [15], для произвольного теплового расширения газа с
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учетом эффектов вязкости и гравитации. При этом, как и в [15], приня-

то квази-изобарическое приближение, считается, что реакция проходит в

одну необратимую ступень с высокой энергией активации, число Льюиса

для лимитирующей компоненты смеси близко к единице и коэффициенты

диффузии не зависят от температуры. В более поздней публикации [23] рас-

смотрено появление как диффузионно-тепловой, так и гидродинамической

неустойчивостей в случае произвольных волновых чисел возмущения и

транспортных коэффициентов, зависящих от температуры. Показано, что

для больших волновых чисел неустойчивость определяется главным обра-

зом диффузионно-тепловыми факторами и нейтральная граница устойчи-

вости близка к предсказанию диффузионно-тепловой модели. При малых

волновых числах (в длинноволновом приближении), неустойчивость носит

характер Даррье-Ландау и определяется гидродинамическим дисперсион-

ным соотношением из работы [24] . В [25] рассмотрен случай конечной энер-

гии активации. Более детально вопросы гидродинамической устойчивости

пламени освещены в обзорах, посвященных данной тематике [3, 4, 26].

1.1.2. Диффузионно-тепловая устойчивость пламени

Впервые задача о диффузионно-тепловой устойчивости пламени бы-

ла рассмотрена в серии работ [27–29], где было предположено, что ста-

ционарный режим горения может терять устойчивость по отношению к

локализованным возмущениям распределения температуры. Например, в

результате моментального выделения тепла в некоторой малой области

пламени. В [27] рассмотрено одномерное плоское пламя и предложено для

анализа его устойчивости линеаризовать систему нелинейных уравнений

в частных производных, описывающих процесс горения, около решений,

соответствующих стационарному режиму горения в системе отсчета, в ко-

торой пламя покоится. Предложен следующий критерий линейной устой-

чивости: стационарное решение является устойчивым или неустойчивым,

если решение линеаризованной задачи с начальным точечным (или локали-

зованным в пространстве) источником тепла затухает или неограниченно

растет, соответственно. Была высказана гипотеза, что неустойчивость пла-

мени может приводить либо к его затуханию, и, следовательно, обуслав-
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ливать предел воспламенения; либо к существенному росту температуры

и к переходу от дефлаграции к детонации; либо к появлению пульсаций

характеристик пламени с ограниченной амплитудой около стационарных

решений, что то же связывалось с приближением к пределу воспламене-

ния. Более детально в [27] была рассмотрена одноступенчатая адиабати-

ческая модель горения твердого топлива и была сделана попытка вывести

аналитический критерий устойчивости пламени. В [28] задача линейной

устойчивости для данной модели решалась численно и было установлено,

что при определенных условиях возмущение температуры может возрас-

тать и пламя теряет устойчивость. В [29] рассмотрена типовое линеари-

зованное параболическое уравнение только для температуры, которое бы-

ло переформулировано в задачу на собственные значения вида уравнения

Шрёдингера для инкремента роста возмущения. Показано, что инкремент

затухания может менять знак и пламя может терять устойчивость.

Задача линейной устойчивости пламени в современной форме, как за-

дача на собственные значения линейного дифференциального оператора,

сформулирована в [30], где рассмотрена устойчивость распространения од-

номерной волны горения в одноступенчатой адиабатической модели с рав-

ными коэффициентами диффузии топлива и температуропроводности. За-

дача на собственные значения соответствующего оператора сведена к урав-

нению Шрёдингера для нахождения уровней в одномерной потенциальной

яме. Нижний уровень или основное состояние соответствующей квантовой

системы имеет энергию равную нулю и совпадает с нулевой собственной

модой задачи линейной устойчивости, связанной с трансляционной симмет-

рией. Таким образом, было показано, что все остальные собственные зна-

чения положительны, что соответствует в формулировке [30] устойчивым

собственных значениям. Следовательно, для случая числа Льюиса равно-

го единице волна горения устойчива. Этот же результат был получен в

работе [31], где рассмотрена устойчивость волн горения в одноступенчатой

адиабатической модели. Система феноменологически описывается одним

уравнением в частных производных для некоторой обобщенной перемен-

ной состояния. Подобный подход фактически эквивалентен случаю числа

Льюиса равного единице, рассмотренного [30], где система модельных урав-
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нений так же сводится к одному уравнению для температуры.

В работе [32] рассматривается неадиабатический случай с одноступен-

чатой реакцией при числе Льюиса, равном единице. Установлено, что для

заданных параметров существует два решения, соответствующих разным

скоростям пламени. Сделана попытка качественного анализа устойчивости

волны горения, однако, лишенная математической строгости, и утвержда-

ется, что медленное решение не устойчиво, а быстрое устойчиво.

Устойчивость горения твердого топлива аналитически исследована в

[33,34]. Фронт горения рассматривается как бесконечно тонкая поверхность

разрыва, на границе которой температура непрерывна, а ее производная

испытывает скачок, связанный с тепловыделением в ходе реакции. Предпо-

лагается, что изменение локальной скорости пламени, вызванное осцилля-

циями и искривлением фронта пламени, однозначно определяется темпера-

турой в зоне горения через коэффициент, прямо пропорциональный числу

Зельдовича. На этой основе формулируется и решается задача линейной

устойчивости с поверхностью разрыва, что позволяет получить дисперси-

онное соотношение для двухмерной адиабатической и одномерной неадиа-

батической модели. В частности, в первом случае получается явное выра-

жение для критического значения числа Зельдовича, Z = 4 + 2
√
5 ≈ 8.48,

для появления пульсаций пламени. В [35] проведен похожий анализ для

газовых смесей, однако, рассмотрение ограничивается только длинновол-

новым (по сравнению с шириной зоны прогрева) приближением. Получа-

ющиеся результаты, говорят о том, что для чисел Льюиса меньше едини-

цы, фронт горения неустойчив, а при числах Льюиса меньших или рав-

ных единице пламя устойчиво. В [36] зона реакции рассматривается не как

поверхность разрыва, а как область конечной толщины, внутри которой

функция выделения тепла имеет постоянное значение, а снаружи тожде-

ственно обращается в ноль. Значение тепловыделения в зоне реакции бе-

рется равным максимальному, а ее толщина определяется из решения ста-

ционарной задачи распространения пламени [37]. Задача линейной устой-

чивости формулируется как кусочно-разрывная, решается отдельно в трех

зонах волны горения (прогрева, реакции и продуктов), что позволяет полу-

чить трансцендентное уравнение, решая которое авторы получают оценку
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числа Зельдовича для потери устойчивости, Z ≈ 0.096−1 = 10.42. В [38]

данный подход используется для выяснения влияния изменения плотности

на возникновение пульсаций пламени. В [39, 40] проводится численное ис-

следование горения твердого топлива к рамках адиабатической модели и

в пространстве параметров находится нейтральная граница устойчивости.

Показано, что при ее пересечении стационарный режим горения теряет

устойчивость и в одномерном случае, рассмотренном в данных работах,

возникают пульсирующие режимы горения. Результаты численного счета

хорошо согласуются с аналитическим оценками, описанными выше. В ра-

боте [41] исследуется устойчивость волн горения в двухмерной модели с

произвольным числом Льюиса, нулевым порядком реакции и бесконечно

узкой зоной реакции. Скорость химической реакции представляется в виде

дельта-функции от разности температуры и температуры в зоне реакции,

нормированной на функцию температуры горения, представляющую собой

характерную скорость тепловыделения в зоне реакции. При формулиров-

ке задачи линейной устойчивости, данная функция раскладывается в ряд

до членов первого порядка. В результате удается получить дисперсионной

соотношение. Таким образом, установлено, что для чисел Льюиса для топ-

лива больше единицы возникает волновая неустойчивость, которая насту-

пает раньше, чем одномерная пульсирующая. В случае твердого топлива

критическое значение числа Зельдовича составляет порядка 8. Для чисел

Льюиса меньших единицы возникает ячеистая неустойчивость преимуще-

ственно с определенной длинной волны. В [42] данная модель рассмотрена

с учетом тепловых потерь и результаты качественно согласуются с [41],

за исключением случая чисел Льюиса больших единицы. Так, для горения

твердого топлива, установлено, что в зависимости от параметров возможна

либо ситуация, когда верхняя ветвь решений устойчива вплоть до границы

затухания, либо теряет устойчивость по отношению к волновой неустойчи-

вости.

Дальнейшее развитие исследований устойчивости волн горения свя-

зано с использованием приближения высокой энергии активации, которое

в прикладной математике и механике обычно известно как метод сшивки

асимптотических разложений [43, 44]. Данный подход был впервые приме-
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нен для анализа стационарных задач горения [45], где находится скорость

распространения и структура адиабатического пламени во втором порядке

по асимптотически малому параметру, обратной энергии активации, для

случая произвольного числа Льюиса порядка единицы. Похожий анализ

был проведен в [46] для случая твердого топлива. Однако в отличие от [45],

в этой работе считается, что плотность и теплопроводность материала не

константы, а функции температуры. Скорость пламени найдена во втором

порядке асимптотического разложения. Неадиабатический случай исследо-

ван в [47], где во втором порядке асимптотического разложения получено

уравнение, определяющее скорость пламени в зависимости от параметров

модели, включая число Льюиса и коэффициент тепловых потерь. Задача о

распространении волны горения рассматривается в третьем порядке в [48],

что позволяет получить выражения, хорошо количественно описывающие

зависимость скорости пламени от параметров, в частности числа Льюиса.

Однако, получаемые аналитические выражения чрезвычайно громоздки.

В целом следует отметить, что метод сшивки асимптотик позволяет мате-

матически строго исследовать свойства пламени в различных одноступен-

чатых моделях горения, последовательно формулируя и решая задачи в

каждом порядке асимптотического разложения.

Аналитическое изучение устойчивости волн горения с использовани-

ем метода сшивки асимптотических разложений приводит к так называе-

мой проблеме замыкания [49–51]. В отличие от стационарно бегущих волн

в этом случае уравнения главного порядка зависят от поправок второго

порядка; уравнения второго порядка включают члены третьего порядка

асимптотического разложения и т.д. Формально, для того чтобы найти

решение задачи главного порядка, необходимо решить бесконечное число

уравнений. Одним из путей обойти эту проблему является усечение асимп-

тотического разложения [49, 51–55]. Это приводит к замкнутой задаче с

заменой коэффициента реакции аррениусовского типа на члены с дель-

та функцией, зависящие от температуры фронта реакции. Усеченная мо-

дель широко используется для изучения устойчивости волн горения [52–55],

а также более сложных решений, возникающих при потере устойчивости

плоского фронта, таких как пульсирующие волны [49,54,55], спиновые вол-
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ны [49, 56–58], радиальные и стоячие волны [5, 49, 57, 59], квазипериодиче-

ские и хаотические волны [49,59]. Однако, модель с дельта функцией стра-

дает от непоследовательности, как замечено [49, 51]. Наиболее заметным

является то, что величина, обратная малому параметру асимптотического

разложения, входит явным образом в экспоненциальные члены, описыва-

ющие интенсивность хода реакции.

Условия разрыва производных через зону реакции в первом поряд-

ке разложения для возмущенного фронта горения были выведены в ра-

боте [52]. В частности было показано, что для нестационарного решения

возникает проблема замыкания. В последующей работе [53] на основе это-

го условия формулируется усеченная модель с дельта функцией, где фак-

тически разложение температуры обрывается на первом члене по малому

параметру. Такой подход аналогичен [34, 35], однако анализ дисперсион-

ных соотношений был проведен более тщательно, что позволило получить

классическое выражение для нейтральной границы появления ячеистой

неустойчивости, (L− 1)Z = −2, где L - это число Льюиса лимитирующей

компоненты смеси. Более того, для чисел Льюиса больше единицы было

предсказано появление пульсирующей неустойчивости. В пределе твердого

топлива был получен известный [33,34] результат для критического значе-

ния числа Зельдовича, Z = 4+2
√
5, а для газовой смеси еще одно классиче-

ское выражение (L− 1)Z ≈ 4+4
√
3. В работе [54] так же рассматривается

распространение волны горения в твердотопливной смеси в адиабатиче-

ском случае в рамках усеченной модели. Найдены скорость и структура

пламени, дисперсионное соотношение, а так же проведен бифуркационный

анализ пульсирующих решений, возникающих при пересечении нейтраль-

ной границы устойчивости в результате бифуркации Хопфа, исследованы

свойства данных решений, частота и амплитуда пульсаций в зависимости

от параметра закритичности.

Асимптотически согласованный подход был одновременно предложен

в двух работах [60] для адиабатической и [47] для неадиабатической мо-

делей. Результаты так же обсуждаются в [49–51]. Для систем с числом

Льюиса порядка единицы, когда ситуация близка к случаю подобия полей

температуры и концентрации топлива, энтальпия не изменяется в главном
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порядке разложения. Это позволяет записать замкнутую задачу для тем-

пературы в главном порядке и энтальпии в первом порядке разложения.

В работе [47] для неадиабатической модели горения таким образом удает-

ся получить дисперсионное соотношение и найти области параметров, где

пламя устойчиво или возникают различные типы неустойчивости. В част-

ности, показано, что медленная ветвь решений всегда неустойчива, а быст-

рая либо устойчива вплоть до точки поворота, либо теряет устойчивость по

отношению к ячеистым возмущениям при числах Льюиса меньше единицы.

Для чисел Льюиса больше единицы пламя может терять устойчивость по

отношению к волновой неустойчивости с определенными долинами волн

в двухмерном случае и по отношению к пульсирующей неустойчивости

в одномерном случае. Причем пламя более неустойчиво по отношению к

двухмерным, чем к одномерным возмущениям. В более поздней работе [61]

авторы приходят к таким же выводам.

Используя приближение системы близкой к подобию, в [55] проводит-

ся исследование сходное с [54] для случая газовой смеси. Следует отметить

работу [62], где получены результаты, согласующиеся с предсказаниями,

основанными на методе сшивки асимптотических разложений [49]. С этой

целью асимптотическая форма функции Эванса для задачи распростра-

нения волн горения была выведена в [62] в пределе бесконечной энергии

активации и числа Льюиса, близкого к единице.

До последнего времени [51], не существовало согласованного подхода

для анализа систем с произвольным числом Льюиса. В этой работе дела-

ется обобщение метода сшивки асимптотических разложений. Для этого

коэффициенты асимптотического разложения берутся зависимыми от па-

раметра разложения. Это позволяет добиться правильного шкалирования

вариаций температуры до и после зоны реакции, а именно: накладывает-

ся ограничение, связывающее главный порядок в зоне прогрева и первые

два члена в зоне продуктов асимптотического разложения температуры.

Это ограничение отражает тот факт, что малые вариации температуры за

фронтом приводят к изменениям в главных членах разложения темпера-

туры в зоне прогрева. Результирующая модель включает в себя уравнения

для главного порядка в разложении переменных впереди зоны реакции
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и первого порядка в разложении температуры в зоне продуктов вместе

с условиями сшивки и граничными условиями. При данном подходе нет

ограничений на изменение числа Льюиса.

Результаты, сходные с тем, что обсуждаются выше, были получены с

помощью метода сшивки асимптотик и в более поздних работах, например,

в [49,63–68]. Дальнейшие исследования устойчивости пламени в рамках од-

ноступенчатых диффузионно-тепловых моделей проводились главным об-

разом численно. Как уже обсуждалось выше, одними из первых работ в

данном направлении были [39, 40] для горения твердого топлива. Горение

газовых смесей исследовалось впервые в [69], где было рассмотрено появ-

ление пульсаций при числах Льюиса больше единицы. Для этого решались

одномерные нестационарные модельные уравнения в частных производ-

ных, что позволило найти нейтральную границу устойчивости на плоскости

число Льюиса - энергия активации в широком диапазоне значений энергии

активации от 8 до 50. Зависимость числа Льюиса от энергии активации вы-

глядит как монотонно убывающая функция до значений меньше 30. Затем,

при дальнейшем увеличении энергии активации наблюдается рост крити-

ческого значения числа Льюиса. Это не согласуется с выводами, получен-

ными с помощью метода сшивки асимптотических разложений, и скорее

всего вызвано ошибками численного счета. Так же в работе показано, что

при пересечении нейтральной границы устойчивости возникает пульсирую-

щая волна горения. В работе [63] исследованы два предельных случая. Ко-

гда число Льюиса стремиться к бесконечности, то было показано, что при

энергиях активации выше 6.5 возникают пульсирующие волны горения. В

случае равных коэффициентов диффузии и температуропроводности вол-

на горения устойчива в исследованном интервале энергии активации от 1

до 10. Результаты работы обобщены на случай горения твердого топли-

ва с учетом тепловых потерь в [70]. На плоскости коэффициент тепловых

потерь - энергия активации найдена нейтральная граница устойчивости и

установлено, что ростом коэффициента отдачи тепла граница устойчиво-

сти существенно смещается в сторону меньших энергий активации.

В [71, 72] задача линейной устойчивости для адиабатической модели

решается методом составной матрицы для безразмерной энергии актива-
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ции от 10 до 60-80. На плоскости число Льюиса-энергия активации найде-

на нейтральная граница устойчивости. Сравниваются результаты числен-

ного счета и асимптотического анализа и показано, что качественно они

хорошо согласуются, хотя для удовлетворительного количественного со-

гласия необходимо брать энергии активации превышающие 50. Исследова-

нию диффузионно-тепловой устойчивости ламинарного пламени в случае

чисел Льюиса больше единицы посвящен цикл работ [66, 67, 73, 74]. В [66]

впервые применен метод функции Эванса для анализа устойчивости волн

горения в одноступенчатой адиабатической модели распространения пла-

мени в горючей смеси в одномерной пространственной конфигурации. Для

чисел Льюиса больших единицы найдены критические значения парамет-

ров для бифуркации Андронова-Хопфа и частота Хопфа для энергий ак-

тивации от единиц до 20. Установлено, что при увеличении числа Льюиса

до значений порядка 102, критическое значений энергии активации стре-

миться к предельному значению 6.58 . . . Подобные расчеты так же можно

найти в [75]. Численные результаты сравниваются с асимптотическими и

показано, что наилучшее количественное соответствие дает приближение,

полученное в [51]. Результаты обобщены на неадиабатический случай в [67],

а в [74] учтено влияние температуры окружающей среды на устойчивость

волн горения. В работе [67] так же установлено, что распространяющая-

ся волна горения теряет устойчивость при изменении параметров либо в

результате седло-узловой бифуркации, что приводит к ее затуханию, ли-

бо в результате бифуркации Андронова-Хопфа, что приводит к появлению

пульсаций. Было показано, что переключение между данными режимами

потери устойчивости происходит в результате бифуркации коразмерности

два - бифуркации Богданова-Такенса [76], которая была подробно исследо-

вана в работе [77], где вводится новое аналитическое условие ее существо-

вания. Сходные результаты по устойчивости неадиабатического пламени

были также получены в [78]. Результаты обобщены на случай чисел Льюи-

са меньших единицы в [79], где найдены критические значения параметров

для появления ячеистой неустойчивости на плоскости коэффициент теп-

ловых потерь - число Льюиса при энергия активации 10. Показано, что

численные результаты качественно согласуются с асимптотическими [47].
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1.1.3. Ячеистое пламя

Как было показано Маркштейном искривление фронта горения мо-

жет приводить к его стабилизации. Для исследования структуры пламе-

ни, возникающей при потере устойчивости плоской волны, в работе [15]

было введено уравнение, впоследствии названное уравнением Курамото-

Сивашинского, описывающее нелинейную эволюцию искривленного фрон-

та горения. При этом предполагалось, что процесс горения проходит квази-

изобарически по одноступенчатому кинетическому механизму, тепловое

расширение и величина, обратная энергии активации, считались асимпто-

тически малыми. Решения полученного уравнения исследовались числен-

но [15,80]. Показано, что в зависимости от безразмерного параметра закри-

тичности, указывающего на степень отклонения параметров от нейтраль-

ной границы устойчивости, возможны две ситуации. Если закритичность

ниже некоторого порогового значения, то плоский фронт трансформирует-

ся в стационарную волнистую структуру с отдельными ячейками аркооб-

разной формы. Структурные особенности ячеистого фронта зависят от на-

чальных условий. В случае превышения закритичности порогового значе-

ния фронт принимает вид случайных нестационарных ячеек, которые раз-

валиваются и рекомбинируют нерегулярным образом [81]. Более детальное

обсуждение свойств решений уравнения Курамото-Сивашинского можно

найти в работах [82, 83], где показано, что динамика системы асимптоти-

чески стремиться к конечно размерной динамической системе на так на-

зываемом инерционном многообразии. В ходе детального численного ана-

лиза было установлено, что в параметрическом пространстве существуют

чередующиеся окна устойчивых решений с конечным числом ячеек и ос-

циллирующих и/или хаотических режимов. По мере увеличения парамет-

ра закритичности окна, соответствующие решениям с все возрастающим

числом ячеек, быстро сужаются.

В [84] численно исследуется ячеистые диффузионно-тепловые

неустойчивости в одноступенчатой адиабатической модели горения. Рас-

сматриваются два случая, когда энергия активации равна 10 и 20, а числа

Льюиса несколько меньше, чем пороговые значения для потери устойчиво-
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сти плоского фронта. Область интегрирования в поперечном направлении

взята так, что она вмещает одну длину волны неустойчивой моды линейной

задачи. Показано, что плоская волна горения после некоторого переходного

периода времени сходится к ячеистой волне горения, распространяющейся

стационарно с постоянной скоростью. Устойчивость волн горения по отно-

шению к ячеистым возмущениям численно исследовалась в [85], где так же

решаются двухмерные модельные уравнения в частных производных при

числах Льюиса меньших единицы. Данные показали, что несмотря на хо-

рошее качественное согласие асимптотических результатов с численными,

количественные отличия могут превышать 100% даже для сравнительно

больших чисел Зельдовича порядка десяти. При пересечении нейтральной

границы устойчивости появляются ячеистые волновые структуры, которые

были исследованы для конечных размеров области интегрирования в на-

правлении поперечном направлению распространения фронта. Установле-

но, что для достаточно больших закритичностей возникают две качествен-

но разные ситуации для узких и широких каналов. В случае узких каналов,

когда в поперечном сечении укладывается небольшое количество неустой-

чивых мод и одна из них явно доминирует, то развивается структура с

соответствующим числом ячеек, которая стационарно распространяется

без изменения своей формы. В широком канале количество неустойчивых

мод линейной задачи существенно больше и существует некоторое число

мод с приблизительно равными инкрементами экспоненциального роста во

времени. В результате, если начальные условия для возмущения плоского

фронта подобраны достаточно хорошо, то решение сходится к стационар-

ной гофрированной структуре с соответствующим числом ячеек. Иными

словами такие решения с конечным числом ячеек имеют некоторый бас-

сейн притяжения. С другой стороны, если начальное возмущение плоско-

го фронта выбрано случайным образом, то возмущается сразу несколько

конкурирующих мод, соответствующих различному числу ячеек, и вме-

сто стационарного решения возникает динамический нерегулярный режим,

при котором ячейки постоянно рождаются и аннигилируют по мере рас-

пространения волны. Исследования в этой области развиты в работе [86],

где изучено влияние радиационных тепловых потерь на ячеистые структу-
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ры. Было установлено, что при малых значениях коэффициента тепловых

потерь за границей устойчивости возникают нерегулярные нестационар-

ные ячеистые структуры аналогичные полученным в [85]. При усилении

тепловых потерь сначала происходит укрупнение ячеек, затем появление

локального затухания на некоторых гребнях гофрированной структуры,

сопровождаемое утечкой топлива, затем фронт разваливается на отдель-

ные очаги, совершающие зигзагообразные движения, наконец, при очень

больших потерях, формируются сферические очаги горения и при более

высоких коэффициентах потерь пламя затухает. Важно, что ячеистое пла-

мя существует далеко за пределом затухания плоской волны горения. По-

добные ячеистые структуры наблюдались и в экспериментах [19, 87–89].

В работах [89, 90] наряду со существованием упорядоченных стационар-

ных ячеистых пламен с количеством ячеек до нескольких десятков, так же

показан переход к нерегулярному нестационарному хаотическому режиму,

при котором ячейки эволюционируют нерегулярным образом, что детекти-

руется по спектру мощности интенсивности излучения. Впервые показано,

что спектр мощности экспоненциально затухает с частотой, что характерно

для детерминированного хаоса.

Нельзя не упомянуть о работах, в которых показано существование

коллективных динамических режимов групп ячеек пламени. В [16, 91, 92]

наблюдалось вращение как целого ячеистого пламени бунзеновской горел-

ки и пламени, свободно распространяющегося в трубе. В серии блестящих

экспериментов Гормана и соавторов [93] с пламенем пористой горелки был

продемонстрирован ряд сложных динамических режимов таких, как коль-

ца, состоящие из ячеек, вращающиеся вокруг единственной центральной

ячейки; вращающееся внутренне кольцо из пары ячеек внутри неподвиж-

ного внешнего кольца; вложенные кольца, вращающиеся в одном или в

противоположных направлениях; вращающиеся кольца с модуляцией гео-

метрических свойств на другой частоте; вращающиеся трехмерные спирали

внутри неподвижных внешних колец.
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1.1.4. Пульсирующие волны горения

Пульсирующие режимы горения экспериментально наблюдались еще

в 1950 [94] при распространении пламени в хромово-магниевых термитах.

В данной работе исследовалось влияние давления инертного газа в бом-

бе постоянного давления на скорость волн горения в различных термитах.

Было установлено, что для смеси оксида хрома и магния увеличение давле-

ния выше некоторого критического значения приводит к пульсирующему

поведению распространения пламени с чередующимися интервалами быст-

рого горения и длительными стадиями депрессии, когда пламя практиче-

ски останавливается. Отмечено, что подобные остановки распространения

пламени иногда сопровождаются его затуханием. Вместе с тем, объясне-

ние этого явления не было дано и оно рассматривалось как некоторый

необычный режим распространения пламени. Систематическое описание

пульсирующих волн горения было дано в работе [95], где эксперименталь-

но исследовалось горение нитроглицериновых порохов. Было установлено,

что пульсации имеют автоколебательную природу, т. е. определяются толь-

ко внутренними механизмами распространения пламени. В работе давле-

ние инертного газа использовалось как бифуркационный параметр и было

показано, что увеличение этого параметра может приводить к сложным

режимам осцилляций пламени с нерегулярными временными интервалами

между последовательными пиками температуры. В работе [96] по горению

твердых смесей тантала с углеродом экспериментально наблюдалось удво-

ение периода колебаний пламени. Разбавление смеси инертной добавкой

приводило к появлению пульсаций, которые наблюдались как малые почти

гармонические осцилляции скорости пламени. По мере увеличения количе-

ства инертной компоненты в смеси осцилляции приобретали релаксацион-

ный характер и при дальнейшем увеличении разбавления появлялось реше-

ние периода два. Помимо этого были продемонстрированы и более сложные

колебательные режимы. Пульсации часто наблюдаются в экспериментах по

высокотемпературному само-распространяющемуся синтезу [2, 97–99], что

было впервые показано в работе [100,101]. В [101] в частности было проде-

монстрировано, что пульсирующие режимы распространения пламени мо-
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гут приводить к ламинированной структуре продуктов синтеза, состоящих

из отдельных дисков толщиной порядка длины, которую пульсирующая

волна проходит за период колебаний. На примере горения смеси гафния и

бора, где в качестве бифуркационного параметра была взята степень раз-

ведения смеси инертной компонентной, было установлено, что с увеличени-

ем закритичности частота пульсаций и средняя скорость распространения

пламени в колебательном режиме убывают. Этот же результат был так же

продемонстрирован позднее в [96].

В отличие от этого пульсирующие волны довольно редко наблюдают-

ся в экспериментах с горючими газовыми смесями. В одной из первых работ

на эту тему [102] исследовалось распространения пламени при диссоциа-

ции богатых смесей ацетилена и инертных газов при приближении к грани-

це существования дефлаграции. Пульсирующие радиальные волны, проис-

хождение которых приписывалось исключительно диффузионно-тепловой

неустойчивости, наблюдались в близких к пределу воспламенения бедных

смесях пропана, гептана, октана с кислородом [103,104]. Помимо свободно

распространяющихся волн горения, пульсации плоского пламени, возника-

ющие в результате продольной диффузионно-тепловой неустойчивости, на-

блюдались в экспериментах с пламенем на горелках [105,106]. В работе [105]

исследовалось пламя смеси аммиака с кислородом на плоско-пламенной го-

релке и было установлено, что с уменьшением расхода кислорода возника-

ют аксиальные пульсации с частотой порядка 16 Гц, которые с дальнейшем

изменением данного параметра приводят к снижению частоты осцилляций

и затуханию. В экспериментах [106] с пористой плоско-пламенной горелкой

и богатой метан-воздушной и бедной пропан-воздушной смесями было так

же установлено появление пульсаций на частотах от 15 до 65 Гц с изменени-

ем скорости потока смеси, сопровождаемое снижением частоты колебаний

и затуханием при уменьшении расхода смеси ниже некоторых критических

значений.

В [107] продолжены исследования пламени богатых метан-воздушных

смесей вблизи предела воспламенения над плоской пористой горелкой. С

изменением параметров было обнаружено существование четырех устойчи-

вых пульсирующих режимов горения: аксиальная мода, при которой пламя
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испытывает равномерные пульсации вдоль оси горелки; радиальная мода,

характеризуемая периодическим изменением радиальных размеров пламе-

ни; спиральная мода, наблюдаемая как горячая точка, движущаяся по спи-

ральной траектории; и непланарная мода, напоминающая колебания мем-

браны. Каждая мода характеризуется определенной частотой и областью

существования в пространстве параметров. В дальнейшем [9] детально ис-

следовался морфогенез радиальных пульсирующих волн при приближении

в пространстве параметров к границе затухания пламени. Было показа-

но, что с изменением бифуркационных параметров, коэффициента избытка

топлива и расхода потока, радиальная мода испытывает сначала переход к

ангармоническому релаксационному режиму осцилляций, затем бифурка-

цию удвоения периода, которая проявляется в изменении пространствен-

ной симметрии решения и появлении в спектре мощности интенсивности

излучения субгармоник 3 Гц на половинной частоте колебаний от основной

частоты в 6 Гц. При дальнейшем увеличении закритичности осцилляции

на удвоенной частоте сменяются хаотическим пульсирующим режимом, ко-

торый детектируется по экспоненциальному спаданию спектра мощности

измеряемой интенсивности излучения пламени. На основании серии про-

веденных экспериментальных наблюдений делается общий вывод о том,

что любые периодические режимы сменяются хаотическими при прибли-

жении к границе затухания. Само затухание определяется как динамиче-

ский процесс кризиса хаотических колебаний и высказывается гипотеза,

что в основе затухания лежит переходный хаос. В нашей работе данное

предположение непосредственно доказывается в рамках рассмотренной ма-

тематической модели.

Аналитическое описание появления автоколебаний плоской волны го-

рения при потере устойчивости решения в виде бегущей волны было дано

в рамках одноступенчатых диффузионно-тепловых моделей. Впервые воз-

можность существования автоколебательных режимов горения обсужда-

лась в [108], где фронт волны горения в порохе рассматривался как поверх-

ность раздела областей прогрева и продуктов. Линейное уравнение тепло-

проводности в зоне продуктов дополнялось феноменологическими нели-

нейными зависимостями скорости и температуры пламени от градиента
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температуры на поверхности фронта и внешнего давления. Затем полу-

ченная система редуцировалась к точечной динамической системе, описы-

ваемой нелинейными обыкновенным дифференциальным уравнениям для

возмущения скорости и температуры горения пороха около значений, соот-

ветствующих решению в виде бегущей волны. Проведенный в работе каче-

ственный анализ полученной системы показал, что в ней возможно возбуж-

дение автоколебаний. В работах [109,110] рассмотрена модель распростра-

нения пульсирующей волны горения в конденсированном веществе в при-

ближении бесконечной узкой зоны реакции. Считается, что после сгорания

порции топлива в течении некоторого времени происходит его прогрев и до

тех пор пока не достигнуто условие воспламенения фронт не распространя-

ется. После воспламенения он быстро скачкообразно продвигается на опре-

деленную длину, оценка которой и составляет основной результат [109,110].

Длина пробега волны за один период колебаний фронта выражается как

функция температуры воспламенения смеси. Это позволяет установить ряд

закономерностей распространения пульсирующих волн, а именно, с ростом

энергии активации период и амплитуда колебаний скорости волны растут

в то время как средняя за период скорость распространения падает.

Численные исследования безгазового горения конденсированного топ-

лива [40] показали, что в модели с одноступенчатой кинетикой реакции

возможно существование пульсирующих режимов горения. На основании

численных данных в [40] была построена феноменологическая аппроксима-

ция нейтральной границы устойчивости и установлено, что при увеличении

параметра закритичности динамика пульсаций становится все более и бо-

лее сложной. В работе [39] проводится численное исследование безгазового

горения конденсированной смеси с различными видами кинетики реакции

аррениусовского типа, которые моделируют влияние неоднородности твер-

дотопливной среды на режимы распространения пламени. Авторами было

продемонстрировано существование бифуркации удвоения периода в дина-

мике пульсаций пламени. Было показано, что с увеличением закритичности

рождаются решения с последовательно удвоенным периодом, которые сме-

няются более сложными режимами осцилляций пламени, плохо поддавав-

шимися численному анализу. Установлено, что количество последователь-
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ных бифуркаций удвоения периода, наблюдаемых до того, как устанавли-

вается режим со сложной пространственно-временной динамикой, зависит

от принятой в модели кинетики реакции: для случаев с сильным влиянием

гетерогенности наблюдались только решения периода два, в то время как

для случая слабой неоднородности, были найдены решения с более высо-

ким периодом.

Дальнейшие успехи в исследованиях пульсирующих волн горения

связаны с использованием асимптотических методов, а именно, прибли-

жения высокой энергии активации. Основываясь на этом подходе, были

детально изучены пульсирующие волны в конденсированных средах [54] и

газообразных смесях [55] в рамках диффузионно-тепловых моделей с одно-

ступенчатым кинетических механизмом и аррениусовской температурной

зависимостью скорости реакции. Была исследована задача линейной устой-

чивости бегущих волн горения и продемонстрировано, что при пересечении

нейтральной границы устойчивости в пространстве параметров системы, в

результате бифуркации Андронова-Хопфа появляются пульсирующие вол-

ны горения. В [54, 55] методами бифуркационного анализа изучены свой-

ства пульсирующих волн и показано, что бифуркации Андронова-Хопфа

носит сверхкритический характер. Проведены расчеты, оценивающие ам-

плитуду, частоту и скорость пульсирующих волн горения вблизи точки би-

фуркации в пространстве параметром системы. Продемонстрировано, что

средняя скорость пульсирующих волн горения меньше, чем соответствую-

щая скорость неустойчивых решений в виде бегущих волн. Обзор основных

результатов в данной области можно так же найти в [49]. Несмотря на то,

что приближение высокой энергии активации оказался очень успешным

методом для анализа первичной бифуркации, приводящей к появлению

пульсирующих волн в результате потери устойчивости решений в виде бе-

гущих волн, исследование бифуркаций удвоения периода обычно может

быть проведено только методами численного анализа.

В [63] численно исследуется распространение волн горения в конден-

сированных и газообразных смесях в рамках адиабатической одноступенча-

той модели. Было продемонстрировано, что для газовых смесей при числах

Льюиса равных единице пульсирующие волны не возникают, а для твердо-
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топливной смеси были найдены решения периода один и два, а так же ре-

шения со сложной динамикой. В [70] и [68] рассматривается неадиабатиче-

ская модель распространения пламени в твердотопливной смеси. Найдены

пульсирующие волны, возникающие в результате бифуркации Андронова-

Хопфа, а так же последовательные бифуркации удвоения периода, приво-

дящие к появлению пульсирующих решений с периодами два и четыре. В

пространстве параметров найдены критические значения параметров для

этих бифуркаций [70], так же авторы обсуждают возможность существо-

вания каскада бифуркаций удвоения периода и появления хаотического

режима. Однако, с увеличением бифуркационного параметра пламя зату-

хало и вопрос о том, происходит ли затухание через рождение хаотического

режима или нет, остался открытым. Тот факт, что пульсации наблюдаются

в твердотопливных смесях и не появляются, по крайней мере в случае подо-

бия, в газовых смесях может быть объяснен на основании работ [66,67], где

показано, что пульсирующие неустойчивости и связанная с ними бифурка-

ция Андронова-Хопфа вызвана бифуркацией Богданова-Такенса. При за-

данном параметре тепловых потерь точка бифуркации Богданова-Такенса

расположена в пространстве параметров при определенном числе Льюиса

больше единицы. Следовательно, пульсации появляются только при чис-

лах Льюиса, превышающих данное критическое значение, а для меньших

значений числа Льюиса пульсации невозможны. Этот же сценарий был

продемонстрирован и для диффузионного пламени [111].

В [112] численно изучены две одноступенчатые модели адиабати-

ческого горения твердого топлива. В одной из моделей рассматривается

плавление компонент топлива, а в другой нет. В обоих случаях увеличе-

ние энергии активации приводит к пульсациям пламени из-за бифуркации

Андронова-Хопфа. Для модели без плавления с увеличением этого бифур-

кационного параметра найдена последовательность бифуркаций удвоения

периода и продемонстрировано существование решений периода два, четы-

ре и восемь. Предположено, что с дальнейшем изменением энергии актива-

ции возникает сценарий перехода к хаосу через удвоение периода. Однако

в модели с плавлением наблюдалась только бифуркация решений перио-

да два. С увеличением бифуркационного параметра решения периода один
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и два последовательно сменяют друг друга и высказано предположение о

том, что в данном случае происходит переход к хаосу через перемежае-

мость при дальнейшем увеличении закритичности.

В ряде работ [113–115] для исследования диффузионно-тепловых

неустойчивостей горения твердотопливных смесей рассматривались моде-

ли со свободной границей. В зависимости от кинетических функций, ис-

пользованных в этих моделях, было найдено два сценария потери устойчи-

вости по отношению к пульсирующим возмущениям. Решения в виде бегу-

щей волны либо теряли устойчивость в результате бифуркации Андронова-

Хопфа с последующим каскадом бифуркаций удвоения периода, приводя-

щим к хаотическому режиму распространения пламени, либо потеря устой-

чивости происходила из-за бифуркации бесконечного периода типа шиль-

никовской. В [115] были найдены как над-, так и сверхкритические бифур-

кации Андронова-Хопфа и множественные каскады удвоения периода.

Таким образом, даже в рамках одноступенчатых моделей горения в

зависимости от принятых к рассмотрению деталей зависимости скорости

реакции от температуры и концентрации реагентов динамика пульсирую-

щих одномерных решений, сценарии генерации и взаимного преобразова-

ния различных автоколебательных режимов распространения, возникаю-

щих при потере устойчивости бегущей волны горения, может существен-

ным образом отличаться.

Как это уже обсуждалось выше, развитие диффузионно-тепловых

неустойчивостей волнового типа может приводить к формированию ре-

жимов распространения волн горения с более сложной пространственно-

временной динамикой. Так в задачах с цилиндрической симметрией воз-

можно формирование спиновых мод горения, которые являются неста-

ционарными трехмерными волнами. Спиновые режимы горения харак-

теризуются движением одной или нескольких светящихся (горячих) то-

чек вдоль поверхности цилиндра по спиральным траекториям. Такие мо-

ды горения наблюдались экспериментально и исследовались аналитиче-

ски [2,56,59,99,100,116–118]. Помимо спинового горения волновые неустой-

чивости могут также приводить к появлению радиальных и стоячих волн.

Радиальные волны – это непланарное обобщение пульсирующих волн [5,59];
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эта мода включает в себя зависимость от радиальной координаты, но не

зависит от угловой координаты (аксиальная симметрия). Радиальные вол-

ны исследовались экспериментально и аналитически в целом ряде работ,

в частности [2, 5, 59, 103, 107]. Стоячая (или симметричная) мода зависит

как от радиальной, так и от угловой координаты и выглядит как движение

одной или нескольких горячих точек вдоль поверхности цилиндра по бегу-

щим осциллирующим траекториям без спирального движения. Этот режим

распространения пламени исследовался аналитически, численно и экспери-

ментально в работах [49,59,117,119]. Следует так же отметить, что в экспе-

риментах наблюдаются и другие типы периодических волновых структур

таких, как спиральные волны и целевые волны, напоминающие колебатель-

ные моды мембраны [20, 103, 107].

При распространении волн горения в смесях возможно формирование

непериодических режимов распространения пламени, таких как хаотиче-

ские и квазипериодические волны. Один из основных сценариев возникно-

вения хаоса через каскад бифуркаций удвоения периода уже описан выше

и связан с ситуацией, когда существует только единственная одномерная

неустойчивая пульсирующая мода. Обычно это достигается выбором ха-

рактерной длины поперечного сечения цилиндра достаточно малой [49,59].

В случае, если параметры системы допускают существование двух

и более неустойчивых мод в линейном спектре возмущений стационарной

плоской волны, то, как показал С. Марголис [59], появление хаоса может

быть связанно с трехмерным механизмом и происходит в результате бифур-

кации вблизи нейтральной границы устойчивости. Наличие двух или более

неустойчивых мод также приводит к появлению квазипериодических волн.

Это связанно с тем, что каждая мода в линейном спектре возмущений соот-

ветствует определенной частоте, характеризующей временные осцилляции,

связанные с этой модой. В случае, когда две (или более) моды имеют несо-

измеримые частоты, нелинейное взаимодействие между ними приводит к

формированию квазипериодического пламени, которое было исследовано

аналитически и численно в работах [49,59,119,120]. В случае, когда две (или

более) моды имеют одинаковые частоты (резонансный случай), нелиней-

ное взаимодействие между ними может привести к появлению хаотическо-
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го пламени. Более детальное описание может быть найдено в [59,121]. Как

квазипериодические, так и хаотические волны распространяются сложным

и непериодическим образом, при котором несколько горячих точек появля-

ются и исчезают или формируют более сложные структуры. Такие волны

наблюдались в экспериментах [117, 122], однако, до сих пор неясно име-

ли ли наблюдаемые режимы распространения пламени хаотическую или

квазипериодическую динамику.

§ 1.2. Устойчивость бегущих волн горения в двухступенчатых

моделях

Существует ряд систем, например, реакции с несколькими видами

топлива, с ингибиторами или катализаторами, реакции с разветвлением

цепи, пламена, протекающие с образованием нескольких зон реакции, для

которых приближение глобальной одностадийной реакции плохо примени-

мо. Следующим естественным шагом в исследовании устойчивости волн

горения является переход от одноступенчатых к более сложным моделям

с двухступенчатой кинетикой реакции. Различные виды двухступенчатых

схем описаны и классифицированы в работах [1, 5, 123] и включают три

большие группы: модели с цепными, последовательными и параллельными

реакциями. Следующие два параграфа посвящены последним двум груп-

пам моделей. Распространение волн горения в системах с цепным механиз-

мом обсуждается в соответствующих главах данной работы.

1.2.1. Модели с параллельными реакциями

Обсуждение моделей распространения волн горения в предваритель-

но перемешанной смеси с параллельным механизмом химической реакции

начнем со случая конкурирующих экзотермических реакций: A → B и

A → C. Данная система исследовалась экспериментально [124, 125], ана-

литически [123, 126–129] и численно [128]. В работах [124, 125] эксперимен-

тально наблюдалась бистабильность распространения пламени при горе-

нии Me-C-H2, где Me - это либо Ti, либо Zr. Здесь и далее под термином би-

стабильность понимается со-существование двух устойчивых бегущих волн
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горения. В этой системе реакция может идти по двум конкурирующим пу-

тям с образованием различных конечных продуктов: либо металл-карбид-

гидридов, либо металл-гидридов. Первый канал реакции характеризуется

высокой скоростью и температурой пламени, а второй низкой скоростью и

температурой волны горения. В зависимости от экспериментальных пара-

метров, давления водорода, состава смеси и т.д., существуют условия, при

которых могут быть реализованы оба режима распространения пламени.

Выбор режима определяется температурой источника воспламенения. В

работах так же было показано, что с изменением контрольных параметров

бистабильность может исчезать.

Первая работа по аналитическому исследованию волн горения в двух-

ступенчатой экзотермической модели датируется 1975 годом [126]. В ней

рассматривается диффузионно-тепловая модель распространения плоско-

го фронта пламени, которая решается методом сшивки асимптотических

разложений. Найдены скорость и температура пламени для случаев твер-

дого и газообразного топлива. Несмотря на то, что это не сформулировано в

статье в явном виде и не выявлено в последующих публикациях [1,127,128],

из аналитических расчетов [126] следует, что как скорость, так и темпе-

ратура волны горения может принимать вид многозначной ‘S’-образной

функции параметров задачи. При этом существую либо три решения, рас-

пространяющихся с различными скоростями, либо единственное решение

в зависимости от параметров.

Неоднозначность решений в виде бегущих волн в данной модели об-

суждается в работах [123, 127–129]. В [128] проводится асимптотический

анализ в приближении высокой энергии активации для твердого и газооб-

разного топлива с реакциями нулевого и первого порядка. Расчеты ясно

показывают, что возможно сосуществование трех решений в виде бегущей

волны с различными скоростями и температурами горения. В [128] так же

дается краткий обзор результатов численного счета, которые были полу-

чены авторами ранее и не были опубликованы. В частности говорится, что

режим распространения пламени, соответствующий промежуточной скоро-

сти, всегда неустойчив, в то время, как ветви решений с быстрым и медлен-

ным распространением могут быть устойчивы или теряют устойчивость по
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отношению к пульсациям. В [129] в модель включена дополнительная ста-

дия, B → C, и результирующая схема является комбинацией двухступен-

чатого последовательного и параллельного конкурирующего механизмов.

Утверждается, что подобная модель может быть использована для опи-

сания горения угля и смесей переходных металлов с бором. Исследуются

свойства волн горения и показано, что возможны режимы с многозначны-

ми решениями. В [123] рассмотрены различные модели с двухступенчаты-

ми реакциями и, в частности, исследуется модель с параллельной конку-

рирующей схемой. С помощью понятия температуры перекрытия, баланса

скоростей реакции и тепловыделения дается качественное механистическое

объяснение возможности существования двух различных типов кривых от-

клика: однозначной монотонной и ‘S’-образной с одним или тремя решени-

ями в виде бегущей волны. Асимптотический анализ в пределе высокой

энергии активации проводится таким образом, что в наиболее интересном

случае, когда скорости двух реакций сравнимы, авторы раскладывают ре-

шение в асимптотический ряд вблизи температуры перекрытия и получают

в главном порядке разложения уравнения для температуры и концентра-

ции топлива в зоне реакции. Однако, в работе данная система уравнений не

решена ни численно, ни аналитически и авторы не делают оценок скорости

и температуры для волны горения. В случае, когда одна из реакций доми-

нирует, задача редуцируется к стандартной одноступенчатой. Подобные же

выводы были сделаны в работах [1, 126–129].

Анализ линейной устойчивости решений в виде бегущей волны в моде-

ли с двухступенчатыми параллельными конкурирующими реакциями был

проведен в [130]. Рассматривался только нулевой порядок реакции в при-

ближении бесконечно узкой зоны реакции (в качестве источников в уравне-

ниях рассматривались дельта функции), что позволило получить диспер-

сионные соотношения в явном виде. Было установлено, что промежуточ-

ная ветвь неустойчива, в то время, как быстрая и медленные ветви реше-

ний либо устойчивы, либо теряют устойчивость по отношению к пульсаци-

ям, что согласуется с результатами, приведенными в [128]. В работе [131]

продолжено исследование дифузинно-тепловой устойчивости волн горения

в данной модели. Был предложен критерий, использующий температуру
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перекрытия, для качественного определения областей в пространстве па-

раметров, где возможно сосуществование трех решений в виде бегущей

волны. Этот критерий был подтвержден численными расчетами, которые

показали, что при определенных условиях зависимость скорости пламе-

ни является ‘S‘-образной функцией параметров. Быстрая ветвь решений

либо полностью устойчива, либо теряет устойчивость в результате бифур-

кации Андронова-Хопфа до того, как достигается бифуркация складки.

Промежуточная ветвь полностью неустойчива, а медленная ветвь либо

неустойчива, либо частично устойчива, что связано с существованием од-

ной или двух бифуркации Андронова-Хопфа. Было показано, что бифур-

кации Андронова-Хопфа сверхкритические и в результате них рождаются

пульсирующие решения. В работе так же установлено существование таких

явлений как бистабильность и гистерезис решений в виде бегущей волны.

Выше была рассмотрена схема, в которой обе реакции являются эк-

зотермическими. Однако, в ряде случаев конкурирующая реакция может

идти в две стадии так, что на первой происходит потребление, а на второй

стадии - выделение тепла. Так при горении нитрат аммония выделяют две

гросс реакции разложения NH4NO3, проходящие с выделением и погло-

щением тепла [132]. Таким образом возникают задачи с конкурирующи-

ми экзо-и эндотермическими реакциями. В работе [133] установлено, что в

модели с двухступенчатыми конкурирующими экзо- и эндотермическими

реакциями возможно распространение волн горения. В [134–136] было по-

казано, что в зависимости от параметров модели скорость волны горения

может быть либо однозначной, либо двухзначной ‘С’-образной функцией

параметров. Существует два режима затухания волны горения. Для случая

однозначной зависимости найдены два режима распространения с домини-

рованием экзо- или эндотермической реакции. Волны горения устойчивы,

если тепловыделение в ходе экзотермической реакции достаточно велико,

в противном случае возникают пульсации пламени. В случае двухзначной

зависимости скорости волны горения от параметров, медленная ветвь ре-

шений всегда неустойчива, а быстрая либо устойчива, либо теряет устой-

чивость в результате бифуркации Андронова-Хопфа.

Помимо рассмотренных выше двухстадийных конкурирующих реак-
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ций, возможны ситуации, когда две стадии идут независимо параллельно,

например, в случае двух разных видов топлива в бедной смеси, и связа-

ны только через баланс тепловыделения. Подобные схемы вида A → C и

B → D носят название параллельных независимых двухстадийных реак-

ций. В одной из первых работ по исследованию волн горения в подобных

системах аналитически рассмотрен адиабатический одномерный случай в

приближении бесконечно узких зон экзотермических реакций с нулевым

порядком [137]. В режиме управления найдены решения в виде бегущей

волны, а так же их скорость распространения и температура горения в

зависимости от параметров. В этом же приближении исследована устой-

чивость волн горения по отношению к одномерным возмущениям [138].

Показано, что, когда расстояние между зонами реакции становится суще-

ственно больше, чем длинна зоны прогрева, то устойчивость волны гонения

определяется условиями устойчивости одноступенчатых моделей, связан-

ных с каждой из реакций, взятых по отдельности. С уменьшением рассто-

яния между зонами реакций начинают играть роль два фактора: поток

тепла из зоны второй реакции, находящейся ближе к области продуктов,

стабилизирует первую реакцию, находящуюся впереди; с другой стороны

искажение профиля области прогрева второй реакции носит для нее деста-

билизирующий характер. В результате с уменьшением расстояния между

зонами реакций область устойчивости уменьшается по параметрам второй

и увеличивается по параметрам первой стадии. Аналитические выклад-

ки подтверждаются проведенными численными расчетами для модели с

реакциями первого порядка. Более строгое математическое рассмотрение

системы было проведено в [139], где во втором порядке малости методом

сшивки асимптотик получены явные выражения для скорости и расстоя-

ния между зонами реакций в режиме слияния. При этом энергии активации

двух стадий считались асимптотически большими, а их отношение, так же

как и отношение взвешенных скоростей реакций, нормированных на числа

Льюиса, считались в первом порядке равными единице.

В более поздних работах рассматривался случай параллельных неза-

висимых эндо-экзотермических стадий [140–142] в контексте разработки

эффективных способов тушения пламени через введение ингибитора. В
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[140] асимптотически и численно исследуются свойства волн горения в

модели с экзотермической реакцией второго порядка и эндотермической

реакцией первого порядка в случае, когда последняя обладает существен-

но меньшей энергией активации, теплотой и скоростью реакции. Показано,

что определяющими являются два параметра: отношение тепловых эффек-

тов и скоростей реакций, которые считаются асимптотически малыми. В

случае, когда эти параметры соразмерны, наблюдается затухание при ко-

нечной скорости волны горения в результате бифуркации складки т.е. ситу-

ация напоминает одноступенчатую неадиабатическую модель. Если отно-

сительное потребление ингибитора происходит существенно быстрее, чем

относительное поглощение тепла в ходе эндотермической стадии, то зату-

хания не наблюдается и волна горения является однозначной функцией

параметров. Аналогичная модель, но с экзотермической реакцией первого

порядка, рассматривается в [141], где показано, что изменение порядка ре-

акции существенно отражается на свойствах решений в виде бегущих волн.

В случае, когда эндотермическая стадия не активирована т.е. ее энергия

активации превышает энергию активации реакции, идущей с тепловыде-

лением, всегда существует единственное решение и затухание не наблюда-

ется. Если отношение энергии активации эндо- к экзотермической стадии

меньше единицы, то затухание волн горения всегда присутствует при до-

статочно больших значениях теплового эффекта ингибирующей стадии.

При этом в зависимости от значений параметров либо скорость пламени

однозначна и монотонно стремиться к нулю, либо скорость является ‘S’-

образной трехзначной функцией параметров. Устойчивость волн горения

по отношению к продольным пульсирующим возмущениям численно иссле-

дована в [142]. Показано, что в случае, когда скорость пламени является

‘S‘- образной функцией параметров быстрая и медленные ветви решений

либо полностью устойчивы, либо теряют устойчивость в результате бифур-

каций Андронова-Хопфа до того, как достигаются бифуркация складки, а

промежуточная ветвь полностью неустойчива. Установлено, что при опре-

деленных значениях параметров возможна бистабильность решений в виде

бегущей волны. Показано, что бифуркации Андронова-Хопфа сверхкрити-

ческие и в результате них рождаются пульсирующие решения.
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1.2.2. Модели с последовательными реакциями

Из всех двухстадийных моделей горения, системы с последователь-

ным механизмом реакции вида A
k1(T )−−−→ B

k2(T )−−−→ C получили наибольший

интерес. Подобные модели отражают протекающие в пламени процессы,

например, газификации исходного топлива с последующей реакцией про-

межуточных газовых продуктов, горение определенных порохов и газовых

смесей, содержащих NO2, метил нитрат, нитрогликоль, горение углеводо-

родного топлива, горение керосин-воздушной смеси т.д. [1, 143–146].

В основополагающей работе [144] численно исследуются волны горе-

ния в диффузионно-тепловой модели с двумя последовательными экзотер-

мическими реакциями первого порядка в приближении равных коэффи-

циентов диффузии реагентов и тепла. Было установлено, что существует

три режима распространения пламени: режим слияния, управления и от-

рыва, определяемые соответствующими одностадийными реакциями. Эта

терминология была предложена в работе [147] и позднее стала общеприня-

той [1, 5].

В режиме слияния первая реакция протекает гораздо медленней, чем

вторая, например, когда ее энергия активации заметно превышает энергию

активации второй стадии. В этом случае существует только одна зона реак-

ции и тепловыделения, концентрация промежуточных продуктов B мала,

поскольку они сразу расходуются в ходе второй реакции, а скорость вол-

ны горения определяется первой стадией и хорошо описывается формулой

Зельдовича-Франк-Каменецкого для одностадийной реакции ‘1’, протека-

ющей при температуре горения двухстадийного процесса.

В противоположном случае, когда энергия активации первой реакции

меньше, чем второй наблюдается режим отрыва. Вторая реакция протека-

ет гораздо медленнее первой в индукционном режиме, наблюдается две

зоны тепловыделения, разделенные температурным плато, при этом в пер-

вой стадии тепловыделение существенно выше, чем во второй. Скорость

пламени определяется скоростью одностадийной волны первой реакции,

проходящей при температуре горения, соответствующей только одной ре-

акции ‘1’.
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Если как и в режиме отрыва, первая стадия протекает быстрее вто-

рой, но ее тепловой эффект существенно ниже, то наблюдается режим

управления. В этом случае так же существуют два максимума тепловы-

деления при этом первый меньше, чем второй. Температурное плато от-

сутствует, а скорость волны определяется второй стадией и описывается

формулой Зельдовича-Франк-Каменецкого для одностадийной реакции ‘2’,

протекающей при температуре горения двухстадийного процесса. Распро-

странение волны горения определяется кинетикой второй реакции, однако,

первая реакция контролирует поток тепла из зоны второй реакции. Ана-

лиз аналитических формул для скоростей одностадийных реакций, опре-

деляющих различные режимы пламени, позволил установить основные за-

кономерности появления и перехода различных режимов при изменении

параметров системы. В частности было показано, что переход из режи-

ма отрыва в режим слияния возможен только через прохождение стадии

управления.

В работе [147] рассмотрен случай, когда исходный реагент является

твердым топливом, получены результаты качественно аналогичные [144].

Вводится основная терминология для режимов распространения пламени.

Помимо этого в [147] указывается, что если первая реакция является эндо-

термической, то возможны только режимы слияния и управления, а если

вторая реакция идет с поглощением тепла, то наблюдается только режим

слияния.

Математически строго задача рассмотрена в работах [148, 149] с ис-

пользованием метода сшивки асимптотик для случаев конденсированной

среды и газа. Во втором порядке асимптотического разложения по мало-

му параметру, отношению адиабатической температуры горения двухста-

дийной реакции к сумме температур активации, получены выражения для

скорости волны горения. Для газовой смеси эти выражения совпадают в

главном порядке с оценками [144] во всех трех режимах распространения

пламени. В пространстве параметров найдены условия существования раз-

личных типов волн горения. Режим слияния наблюдается, когда энергия

активации первой реакции больше энергии активации второй. В против-

ном случае, если отношение энергий активации первой и второй стадий
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меньше единицы, но больше отношения адиабатических температур горе-

ния первой и двухстадийной реакций, пламя распространяется в режиме

управления. Наконец, если нарушается последнее условие, то устанавлива-

ется режим отрыва. Аналогичные асимптотические результаты были по-

лучены позднее [150–152]. В [150] рассмотрен случай, когда первая стадия

обладает нулевой теплотой реакции и существуют только два режима: сли-

яния и управления. Показано, что результаты асимптотического анализа

так же согласуются с данными численного счета. В [151] акцент делается

на изучение влияния чисел Дамкелера для отдельных стадий на скорость

и режимы распространения волн горения. Анализ [151] так же переосмыс-

ливается и дополняется в [152]. Метод сшивки асимптотик использовался

в [153], где для бедных газовых смесей получены явные выражения для

скорости и расстояния между зонами реакций в промежуточном случае на

стыке режима слияния и управления. При этом энергии активации двух

стадий считались асимптотически большими, а их отношение, так же как и

отношение взвешенных скоростей реакций, нормированных на числа Лью-

иса считались в первом порядке равными единице. Скорость волн горения

в первом порядке описывалась выражением для одностадийной реакции ‘1’,

протекающей при температуре горения двухстадийного процесса и моди-

фицированным на отношение приведенных чисел Дамкелера. Расстояние

между зонами реакций было связано с максимумом концентрации проме-

жуточных продуктов и показано, что обе величины асимптотически малы

в данном приближении.

Диффузионно-тепловая устойчивость волн горения численно иссле-

довалась в [154] для случая адиабатического без газового последователь-

ного двухстадийного горения твердотопливной смеси с реакциями первого

порядка. Рассмотрены два режима, управления и слияния, для которых

на плоскости, число Зельдовича - отношение энергий активации, найдена

нейтральная граница устойчивости и установлено, что при ее пересечении

возникают пульсирующие решения. Дано качественное описания влияния

остальных параметров на границу устойчивости. В работе [155] продол-

жены асимптотические исследования устойчивости волн горения, начатые

в [153] с использованием тех же приближений. Задача рассматривается с
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учетом теплового расширения газа и чисел Льюиса для реагентов асимп-

тотически близких к единице. Получено условие потери устойчивости пла-

мени, которое совпадает с выражением для одноступенчатой модели для

первой реакции. Методами бифуркационного анализа исследовано пове-

дение пульсирующих решений, возникающих при потере устойчивости бе-

гущих волн горения. В частности установлено, что пульсирующие волны

распространяются в среднем медленнее, чем бегущие волны горения, а рас-

стояние между зонами реакции в среднем становится больше. Асимптоти-

ческий анализ устойчивости [153] волн горения в режиме слияния был про-

должен в [156] для случая диффузионно-тепловой модели и непланарных

возмущений при произвольных значениях теплоты реакций и числел Лью-

иса. В [157] рассмотрение распространено на случай режима управления,

были установлены структура, скорость и удаление зон реакции, как функ-

ции параметров: чисел Льюиса и отношения скоростей реакций. Получено

дисперсионное соотношение, которое в пределе, когда расстояние между

зонами реакций стремиться к нулю переходит в выражение [156], получен-

ное для режима слияния. Анализ дисперсионного соотношения позволил

установить границы устойчивости и характер возникающих неустойчиво-

стей ячеистого, волнового и пульсирующего типа. Показано, что в режиме

слияния устойчивость определяется близостью числа Льюиса для исходно-

го реагента к единице, а в случае управления для устойчивости решений в

виде бегущей волны оба числа Льюиса должны быть близки к единице.

Структура, скорость и устойчивость волн горения в режиме слия-

ния исследуется в [158] в твердых смесях с акцентом на моделирование са-

мораспространяющегося высокотемпературного синтеза с учетом процесса

плавления реагентов при определенной температуре, близкой к адиабати-

чекой температуре горения системы. Плавление приводит с одной стороны

к ускорению реакции в жидкой фазе, а с другой к отводу тепла за счет

процессов плавления. Эти эффекты имеют противоположное влияние на

скорость волны горения, однако в целом плавление приводит к увеличе-

нию скорости пламени. С увеличением энергии активации реакций волны

горения теряют устойчивость в результате бифуркации Андронова-Хопфа.

Показано, что критическое значение энерги активации в зависимости от
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температуры плавления реагентов может иметь локальный минимум, что

не наблюдается в рамках одноступенчатой модели с плавлением реагентов.

Модели с одной эндотермической, а другой экзотермической стадией

рассматривались в [159–162] с использованием метода сшивки асимптотик

и численных расчетов. Показано, что в случае, когда первая стадия являет-

ся эндотермической, то существуют только режимы слияния и управления.

Профиль температуры является монотонной функцией координаты в со-

путствующей системе отсчета. Зависимость структуры и скорости пламени

от параметров качественно согласуется со случаем экзотермических после-

довательных реакций. В противоположном случае, когда вторая реакция

идет с поглощением тепла, возможны режимы слияния и отрыва. Первый

наблюдается, если характерное время экзотермической стадии существенно

больше, чем время эндотермической стадии. Профиль температуры имеет

вид монотонной зависимости от координаты в сопутствующей волне систе-

ме отсчета, максимум и минимум тепловыделения локализованы в одной

зоне реакции, при достаточно большом значении теплового эффекта эндо-

термической реакции волны горения затухают. Второй режим наблюдает-

ся в противоположном случае, когда характерное время экзотермической

стадии существенно меньше времени эндотермической реакции, а тепло-

вые эффекты реакций сбалансированы в сторону тепловыделения. В этом

случае, профиль температуры принимает импульсный вид с единственным

локальным максимумом, зоны эндо- и экзотермических реакций разнесе-

ны в пространстве. С уменьшением отношения теплоты первой реакции ко

второй наблюдается переход от режима отрыва к режиму слияния, если

при этом отношение характерных времен реакций смещено сильно в сто-

рону второй стадии, то возможно появление трех решений в виде бегущей

волны т.е. ‘S’-образной зависимости скорости пламени от параметров си-

стемы.

Линейная устойчивость для случая, когда вторая стадия является

эндотермической, исследуется в [163] численно и аналитически. Считается,

что числа Льюиса для топлива и промежуточного продукта первой реак-

ции равны либо единице, либо нулю. В первом случае возможно возникно-

вение монотонной неустойчивости для промежуточной ветви при наличии
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трехзначных решений в виде бегущей волны, что делает распространений

пламени с промежуточной скоростью абсолютно неустойчивым. Во втором

случае для средней ветви решений наблюдается та же картина, а крайние

ветви решений теряют устойчивость колебательным образом.
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Глава 2

Модель Зельдовича-Баренблатта с линейной реакцией

рекомбинации

§ 2.1. Введение

Модели распространения волн горения в смесях с цепным механизмом

реакции особенно интересны потому, что горение углеводородного топли-

ва в воздухе проходит по цепному кинетическому механизму. Как правило

при горении углеводородов в результате реакции разветвления цепи про-

изводится некоторый бассейн радикалов, которые рекомбинируют с выде-

лением тепла и образованием продуктов [1]. В наиболее простом случае

модель с цепным кинетическим механизмом включает как минимум две

реакции. Одной из наиболее известных моделей такого типа является мо-

дель Зельдовича-Линяна, которая была предложена в 1948 Я.Б. Зельдо-

вичем [164] и позднее была рассмотрена А. Линяном в 1971 в приближе-

нии высокой энергии активации [165]. Модель включает реакцию разветв-

ления цепи A + B → 2B, и реакцию обрыва цепи (или рекомбинации)

B+B+M → 2P +M , где A – это топливо, B – радикалы, P – продукты, а

M – это третье тело. Похожая модель, включающая реакцию инициации,

была рассмотрена в [166]. Более подробно данная модель рассматривается

в следующей главе.

Несмотря на то, что модель Зельдовича-Линяна была предложена

более чем полувека назад, устойчивость волн горения в ней не исследова-

лась до сих пор и является объектом нашего рассмотрения в главе 3. По-

видимому, это связано со сложностями в исследовании устойчивости волн

горения в приближении высокой энергии активации для данной конкрет-

ной модели, которые существенно возрастают с увеличением числа реак-

ций в кинетической схеме по сравнению с моделями с одноступенчатой ки-

нетическим механизмом. Еще одной отличительной особенностью модели
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Зельдовича-Линяна является нелинейная зависимость реакционных чле-

нов от концентрации реагентов, что обычно обходится в одноступенчатой

формулировке задачи.

Для того, чтобы исследовать устойчивость пламени с цепным меха-

низмом реакции, Д.В. Долдом недавно было предложено [167] обратиться

к упрощенной версии модели Зельдовича-Линяна, которая была введена в

1959 Я.Б. Зельдовичем и Г.И. Баренблаттом [30]. В этой модели, которую

для определенности будем называть моделью Зельдовича-Баренблатта, по-

рядок реакции рекомбинации был понижен на единицу так, что результиру-

ющая кинетическая схема записывается как A+B → 2B, B+M → P +M .

Понижение порядка реакции разрыва цепи приводит к тому, что зависи-

мость реакционных членов от концентрации радикалов в уравнениях стано-

вится линейной, что позволяет исследовать задачу с использованием при-

ближения высокой энергии активации. Таким образом найдена скорость

волны горения [168, 169] и показано, что в неадиабатическом случае она

является С-образной двузначной функцией параметров. В адиабатическом

случае, выражение для скорости, выведенное в [169], предполагает одно-

значность скорости пламени. При числах Льюиса для топлива меньших

единицы анализ в [169] предсказывает, что волны горения могут терять

устойчивость из-за появления ячеистой неустойчивости. В работе [170] мо-

дель расширена и включает в себя гидродинамические эффекты, вызван-

ные тепловым расширением. В более поздней работе [171] авторы иссле-

дуют появление и динамику ячеистого пламени на основе данного подхо-

да. Модельные уравнения типа реакция-диффузия, на которых основыва-

ется анализ в [167–169], дополняются квази-изобарическими уравнениями

Навье-Стокса для газовой динамики. В приближения высокой энергии ак-

тивации показано, что пламя всегда неустойчиво по отношению к гидро-

динамическим модам с большими длинами волн в направлении, попереч-

ном направлению распространения волны горения. При числах Льюиса

для топлива меньше единицы диапазон длин волн неустойчивых возму-

щений возрастает из-за появления диффузионно-тепловой неустойчивости,

накладывающийся на гидродинамическую. При числах Льюиса для топли-

ва больших единицы есть область параметров, где существует только гид-
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родинамическая неустойчивость с малыми волновыми числами, а для до-

статочно больших чисел Льюиса появляется пульсирующая диффузионно-

тепловая неустойчивость.

В нашей работе [172] исследуются свойства модели Зельдовича-

Баренблатта [167] в адиабатическом случае в пределе равных коэффици-

ентов диффузии топлива, радикалов и тепла. В отличие от [169] энергия

активации берется порядка O(1) (не асимптотически бесконечно большая).

Как указывается в [173] это разумное допущение для пламени, например,

для горения кислород-водородной смеси. В [172] показано, что скорость

пламени как функция параметров является однозначной, и за фронтом го-

рения остается не сгоревшее в ходе реакции топливо. При некоторых зна-

чениях параметров волна горения затухает. Это происходит при падении

скорости распространения пламени до нуля. Сценарий затухания волны го-

рения детально исследуется в [174], где продемонстрировано, что скорость

пламени как функция энергии активации стремиться к нулю по линейно-

му закону. В случае равных коэффициентов диффузии пламя устойчиво в

широком диапазоне изменения параметров, что согласуется с результатами

в [169]. В работах [175,176] приближение равных коэффициентов диффузии

отброшено и модель Зельдовича-Баренблатта рассматривается в одномер-

ном адаиабатическом случае. Показано, что число Льюиса для топлива

имеет существенное влияние на свойства и устойчивость волн горения в

то время, как вариация числа Льюиса для радикалов сказывается только

количественно (но не качественно) на поведении автомодельного решения.

Установлено, что для чисел Льюиса для топлива меньше единицы скорость

распространения пламени является монотонно убывающей функцией без-

размерной энергии активации. Волна горения распространяется устойчиво

и затухает при конечных значениях энергии активации при стремлении

скорости волны к нулю. Для чисел Льюиса для топлива больших единицы

скорость автомодельного решения является двухзначной функцией. Похо-

жие результаты были получены в более поздней работе [177]. Показано,

что медленная ветка решений всегда неустойчива, а быстрая ветка ли-

бо устойчива, либо теряет устойчивость по отношению к пульсирующим

модам возмущения в результате бифуркации Андронова-Хопфа. Недавно
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похожая модель была рассмотрена в [178] в адиабатическом пределе и пуль-

сирующие неустойчивости не были найдены для чисел Льюиса для топлива

больше единицы. Данный результат связан с особенностями параметриза-

ции, использованной в работе [178].

В [176] детально изучены механизмы возникновения пульсирующих

неустойчивостей в модели Зельдовича-Баренблатта. В пространстве пара-

метров установлены: граница нейтральной устойчивости автомодельного

решения и типы бифуркаций, приводящих к потере устойчивости. В част-

ности показано, что при стремлении числа Льюиса для топлива к единице

частота Хопфа стремиться к нулю, а граница нейтральной устойчивости в

пространстве параметров пересекается с критическими значениями пара-

метров седло-узловой бифуркации, связанной с затуханием автомодельного

решения. Данная точка в пространстве параметров соответствует бифурка-

ции ко-размерности два – бифуркации Богданова-Такенса, которая таким

образом отвечает за появление пульсирующих неустойчивостей. Свойства

бифуркации Андронова-Хопфа детально исследованы. Показано, что при

пересечении нейтральной границы устойчивости в пространстве парамет-

ров бифуркация Хопфа приводит к мягкому возбуждению осциллирующих

решений, представляющих собой периодически изменяющиеся во време-

ни бегущие волны. Установлено, что увеличение параметра закритичности

приводит к появлению каскада Фейгенбаума бифуркаций удвоения перио-

да.

В [179] анализ обобщен на двухмерный неадиабатический случай.

Продемонстрировано, что скорость пламени является двухзначной С-

образной функцией параметров в не зависимости от чисел Льюиса т.е. для

фиксированного набора параметров существуют либо два решения, быст-

рое и медленное, либо решений в виде бегущей волны не существует. Зату-

хание наблюдается при конечном значении скорости. Установлено, что мед-

ленная ветвь решений всегда неустойчива. При числах Льюиса для топлива

больше единицы быстрая ветвь либо устойчива, либо теряет устойчивость

по отношению к волновым или равномерным возмущениям. Переключе-

ние между двумя типами неустойчивости происходит в точке бифуркации

ко-размерности два. В [179, 180] исследовались сложные режимы распро-
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странения пламени такие, как пульсирующие, хаотические, и стоячие вол-

ны. Установлено, что эти типы решений появляются в результате потери

устойчивости бегущей волны горения по отношению к пульсирующим воз-

мущениям.

Модель Зельдовича-Баренблатта использовалась и в целом ряде дру-

гих работ для исследования сферического пламени [167,181], задач воспла-

менения [182, 183] и горения аэрозолей [184].

§ 2.2. Формулировка модели Зельдовича-Баренблатта. Модель-

ные уравнения

Мы рассматриваем диффузионно-тепловую модель распространения

пламени в предварительно перемешанной смеси в среде бесконечной вдоль

направления распространения пламени, которая включает две ступени:

разветвление цепи A+ B → 2B и рекомбинацию B +M → C +M , где A

- это топливо, B - радикалы, C - продукты, а M - это третье тело, любые

молекулы, необходимые для инициации реакции обрыва цепи, но не участ-

вующие в ней т.е. остающиеся инертными по отношению к данной элемен-

тарной реакции. В этой модели различные радикалы рассматриваются как

бассейн однотипных химических радикалов и представляются единствен-

ным промежуточным соединением B. Более подробно данное предположе-

ние обсуждается в работах Д.В.Долда [167–169]. Считается, что все тепло,

выделяемое реакцией, производится в ходе стадии рекомбинации, скорость

которой не зависит от температуры. В то же время на стадии разветв-

ления цепи не производится и не поглощается тепло, однако, она имеет

определенный порог (энергию) активации. Как отмечено в [1] в данной

модели стадия рекомбинации служит как ингибитором, который обрывает

разветвление цепи, так и активатором, который производит тепло. Подоб-

ные предположения часто принимаются для различных реакций, идущих

по цепному механизму [1,169], таких, как горение углеводородов, водорода

и т.д.

Следуя работам [30,167], модельные уравнения, описывающие данный
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процесс, могут быть записаны как

ρcp
∂T

∂t
= k∇2T + ρQArYB −H(T ),

∂YA
∂t

= DA∇2YA − ABYAYBe
−E/RT ,

∂YB
∂t

= DB∇2YB +ABYAYBe
−E/RT −ArYBρ/M,

(2.1)

где T - это температура; YA и YB представляют концентрации топлива и

радикалов соответственно; ρ - это плотность смеси; cp - это удельная теп-

лоёмкость при постоянном давлении; M - средний молекулярный вес; DA и

DB представляют коэффициенты диффузии топлива и радикалов в смесь,

соответственно; Ar и AB константы реакций рекомбинации и разветвле-

ния цепи, соответственно; Q - это теплота реакции рекомбинации; E - это

энергия активации реакции разветвления цепи; R - универсальная газовая

постоянная. Функция H(T ) описывает тепловые потери из единицы объ-

ема. В адиабатическом приближении H(T ) стремиться к нулю. В случае

ограниченного по сечению объема (например, трубы) и остывания за счет

теплоотвода к стенкам H = K(T − Ta), где K - это постоянный коэф-

фициент, связанный с теплоотдачей, Ta - температура окружающей сре-

ды (стенок трубы) [185,186]. Для радиационных потерь зависимость носит

квартичный характер, H(T ) = L(T 4−T 4
a ), где постоянная L в случае опти-

чески тонкой среды пропорциональна произведению постоянной Стефана-

Больцмана на коэффициент поглощения [185]. В дальнейшем мы будем

рассматривать только кондуктивные потери. Подобное описание объемных

тепловых потерь является феноменологическим и обсуждается в целом ря-

де работ [32, 47, 185–187]. В [47] отмечено, что сценарий затухания волны

горения качественно не зависит от точного закона зависимости объемных

тепловых потерь от температуры. Численные исследования [187] показы-

вают, что в случае относительно небольшого коэффициента теплоотдачи

на границе топливо-внешняя среда и/или достаточно большого размера

горючей смеси в поперечном направлении описание линейной зависимости

объемных тепловых потерь от температуры применимо.

Далее мы вводим безразмерные переменные – время, координаты,
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температуру, концентрацию топлива и радикалов:

t′ =
ρQABR

cpME
t, r′ =

√
ρ2QABR

kME
r, u =

RT

E
, v =

YAM

ρ
,

w =
YBM

ρ
,

(2.2)

и переписываем (2.1) в безразмерном виде

ut = ∇2u+ rw − h(u− ua),

vt = L−1
A ∇2v − βvwe−1/u,

wt = L−1
B ∇2w + βvwe−1/u − rβw.

(2.3)

В уравнениях мы отбросили штрихи над новыми переменными и опре-

делили следующие безразмерные параметры

β =
cpE

QR
, r =

Ar

AB
, LA,B =

ρcpDA,B

k
, h =

KME

ρ2QABR
, (2.4)

где β - это энергия активации; r - отношение характерных времен реакций

разветвления и рекомбинации; LA и LB - это числа Льюиса для топли-

ва и радикалов, соответственно; h - безразмерный коэффициент тепловых

потерь; ua - безразмерная внешняя температура. Определение энергии ак-

тивации, числа Льюиса для топлива и коэффициента тепловых потерь со-

ответствует одноступенчатой модели [67] в то время, как параметры r, LB

не могут быть воспроизведены в рамках одноступенчатой формулировки.

Уравнения (2.3) рассматриваются с граничными условиями, соответ-

ствующими волне горения, распространяющейся вдоль оси X в положи-

тельном направлении,

u = ua, v = 1, w = 0 при x→ ∞,

ux = 0, vx = 0, w = 0 при x→ −∞.
(2.5)

На правой холодной границе температура равна окружающей, u = ua, топ-

ливо и радикалы еще не начали реагировать и соответствующие концен-

трации имеют максимальное и нулевое значение, v = 1 и w = 0. В отли-

чие от одноступенчатой модели ‘проблема холодной границы’ [27, 81, 185],
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как показано в [169], не существует для модели Зельдовича-Баренблатта

и температура окружающей среды может принимать любые значения, до

тех пор пока реакция разветвления цепи не активирована. Формально это

означает, что реакционный член в правой части уравнения для радикалов

в (2.3) отрицателен или, r > e−1/ua, т.е. температура должна быть ниже

ui ≡ −1/ ln(r) - температуры, при которой свежая смесь становится само-

воспламеняющейся. На левой границе (x → −∞) мы требуем отсутствие

протекания реакций так, что решение достигает стационарного состояния

(2.3). Производные u, v берутся равными нулю так же, как и концентра-

ция радикалов, w = 0 при x → −∞. Температура достигает постоянного

значения, которое определяется по разному для адиабатического (h = 0)

и неадиабатического случая (h > 0). Следует отметить, что подобные гра-

ничные условия отличаются от рассмотренных в [30], где считается, что

в зоне продуктов может оставаться некоторое количество радикалов. Как

следует из системы уравнений (2.3), подобное допущение означало бы, что

реакции не останавливаются за фронтом пламени и следовательно конеч-

ное состояние смеси не является стационарным и равновесным.

§ 2.3. Решение в виде бегущей волны

В этом параграфе исследуются свойства бегущих плоских волн го-

рения. Решение краевой задачи (2.3, 2.5) ищется в виде u(r, t) = u(ξ),

v(r, t) = v(ξ), и w(r, t) = w(ξ), где мы ввели координату, ξ = x − ct, в си-

стеме отсчета, движущейся с волной со скоростью c. Подставляя решение

в данной форме в модельные уравнения (2.3), получаем

uξξ + cuξ + rw − h(u− ua) = 0,

L−1
A vξξ + cvξ − βvwe−1/u = 0,

L−1
B wξξ + cwξ + βvwe−1/u − rβw = 0.

(2.6)

В адиабатическом случае (h = 0) граничные условия (2.5) могут быть

модифицированы. Для этого мы умножим первое уравнение в (2.6) на β,

добавим его к второму и третьему уравнениям системы (2.6) и проинтегри-
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руем по ξ от −∞ до +∞. Это дает условие limξ→−∞ S = limξ→+∞ S, где

S = βu + v + w. Комбинируя его с (2.5) и вводя параметр σ = limξ→−∞ v,

получим следующее выражение для адиабатической температуры горения

ub ≡ limξ→−∞ u(ξ) = ua+β
−1(1−σ). Для неадиабатического случая (h > 0)

мы требуем, чтобы температура за волной горения асимптотически при-

ближалась к температуре окружающей среды. Объединяя эти выражения,

граничные условия могут быть записаны в виде

u = ua, v = 1, w = 0 при ξ → ∞,

u =

{
ua для h > 0,

ua + β−1(1− σ) для h = 0
, v = σ, w = 0 при ξ → −∞,

(2.7)

где σ обозначает концентрацию топлива, оставшегося за волной и не израс-

ходованного в ходе реакции. Значение этого параметра заранее неизвестно

и должно быть найдено вместе с решением (2.3).

§ 2.4. Бегущие волны в случае чисел Льюиса равных единице в

адиабатическом приближении

В данном параграфе мы рассмотрим распространение волн горения в

модели Зельдовича-Баренблатта в адиабатическом одномерном приближе-

нии в случае, когда коэффициенты диффузии радикалов и топлива равны

коэффициенту температуропроводности, иными словами, числа Льюиса,

LA,B равны единице [30]. Для простоты мы так же положим температуру

окружающей среды равной нулю, ua = 0. Принятые предположения суще-

ственно упрощают анализ системы и в то же время позволяют исследовать

общие свойства краевой задачи (2.6,2.7).

В случае LA = LB = 1 система уравнений (2.6) имеет интеграл

S = βu + v + w [30]. Используя S и первое граничное условие в (2.7),

уравнения (2.6) могут быть сведены к системе двух обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений второго порядка для температуры и концентрации
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топлива
uξξ + cuξ + r(1− βu− v) = 0,

vξξ + cvξ − βv(1− βu− v)e−1/u = 0,
(2.8)

где w = 1 − βu− v. На правой границе мы требуем, чтобы u = 0 и v = 1,

а на левой границе (ξ → −∞) мы преобразуем граничные условия к виду

u = β−1(1− σ), v = σ. (2.9)

На первый взгляд система уравнений (2.8) похожа на уравнения, описыва-

ющие одноступенчатую адиабатическую модель, рассмотренную в [30, 63].

Однако, в отличие от одноступенчатой модели, система (2.8) не имеет еще

одного интеграла (энтальпии [30]), который позволяет дальнейшие упроще-

ния. Более того, граничные условия (2.9) допускают наличие утечки топ-

лива из зоны реакции, что не возможно в случае адиабатической модели с

одноступенчатой реакцией.

2.4.1. Условия существования решения

Основные свойства решений системы (2.8) могут быть найдены из

анализа устойчивости точек покоя при ξ → ±∞. На правой границе,

ξ → ∞, координаты точки покоя (или асимптотические значения u и

v) задаются как u = 0 и v = 1. Мы будем называть эту стационарную

точку конечной точкой траектории системы (2.8) в фазовом пространстве.

Линеаризация уравнений (2.8) около этих значений указывает на то, что

конечная точка является село-узловой для всех физических значений па-

раметров, что соответствует собственным значениям µ1 = 0, µ2 = −c,
µ3,4 = (−c±

√
c2 + 4rβ)/2.

На противоположной границе, ξ → −∞, точка покоя, которую мы бу-

дем называть начальной точкой, имеет координаты (2.9), т.е. любая точка,

лежащая на прямой v = 1 − βu на плоскости (u, v), может быть стаци-

онарной точкой. Другими словами, асимптотические значения температу-

ры, u, и концентрации топлива, v, принадлежат этой прямой на плоско-

сти (u, v) при ξ → −∞. Линеаризация системы (2.8) около этих значе-

ний (2.9) показывает, что начальная точка является либо седло-узловой,
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либо устойчивым узлом в зависимости от параметров. Собственные зна-

чения линеаризованной задачи могут быть записаны в этом случае, как

µ1 = 0, µ2 = −c, µ3,4 = (−c±
√
c2 + 4β(r − σe−β/(1−σ)))/2. Начальная точ-

ка – это седло-узловая точка при r > σe−β/(1−σ) и устойчивый узел при

r < σe−β/(1−σ). В последнем случае в фазовом пространстве невозможно

соединить начальную точку с конечной точкой фазовой траекторией и не

существует физических решений, экспоненциально сходящихся к асимпто-

тическим значениям (2.9). Условие

r = σ exp
−β
1− σ

(2.10)

определяет поверхность в пространстве параметров (r, β, σ), которая пред-

ставляет собой границу между областями, где решение существует и не

существует. Если какая либо ветвь решений пересекает в пространстве па-

раметров эту поверхность, то решение затухает. Следовательно, мы можем

считать уравнение (2.10) условием затухания. На наличие подобного усло-

вия указано так же в [30]. На рис. 2.1 показана граница между областью

параметров, где решение в виде бегущей волны существует (над поверхно-

стью) и не существует (под поверхностью). Физический смысл этого усло-

вия может трактоваться следующим образом. Если мы вернемся к уравне-

нию (2.3) и отбросим диффузионные члены, то за волной горения должно

быть устойчивое состояние, определяемое (2.9) и w = 0. Концентрация

радикалов не должна нарастать, если возникает некоторое малое возмуще-

ние распределения радикалов. Другими словами, производство радикалов

должно подавляться их потреблением, которые определяются вторым и

третьим членами в правой части последнего уравнения системы (2.3). Как

видно из (2.3), данное условие удовлетворено, если r > σ exp
−β
1− σ

и пра-

вая часть последнего уравнения в системе (2.3) не положительна.

Рассмотрим несколько сечений (2.10) плоскостями r = const, посколь-

ку далее мы будем исследовать свойства решений (2.8) при фиксированных

значениях r. Как видно на рис. 2.1 зависимость β от σ имеет единственный

максимум, βm, при фиксированном значении r. Обозначим значение оста-

точного количества топлива, соответствующее максимуму β(σ), как σm, т.е.

βm = β(σm). Это значение является решением уравнения ∂βe/∂σ = 0, кото-
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Рис. 2.1 . Условие затухания (2.10), построенное как поверхность в пространстве пара-
метров (r, β, σ).

Рис. 2.2 . Зависимость βm от r.
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рое может быть записано с помощью (2.10), как (1−σm)/σm− lnσm/r = 0.

Решение данного уравнения позволяет найти зависимость βm от r, кото-

рая построена на рис. 2.2. Интересно сравнить данную кривую с условием

затухания, полученным в [168], которое может быть выражено в наших пе-

ременных как β ∼ − ln r. Эта зависимость показана на рис. 2.2 пунктирной

кривой. В соответствии с [168] решение в виде бегущей волны существует

для значений параметров, находящихся под пунктирной кривой. Следова-

тельно, волны горения могут существовать для любых значений энергии

активации при условии, что параметр рекомбинации, r, меньше, чем неко-

торое число порядка O(e−β) (см. так же [30]).

2.4.2. Решение в виде бегущей волны

Решение краевой задачи (2.6, 2.7) ищется численно с помощью мето-

дов стрельбы и релаксации. Типичные профили температуры и топлива,

u(ξ) и v(ξ), показаны на рис. 2.3 и 2.4 для r = 10−3, β = 1.0 и β = 4.0, соот-

ветственно. На обоих рисунках температура шкалирована на энергию акти-

вации для того, чтобы области изменения построенных зависимостей были

сравнимы. На рис. 2.3 безразмерная энергия активации, β, существенно

меньше значения, β ≈ 4.26, соответствующего затуханию при r = 10−3. В

этом случае концентрация радикалов, которая показана точечной кривой,

может достигать значений порядка O(1). Параметр σ становится пренебре-

жимо малым и утечка топлива не наблюдается на рисунке. Характерная

длина, на которой концентрация топлива существенно изменяется, соот-

ветствует масштабу длины зоны реакции распада топлива. Эта область

в несколько раз тоньше, чем ширина профиля концентрации радикалов.

Структура пламени состоит из тонкой и быстрой зоны реакции разветвле-

ния и широкой и медленной зоны реакции рекомбинации. Следовательно,

для значений параметров, находящихся в стороне от предела воспламене-

ния структура волны горения соответствует медленному или промежуточ-

ному режиму рекомбинации.

По мере приближения к пределу затухания структура пламени ме-

няется. На рис. 2.4 профили температуры, концентрации топлива и ради-

калов показаны для β = 4.0, что близко к β ≈ 4.26, соответствующему
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Рис. 2.3 . Решение в виде бегущей волны, профили βu(ξ), v(ξ) и w(ξ) для β = 1.0 и r = 10−3.
Сплошная линия показывает температуру, пунктирная линия соответствует концентра-
ции топлива, а концентрация радикалов построена точечной кривой.

предельному значению для затухания волны горения при r = 10−3. По

сравнению со случаем, показанным на рис. 2.3, максимальное значение

w(ξ) падает почти на два порядка. В связи с этим концентрация радика-

лов умножена на 10 на рис. 2.4 для того, чтобы сделать профиль w(ξ)

сравнимым с изменением температуры и концентрации радикалов. Оста-

точное количество топлива, σ, становится существенным, указывая на то,

что превращение топлива в продукты происходит не полным образом и

появляется утечка топлива. Зона реакции распада топлива имеет ту же

ширину, что и зона рекомбинации. Это означает, что по мере приближения

к пределу воспламенения структура пламени соответствует режиму похо-

жему на режим быстрой рекомбинации в модели Зельдовича-Линяна [165].

На рис. refprof2 u(ξ) и v(ξ) не достигают предельных значений на правой

границе при ξ = 400. Это связано с тем, что в иллюстративных целях ре-

шение строится на конечном интервале (так чтобы рисунки 2.3 и 2.4 были

сравнимы). В расчетах решения находятся на более широких интервалах

так, чтобы граничные условия удовлетворялись с хорошей точностью.

Следует отметить, что характерное значение температуры активации

для реакции разветвления в углеводородном или водородном пламени мо-

жет быть оценена примерно как 8500 К. Типичные температуры горения
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Рис. 2.4 . Решение в виде бегущей волны, профили βu(ξ), v(ξ) и w(ξ) для β = 4.0 и r = 10−3.
Сплошная линия показывает температуру, пунктирная линия соответствует концентра-
ции топлива, а концентрация радикалов построена точечной кривой.

варьируются от 1500 до 2300 К. В соответствии с этими предположениями

характерная величина безразмерной энергии активации варьируется от 3.7

до 5.7. Если брать в расчет оценки, сделанные в предыдущем пункте, ха-

рактерные значения r могут быть оценены сверху как величины порядка

e−β, что составляет примерно 0.003− 0.025 для β ∈ [3.7, 5.7]. Эти оценки

подтверждают правильность выбора величин безразмерных параметров и

согласуются с [169, 173].

Свойства решений в виде бегущей волны обобщены на рис. 2.5 и 2.6,

где скорость пламени, c, и остаточное количество топлива, σ, показаны как

функции β для нескольких значений r. На первый взгляд, зависимость c

от β на рис. 2.5 напоминает поведение скорости фронта горения в моде-

ли с одноступенчатой реакцией, которая рассматривается в [66]. А именно,

c имеет один максимум для некоторого значения β и монотонно убывает

(возрастает) по мере увеличения (уменьшения) β от значения, соответству-

ющего максимуму скорости. Однако, более детальное рассмотрение пока-

зывает, что есть существенное отличие между расчетами с одно- и двухсту-

пенчатыми моделями. В частности, в модели с одноступенчатой кинетикой

скорость волны горения существует для любых значений β и экспонен-

циально уменьшается с ростом β. В модели с двухступенчатым цепным
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Рис. 2.5 . Скорость волны горения как функция β для различных значений r.

Рис. 2.6 . Зависимость σ от β для различных значений r.
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Рис. 2.7 . Скорость волны горения как функция r для β = 0.5.

механизмом реакции, рассматриваемым здесь, увеличение β для фиксиро-

ванного r до некоторого критического значения βc приводит к быстрому

уменьшению скорости и затуханию решения при β > βc. Более того, есть

некоторое остаточное количество топлива, не сгоревшего в ходе реакции в

случае модели Зельдовича-Баренблатта, что принципиально не возможно в

одноступенчатой адиабатической модели, для которой σ = 0. Свойства мо-

дели Зельдовича-Баренблатта до некоторой степени сходны со свойствами

одноступенчатой неадиабатической модели [67]. Это отчасти может быть

объяснено тем, что реакция рекомбинации, которая является ингибитором

реакции разветвления, играет роль сходную с теплопотерей в окружающую

среду в одноступенчатой модели. В обоих случаях существует не равное ну-

лю остаточное количество топлива и решение испытывает затухание при

приближении энергии активации к некоторому критическому значению, βc.

Вместе с тем, сценарий затухания в этих моделях разный. В случае одно-

ступенчатой неадиабатической модели для заданных значений параметров

существует либо два решения с различными скоростями, либо решений

нет [32, 188]. Затухание происходит, когда две ветви решений совпадают,

что так же называется бифуркацией складки. Для двухступенчатой моде-

ли, рассматриваемой в данной главе, затухание наступает, когда скорость

волны горения достигает нуля при конечном значении энергии активации.
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Рис. 2.8 . Зависимость σ от β для бегущей волны горения при r = 0.01. Толстая сплошная
линия показывает численное решение. Точечная кривая представляет кривую затухания или
изолинию поверхности (2.10) для r = 0.01. Пунктирная линия указывает на значение σm,
при котором кривая затухания достигает максимального значения β.

На рис. 2.7 построена зависимость скорости волны горения от пара-

метра r при β = 0.5. Качественно поведение функции c(r) описано в [1].

При r → 0 реакция разветвления не идет, поэтому нет выделения тепла и

скорость волны горения стремиться к нулю. При малых, но конечных зна-

чениях r реакция рекомбинации играет роль ускорителя реакции разветв-

ления и скорость пламени начинает расти с увеличением параметра r. При

больших значениях r реакция рекомбинации начинает работать ингибито-

ром, уводя химически активные радикалы из зоны реакции, что приводит

к уменьшению скорости.

2.4.3. Сценарий затухания

Очевидно, что сценарий затухания отличает модель Зельдовича-

Баренблатта от одноступенчатых моделей горения. В данном пункте мы

более детально исследуем это явление. В пункте 2.4.1 было указано, что

затухание наступает, когда параметры достигают границы существования

(2.10). Общирные данные, полученные численным анализом, показывают,

что для фиксированного r бегущая волны горения испытывает затухание

при стремлении σ и β к σm и βm (значениям параметров, при которых
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изолиния βe(σ) имеет локальный максимум) соответственно. Это проил-

люстрировано на рис. 2.8, где сплошной линией построена зависимость σ

от β для численного решения краевой задачи (2.6, 2.7) в виде бегущей вол-

ны при r = 0.01. Критические значения параметров для затухания так

же показаны на графике точечной кривой. Как видно на рисунке, бегу-

щая волна горения перестает существовать при β → βm ≈ 2.4153239 и

σ → σm ≈ 0.23947057.

Далее мы исследуем поведение волны горения при значениях пара-

метров близких к точке затухания. Сначала мы отметим, что с прибли-

жением к точке затухания вдоль ветви решений в виде бегущей волны

β → βm, σ → σm, c→ 0, σe−β/(1−σ) → r. Имея это ввиду, мы предполагаем,

что справедливо следующее разложение

c = c2∆
2 + ...,

σ = σm +∆,

β = βm + β2∆
2 + ...,

(2.11)

где ∆ – это асимптотически малый параметр, показывающий отличие σ от

значения, соответствующего затуханию. Далее мы разбиваем профили ре-

шений на несколько зон, исходя из физических процессов, доминирующих

в них. В области впереди бегущей волны, которая обычно называется зоной

прогрева, температура слишком мала для производства радикалов и реак-

ции можно считать замороженными. Эта область характеризуется двумя

процессами: диффузией и конвекцией. Для того, чтобы учесть характер-

ный масштаб координаты она шкалирована как η = ξ/∆2 в этой области.

Температура и концентрации топлива раскладывается в асимптотический

ряд по ∆ как

u+(η) = u+0 (η) + u+1 (η)∆ + u+2 (η)∆
2 + ...,

v+(η) = v+0 (η) + v+1 (η)∆ + v+2 (η)∆
2 + ...,

(2.12)

где верхний индекс ‘+’ используется для обозначения решения в области

прогрева, а нижний индекс показывает порядок асимптотического разло-

жения. Соответственно, концентрация радикалов рассчитывается по фор-

муле w+ = 1− βu+ − v+. Подставляя (2.12) в (2.8), учитывая шкалировку
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координаты, в главном порядке разложения получаем уравнения

u+0ηη + c2u
+
0η = 0,

v+0ηη + c2v
+
0η = 0,

(2.13)

и граничные условия

u+0 = 0, v+0 = 1, при η → ∞. (2.14)

Так же из разложения мы получаем, что w+
i равно нулю по крайне мере

до порядка i = 4. Решение (2.13) с условием (2.14) может быть записано в

явном виде как

u+0 (η) = u+0 (0)e
−c2η, v+0 (η) = 1− (1− v+0 (0))e

−c2η, (2.15)

где u+0 (0) и v+0 (0) должны быть найдены из условий сшивки с решением в

зоне реакции и продуктов.

В зоне продуктов реакции полностью завершены и система находится

в химическом равновесии. Следовательно, мы предполагаем, что концен-

трация радикалов равна нулю, w− = 0. Здесь и далее верхний индекс ‘-’

означает, что рассматривается решение в зоне продуктов. Как и ранее, в

данной области основными физическими процессами являются диффузия

и конвекция. Координата шкалируется как η = ξ/∆2 и решение ищется в

виде

u−(η) = u−0 (η) + u−1 (η)∆ + u−2 (η)∆
2 + ...,

v−(η) = v−0 (η) + v−1 (η)∆ + v−2 (η)∆
2 + ....

(2.16)

В главном порядке асимптотического разложения уравнения для темпера-

туры и топлива могут быть получены подстановкой η и разложения (2.16)

в (2.8), что дает

u−0ηη + c2u
−
0η = 0,

v−0ηη + c2v
−
0η = 0,

(2.17)

и граничные условия

u−0 = (1− σ)/β, v−0 = σ, при η → −∞. (2.18)

Решение (2.17) и (2.18) может быть найдено в явном виде как

u−0 (η) = (1− σ)/β, v−0 (η) = σ. (2.19)
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Во внутренней зоне основными процессами являются реакция и диф-

фузия и, поэтому, она часто называется зоной реакции-диффузии. Ниже

показано, что конвекция не существенна и может не учитываться в уравне-

ниях (по крайней мере в первом порядке). Для того, чтобы учесть харак-

терный масштаб длины во внутренней зоне, мы определяем внутреннюю

координату z →
√
βrξ/∆. Температура и концентрация топлива записыва-

ются как u = β−1(1+σU) и v = σV , где U и V это внутренние переменные.

Используя U , V и подставляя r = σme
−βm/(1−σm) уравнения могут быть за-

писаны в виде

Uzz − U − V = 0,

Vzz +
σ

σm
V (U + V ) exp[βm/(1− σm)− β/(1− σU)] = 0.

(2.20)

Решение системы (2.20) ищем в виде асимптотического ряда

U(z) = −1 + ∆U1(z) + ∆2U2(z) + ...,

V (z) = 1 +∆V1(z) + ∆2V2(z) + ...
(2.21)

с ∆ в качестве малого параметра. Сшивая решения в зоне прогрева (2.15)

и продуктов (2.19), получаем в первом порядке u+(0) = u−(0) = (1− σ)/β

и v+(0) = v−(0) = σ. Требование w±
i = 0 при i = 0, ..., 3 приводит к тому,

что Ui + Vi = 0 при z → ±∞ и i < 4.

Дальше, мы раскладываем экспоненциальный множитель, зависящий

от температуры, в ряд Тэйлора около U = −1:

exp

(
− β

1 + σU

)
= exp

(
− β

1− σ

)
×

×
(
1 + Λ(U + 1) + Λ

(
Λ− 2

σ

1− σ

)
(U + 1)2

2
+ ...

)
,

(2.22)

где вводится обозначение Λ = σβ/(1− σ)2 и отброшены члены более высо-

кие, чем квадратичные по U + 1 ∼ O(∆). Подставляя данное разложение

в (2.20), получаем

Uzz − U − V = 0,

Vzz +KV (U + V )

(
1 + Λ(V + 1) + Λ

(
Λ− 2

σ

1− σ

)
(U + 1)2

2

)
= 0,

(2.23)
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где K = σ/σm exp[βm/(1− σm)− β/(1− σ)].

Далее, мы устанавливаем зависимость K и Λ от ∆. Дифференцируя

(2.10) по σ при фиксированном r, можно показать, что σβe(σ)/(1−σ)2 → 1

при σ → σm. Следовательно, можно записать Λ ≈ 1 + Λ1∆ + O(∆2),

где Λ1 = βm(1 + σm)/(1 − σm)
3. С другой стороны, используя разло-

жение для β(σ) и Λ можно показать, что K ≈ 1 − K2∆
2, где K2 =

(1 + σm + 2β2σ
2
m)/(2σ

2
m(1 + σm)

4. Удобно переопределить малый параметр

как δ = K
1/2
2 ∆ вместо ∆. В этом случае запишем следующее асимптотиче-

ское разложение для параметров вблизи точки затухания

σ = σm +K
−1/2
2 δ,

β = βm + β2K
−1
2 δ2 + ...,

c = c2δ
2 + ...,

K = 1− δ2 + ...,

Λ = 1 + λ1δ + ...,

(2.24)

где λ1 = Λ1/K
1/2
2 . Подставляя (2.21) и (2.24) в (2.23), получаем в каждом

порядке разложения по малому параметру δ следующие системы уравне-

ний:

O(δ) : U1 + V1 = 0,

O(δ2) : U2 + V2 = 0,

O(δ3) : U1zz = U3 + V3,

V1zz = −U3 − V3,

O(δ4) : U2zz + c2U1z = U4 + V4,

V2zz + c2V1z = −U4 − V4,

O(δ5) : U3zz + c2U2z = U5 + V5,

V3zz + c2V2z = −U5 − V5 − (U3 + V3)(1 + λ1V1 + κV 2
1 ),

(2.25)

где O(δi) обозначает уравнения, полученные в i-ом порядке асимптоти-

ческого разложения и введен новый параметр κ = (1 + σm)/2(1 − σm).

Определим новую переменную S = U + V , которая равна −σW , где W
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– это концентрация радикалов во внутренней области. Тогда из первых

двух уравнений (2.25) следует, что S1,2 = 0 т.е. во внутренней области кон-

центрация радикалов имеет порядок малости O(δ3). Второе уравнение в

(2.25) перепишем как U2 = −V2. Подставим это выражение в первое урав-

нение системы уравнений пятого порядка в (2.25) и сложим первое и второе

уравнение в системе пятого порядка, что вместе со вторым уравнением из

системы второго порядка для V2 дает замкнутую систему уравнений

V1zz + S3 = 0,

S3zz − S3(1 + λ1V1 + κV 2
1 ) = 0.

(2.26)

Граничные условия для (2.26) ищутся из условий сшивки с решениями во

внешних зонах (2.15), (2.19) и имеют вид

V1z = 0, S3 = 0, при z → −∞,

σm
√
βmrV1z = dv+0 /dη|η=0, S3 = 0, при z → ∞.

(2.27)

Краевая задача (2.26–2.27) включает два параметра λ1 и κ. Послед-

ний является заданной функцией параметра r, а первый - это собственное

значение, которое необходимо найти совместно с неизвестными функция-

ми V1(z) и S3(z). Как только найдено решение (2.26–2.27) для заданного

r, параметры Λ1, K2 и β2 могут быть посчитаны исходя из соответствую-

щих определений, приведенных выше. Скорость фронта, c2, получается из

(2.15) и (2.27) как

c2 =
σm

√
βmrP

1− σm
, (2.28)

где введено обозначение P = limz→∞ V1z. В начальных определениях без-

размерных параметров модели мы имеем

β = βm − β2(σ − σm)
2,

c =
√
βmr

σm
1− σm

PK2(σ − σm)
2.

(2.29)

Для оценки β(σ) и c(σ) по формулам (2.29) мы решаем систему (2.26) чис-

ленно для того, чтобы получить значения P , K2, и β2 при заданном r. На

рис. 2.9 и 2.10 построены зависимости c и β от ∆σ = σ − σm для значе-

ний σ близких к значению, соответствующему затуханию, σm при r = 0.1.
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Рис. 2.9 . Зависимость β от σ для r = 0.1. Сплошная линия построена на основе ре-
зультатов численного интегрирования (2.8). Точечная кривая представляет данные асимп-
тотических расчетов по формуле (2.29). Пунктирная линия показывает кривую затухания
βe(σ) для r = 0.1.

На обоих рисунках сплошной линией показаны результаты, полученные

численным решением (2.8), в то время как предсказание асимптотического

анализа по формуле (2.29) показано точечной кривой. Как видно на рисун-

ках, соответствие между численными и асимптотическими результатами

очень хорошее при σ → σm. По мере увеличения |∆σ| до величины по-

рядка 0.1, более высокие члены асимптотического разложения начинают

играть существенную роль и появляется видимое на графиках различие

между численными и асимптотическими результатами.

Мы так же сравниваем результаты, полученные с помощью обоих

подходов, для разных значений r. На рис. 2.11 и 2.12 построены зави-

симости β2 и c2 от r, соответственно. Кресты, соединенные пунктирной

линией, показывают результаты решения асимптотической задачи (2.26).

Квадраты обозначают данные, полученные численным решением системы

(2.8) и расчета предела производной 2d2β/dσ2 при σ → σm для рис. 2.11 и

производной 2d2c/dσ2 при σ → σm для рис. 2.12. Как видно на графиках

результаты численного и асимптотического анализа прекрасно согласуют-

ся при изменении r на несколько порядков. Для обоих случаев различие

было найдено только в третьей значащей цифре.
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Рис. 2.10 . Зависимость c от σ для r = 0.1. Сплошная линия построена на основе ре-
зультатов численного интегрирования (2.8). Точечная кривая представляет данные асимп-
тотических расчетов по формуле (2.29).

Рис. 2.11 . Зависимость β2 от r. Кресты, соединенные пунктирной линией, показывают
результаты решения асимптотической задачи. Квадраты представляют оценку β2, сделан-
ную на основе результатов численного интегрирования (2.8).
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Рис. 2.12 . Зависимость c2 от r. Кресты, соединенные пунктирной линией, показывают
результаты решения асимптотической задачи. Квадраты представляют оценку β2, сделан-
ную на основе результатов численного интегрирования (2.8).

Резюмируя результаты данного пункта, где исследовалось поведение

решения в виде бегущей волны вблизи предела воспламенения, следует от-

метить, что с свойства решения сходны с режимом быстрой рекомбинации

пламени в модели Зельдовича-Линяна в том, что концентрация радикалов

асимптотически мала и реакции рекомбинации и разветвления протека-

ют в одном и том же асимптотически тонком слое. Вместе с тем, есть и

существенное отличие. В модели Зельдовича-Линяна режим быстрой ре-

комбинации наступает, когда скорость реакции рекомбинации превосходит

скорость реакции разветвления. Производство радикалов пропорционально

w2, а их потребление пропорционально w. Влияние быстрой рекомбинации

сбалансировано за счет уменьшения концентрации радикалов, w, которое

имеет большее влияние на рекомбинацию радикалов, чем на разветвление

цепи. В результате концентрация радикалов становится асимптотически

малой, кинетика контролируется распадом топлива и обе реакции разветв-

ления и рекомбинации протекают в одной области – зоне разветвления

цепи.

В модели Зельдовича-Баренблатта, скорость реакции разветвления

убывает с увеличением β и при каком-то значении энергии активации ста-

новится сравнимой со скоростью реакции рекомбинации. Изменение кон-
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Рис. 2.13 . Зависимость dc/dβ от r. Треугольники показывают результаты, полученные
по асимптотической формуле (2.29). Сплошная линия представляют оценку сделанную на
основе работы [168].

центрации радикалов влияет на скорости обеих реакций одинаково и ее

убывание не может изменить баланс скоростей протекания реакций. В

следствие этого при дальнейшем увеличении β рекомбинация радикалов

начинает доминировать над их производством в ходе шага разветвления,

радикалы не могут производиться и пламя затухает.

Было установлено, что затухание волны горения наступает, когда β и

σ достигают критических значений βm и σm, соответствующих максимуму

функции βe(σ), являющейся изолинией (2.10) при постоянном r. Анализ по-

ведения решений около критических условий βm и σm показал, что ветвь

решений в виде бегущей волны следует квадратичной зависимости β от

σ. То же имеет место для зависимости скорости волны от σ (см. (2.29)).

Зависимость скорости от энергии активации является линейной функцией

вблизи βm. Следует отметить, что из работы [168] можно получить похо-

жую оценку для скорости, несмотря на то, что в [168] энергия активации

асимптотически велика и утечка топлива не учитывается. В безразмерных

параметрах принятых в данной работе, результат [168] можно записать как

c ≈
√
r/ ln(1/r)(βm−β). На рис. 2.13 показана производная скорости c по

β при β = βm, полученная с помощью этой формулы (сплошная кривая)

и рассчитанная по асимптотической формуле (2.29) (треугольники). Как
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следует из рисунка результаты хорошо качественно согласуются.

2.4.4. Устойчивость бегущих волн горения и их затухание за

пределом воспламеняемости

Мы исследуем устойчивость бегущих волн горения численно с помо-

щью двух методов: прямого интегрирования модельных уравнений в част-

ных производных и методом функции Эванса. Перепишем (2.3) для случая

равных коэффициентов диффузии топлива, радикалов и температуропро-

водности (LA = LB = 1) и интеграла S = βu + v + w = 1, который

используется для понижения порядка системы, в виде

ut = uxx + r(1− βu− v),

vt = vxx − βv(1− βu− v)e−1/u,
(2.30)

граничные условия выпишем как

u = 0, v = 1 при x→ ∞,

ux = 0, vx = 0 при x→ −∞.
(2.31)

Для того, чтобы исследовать линейную устойчивость решения в виде

бегущей волны u(ξ), v(ξ) методом функции Эванса, линеаризуем уравне-

ния (2.30) около этого решения, т.е. ищем решение вида u(x, t) = u(ξ) +

εϕ(ξ, t)eλt и v(x, t) = v(ξ) + εχ(ξ)eλt. Здесь ϕ(ξ) и χ(ξ) - это линейное

возмущение, ε – это асимптотически малый параметр, а λ, которое яв-

ляется комплексным числом, будем называть спектральным параметром.

Подставляя решение в этом виде в (2.30) и оставляя члены линейные по ε,

получаем

L̂

(
ϕ

χ

)
= λ

(
ϕ

χ

)
, (2.32)

где

L̂ =




∂2ξ + c∂ξ − rβ −r

βv

u2
(βu2 + βu+ v − 1)e−1/u ∂2ξ + c∂ξ + β(2v + βu− 1)e−1/u



 .

(2.33)

Устойчивость бегущей волны определяется спектром L̂. Следуя [189], мож-

но показать, что непрерывный спектр этого дифференциального опера-

тора лежит в левой полуплоскости. Рассмотрим предельные операторы
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L̂± = limξ→±∞ L̂. несложно показать, что непрерывный спектр L̂± состоит

из алгебраических кривых

λ1(k) = −k2 + ick, λ2(k) = −k2 − β
(
r − σe−β/(1−σ)

)
+ ick,

λ3(k) = −k2 − βr + ick,

(2.34)

где k ∈ (−∞,+∞), которые находятся в левой полуплоскости и симмет-

ричны относительно действительной оси. Первая кривая в (2.34) так же

включает ноль. Предположим, что K это объединение областей внутри

этих кривых так, что C\K содержит правую полуплоскость. Следуя [189],

можно утверждать, что непрерывный спектр оператора L̂ принадлежит K

и, в частности, содержит (2.34). Следовательно, только дискретный спектр

L̂ ответственен за устойчивость бегущей волны. Напомним, что решение в

виде бегущей волны считается линейно неустойчивым, если при некотором

λ (собственном значении) с Re(λ) > 0, существует решение (собственная

мода) (2.32) экспоненциально затухающее при ξ → ±∞.

Мы находим дискретный спектр L̂ с помощью метода функции Эван-

са, которая является аналитической в C\K. Это позволяет воспользоваться

принципом аргумента и его следствием, методом Найквиста [190] и посчи-

тать число N нулей функции Эванса в правой полуплоскости [66]. Мы по-

считали N вдоль ветви решений в виде бегущей волны системы (2.30) при

различных значениях r = 0.1, 0.01 и 0.001. Параметр β варьировался в ин-

тервале от значений меньших 0.01 до βm для каждого значения r. Для всех

случаев было установлено, что N = 0, что означает устойчивость бегущей

волны горения. Это согласуется с выводами [168], полученными в прибли-

жении высокой энергии активации, а так же с анализом устойчивости в

одноступенчатых моделях [1, 47].

Устойчивость бегущей волны горения так же исследуется прямым ин-

тегрированием уравнений в частных производных (2.30) с помощью адап-

тивного по времени и координате конечно-элементного пакета [191]. На-

чальные условия берутся в форме, согласующейся с граничными условия-

ми (2.31),

u(x, 0) = (2β)−1(1− σ)(1− tanh[l(x− x0)]),

v(x, 0) = (1 + σ + (1− σ) tanh[l(x− x0)])/2,
(2.35)
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Рис. 2.14 . Профили температуры, u(x, t), (левый график) и концентрации топлива,
v(x, t), (правый график), полученные численным интегрированием (2.30) при β = 1 и r = 0.01.

где l и x0 подгоночные параметры, определяющие ширину фронта и его

положение, соответственно. На рис. 2.14 приведены характерные распре-

деления температуры и топлива u(x, t) and v(x, t), полученные численным

решением системы (2.8). Начальные профили быстро сходятся к решению в

виде бегущей волны, распространяющемуся с постоянной скоростью. Сле-

дует отметить, что для наглядности временная ось инвертирована на пра-

вом графике для концентрации топлива.

Так же были найдены решения (2.30) для различных значений β и

r = 0.01. На рис. 2.15 построена зависимость скорости решения в виде бе-

гущей волны как функция β. Численные результаты, полученные прямым

интегрированием системы (2.8) и (2.30) показаны сплошной линией и квад-

ратами, соответственно. Как видно на рисунке оба подхода дают прекрасно

согласующиеся результаты, которые отличаются только в четвертой знача-

щей цифре. Для всей выборки параметров решения в виде бегущей волны

оказались устойчивыми.

Представляет интерес исследование поведения решений модельных

уравнений (2.30) для значений β, превышающих передел воспламенения

βm. С этой целью мы интегрируем (2.30) при r = 0.01 и β = 2.5 > βm. Было

установлено, что решения затухают к равновесному состоянию u(x, t) = 0

and v(x, t) = 1, как это показано на рис. 2.16. Это согласуется с резуль-

татами численного счета в [30]. Максимальная температура u(0, t) быстро

падает к нулю, с остыванием смеси реакция разветвления останавливается

и нелинейные реакционные члены в (2.30) затухают. Это отчетливо видно
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Рис. 2.15 . Скорость решения в виде бегущей волны как функция β при r = 0.01. Сплошная
линия представляет собой результаты численного интегрирования (2.8), а квадраты соот-
ветствуют результатам, полученным численным интегрированием модельных уравнений
(2.30).

Рис. 2.16 . Профили температуры, u(x, t), (левый график) и концентрации топлива,
v(x, t), (правый график), полученные численным интегрированием (2.30) при β = 2.5 и
r = 0.01.



90

Рис. 2.17 . Затухание максимальной температуры, u(0, t), решения (2.30) со временем
при β = 2.5 и r = 0.01. Пунктирная линия представляет численные результаты, а сплошная
линия показывает аналитическую оценку скорости затухания.

на рис. 2.17, где показана зависимость квадрата обратной максимальной

температуры от времени. Численные результаты, полученные интегриро-

ванием модельных уравнений (2.30) (пунктирная линия), сравниваются с

аналитической оценкой (сплошная линия), которая получена при рассмот-

рении уравнений (2.30) без членов, ответственных за реакции разветвления

и рекомбинации, т.е. с учетом только диффузии. В таком случае можно по-

казать, что в пределе t → ∞ асимптотическое поведение максимума тем-

пературы удовлетворяет u(0, t)−2 = πβ2t/x20(1−σ)2 (коэффициент пропор-

циональности зависит от начальных условий), что показано на рис. 2.17

сплошной линией. Численные результаты сдвинуты относительно асимп-

тотической оценки, в особенности вблизи начальной точки t = 0. Однако

по мере того, как t становится больше, численные результаты следуют за-

кону диффузионного расплывания, полученного из линейных уравнений

диффузии.
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§ 2.5. Бегущие волны горения в случае произвольных чисел

Льюиса

В предыдущем параграфе мы исследовали свойства волн горения в

случае равных коэффициентов диффузии топлива, радикалов и темпера-

туропроводности. Было установлено, что скорость волны горения является

однозначной функцией параметров. При конечной энергии активации су-

ществует остаточное количество топлива, не израсходованного в ходе реак-

ции, и при некотором конечном β волна горения затухает, что сопровож-

дается обращением скорости пламени в ноль по линейному закону.

Приближение единичных чисел Льюиса существенно упрощает ана-

лиз системы. Однако подобный выбор параметров сильно снижает приме-

нимость результатов к реальным пламенам с цепным механизмом реакции,

которые могу характеризоваться различными значениями чисел Льюиса

как для радикалов, LB, так и для топлива, LA. Влияние чисел Льюиса

особенно важно для анализа устойчивости, поскольку исходя из односту-

пенчатых моделей можно ожидать, что она существенно зависит от LA,B.

Цель данного параграфа состоит в исследовании влияния чисел Льюиса на

свойства волн горения.

Вернемся к рассмотрению краевой задачи (2.6, 2.7) для решения в

виде бегущей волны. Анализ начнем с адиабатического случая с нулевой

температурой окружающей среды, т.е. в (2.7) положим h = 0 и ua = 0.

Система уравнений решается численно с помощью методов стрельбы и ре-

лаксации.

2.5.1. Число Льюиса для топлива меньше единицы, LA < 1

На рис. 2.18 мы обобщили результаты расчетов свойств решений (2.6)

в виде бегущей волны при малых значениях числа Льюиса для топли-

ва (LA = 0.1) и r = 10−3. На рис. 2.18 (а) показана скорость пламени

как функция безразмерной энергии активации. Для параметра LB варьи-

руемого от 0.1 до 10 скорость волны c(β) является монотонно убывающей

функцией, обращающейся в ноль при β = βe порядка 3.2, что соответствует

затуханию волны горения. Скорость стремиться к нулю по квадратичному
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Рис. 2.18 . Зависимость (а) скорости пламени и (б) остаточного количества топлива
от энергии активации, β, при LA = 0.1 и различных значениях числа Льюиса для радикалов,
LB.
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закону, т.е. c ∼ (β − βe)
2 при приближении энергии активации к критиче-

скому значению для затухания, βe. Кривые, построенные для различных

LB = 0.1, 1.0 и 10, качественно ведут себя схожим образом, хотя количе-

ственно скорость и меняется с варьированием LB. Интересно отметить, что

положение точки затухания в пространстве параметров практически не за-

висит от числа Льюиса для радикалов. На рис. 2.18 (б) построено остаточ-

ное количество топлива σ (в логарифмическом масштабе) как функция β.

Зависимость σ отβ так же является однозначной функцией. Заштрихован-

ная область показывает значения параметров, где условие существования

решения (2.10) нарушается и бегущие волны не существуют. Для значений

параметров, достаточно удаленных от условия затухания, утечка топли-

ва, σ, пренебрежимо мала и почти все топливо превращается в радикалы.

С увеличением β и приближением к точке затухания, σ становится су-

щественным. В точке затухания остаточное количество топлива достигает

максимального значения, лежащего на границе заштрихованной области,

т.е. удовлетворяет уравнению (2.10). Вне зависимости от LB функции c(β)

и σ(β) показывают качественно идентичное поведение при LA < 1. Более

того, кривые σ(β) всегда лежат ниже заштрихованной области, а крити-

ческое значение энергии активации для затухания, меньше максимального

значения βm, которое соответствует наибольшему значению β для заштри-

хованной области. С увеличением LA критическое значение энергии акти-

вации для затухания, βe, сдвигается ближе к максимальному значению βm

и совпадает с ним при LA = 1.

2.5.2. Число Льюиса для топлива равно единице, LA = 1

В случае числа Льюиса для топлива, равного единице, LA = 1, струк-

тура ветви решений в виде бегущей волны в пространстве параметров ме-

няется. На рис. 2.19 (а) построена зависимость скорости пламени, c, от β

при LB = 0.1, 1.0, и 10. Параметр рекомбинации r не меняется и равен

10−3. Несмотря на то, что c(β) по-прежнему является монотонной функ-

цией, стремящейся к нулю при приближении β к критическому значению

βe = 4.2..., соответствующему затуханию, характер этой зависимости вбли-

зи точки затухания отличается от случая LA < 1. А именно, скорость
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Рис. 2.19 . Зависимость (а) скорости пламени и (б) остаточного количества топлива
от энергии активации, β, при LA = 1.0 и различных значениях числа Льюиса для радикалов,
LB.
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уменьшается к нулю линейным образом: c пропорционально (β − βe) при

значениях β, близких к βe, что отличается от квадратичной зависимости

для LA < 1. Данный результат согласуется с выводами, полученными в

пункте 2.4.3. Зависимость c(β) качественно не меняется для числа Льюиса

для радикалов, варьирующегося на два порядка от 0.1 до 10. Затухание

наступает, когда энергия активации приближается к βm, соответствующе-

му максимальному значению β для заштрихованной области затухания.

Условие затухания не зависит от LB. Зависимость σ от β построена на рис.

2.19 (б) при LB = 0.1, 1.0 и 10. Остаточное количество топлива является

монотонной функцией β. Кривая σ(β) лежит ниже заштрихованной обла-

сти при всех β < βm. Для энергий активации существенно меньших, чем

βm значение σ пренебрежимо мало, утечки топлива из зоны реакции нет

и оно полностью превращается в радикалы в ходе реакции разветвления.

По мере приближения к точке затухания, когда β ≈ βm, остаточное ко-

личество топлива становится существенным и появляется утечка топлива.

В точке затухания, когда β = βm, кривая σ(β) становится касательной к

границе области затухания, что предвещает более кардинальное изменение

поведения ветви решений при LA > 1.

2.5.3. Число Льюиса для топлива больше единицы, LA > 1

Результаты численных расчетов для случая LA > 1 представлены

в данном пункте. На рис. 2.20 (а) показана зависимость скорости волны

горения, c, от β при LA = 10, r = 10−3 и различных значений LB. Зави-

симость остаточного количества топлива от β представлена на рис. 2.20

(б) для тех же значений параметров. Как видно из графиков, как c(β),

так и log10 σ(β) становятся С-образными двухзначными функциями энер-

гии активации в случае LA > 1. Для заданных значений параметров су-

ществует либо два решения, распространяющихся с разными скоростями,

либо решений в виде бегущей волны не существует. Для малых значений

энергии активации быстрая ветвь характеризуется пренебрежимо малой

утечкой топлива, σ. С ростом энергии активации, остаточное количество

топлива увеличивается и становится существенным при достижении точки

поворота c(β) и σ(β). Очевидно, что для обеих ветвей точка поворота или
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Рис. 2.20 . Зависимость (а) скорости пламени и (б) остаточного количества топлива
от энергии активации, β, при LA = 10 и различных значениях числа Льюиса для радикалов,
LB.
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бифуркация складки возникает одновременно. Важно отметить, что в слу-

чае LA > 1 условие затухания пламени достигается для значений энергии

активации больших, чем βm – максимального значения для заштрихован-

ной области. Медленная (нижняя) ветвь всегда имеет значительную утеч-

ку топлива так, что кривая σ(β) лежит над заштрихованной областью для

всех возможных значений β. Если мы следуем по медленной ветви реше-

ний, снижая β от значения, соответствующего точке поворота для функ-

ции c(β), то скорость волны горения убывает и при некотором критическом

значении βe обращается в ноль. Зависимость c(β) носит квадратичный ха-

рактер, т.е. c ∼ (β−βe)
2 при приближении энергии активации к значению,

соответствующему затуханию βe. В то же время на рис. 2.20 (б) кривая

σ(β) стремиться к границе заштрихованной области и совпадает с ней при

β → βe. С уменьшением LA критическое значение энергии активации для

затухания, βe, сдвигается ближе к максимальному значению βm и совпада-

ет с ним при LA = 1. Изменение LB не влияет на качественное поведение

зависимости скорости бегущей волны горения и количества не сгоревшего

топлива от энергии активации.

Суммируя результаты данного параграфа, отметим, что было показа-

но, что число Льюиса для топлива имеет существенное влияние на свойства

волн горения, в то время, как вариация числа Льюиса для радикалов ска-

зывается только количественно (но не качественно) на поведении автовол-

нового решения. Установлено, что для чисел Льюиса для топлива меньше

единицы скорость распространения пламени является монотонно убываю-

щей функцией безразмерной энергии активации. Волна горения существует

вплоть до значений параметров, соответствующих затуханию автоволново-

го решения. Эффект затухания наблюдается при конечных значениях энер-

гии активации. Приближение к границе затухания в пространстве парамет-

ров модели сопровождается падением скорости распространения волны до

нуля. За границей затухания волновых решений не было найдено.

Случай чисел Льюиса равных единице допускает аналитическое ис-

следование с помощью асимптотических методов и рассматривается от-

дельно. Особое внимание уделяется изучению явления затухания автовол-

нового решения. Установлены закономерности изменения параметров си-
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стемы при приближении к критическим значениям, соответствующим гра-

нице затухания в пространстве параметров.

Для чисел Льюиса для топлива больших единицы скорость автовол-

нового решения является двухзначной функцией энергии активации и но-

сит характер с-образной кривой. Для фиксированных значений параметров

одновременно либо существует два решения, быстрое и медленное, либо ре-

шений не существует. Затухание волны горения происходит при конечном

значении энергии активации и скорости волны не равной нулю в резуль-

тате бифуркации складки при значениях параметров, когда быстрая ветвь

решений встречается с медленной.

§ 2.6. Влияние тепловых потерь и внешней температуры на ско-

рость пламени

В данном параграфе будет оценено влияние двух важных экспери-

ментально контролируемых факторов, внешней температуры и тепловых

потерь, на структуру и скорость бегущей волны горения. Сначала рассмот-

рим адиабатический случай с не равной нулю температурой окружающей

среды. В краевой задаче (2.6, 2.7) положим ua > 0 и h = 0. Из условия

на правой границе (2.7) следует, что адиабатическая температура пламени

ub ≡ limξ→−∞ u(ξ) = ua + β−1(1− σ) линейным образом зависит от темпе-

ратуры окружающей среды. Следовательно увеличение ua должно интен-

сифицировать реакцию разветвления и сдвигать баланс скоростей реакций

разветвления и рекомбинации в сторону первой.

Условия существования решения системы (2.6) не меняются. Впере-

ди фронта горения температура свежей смеси не должна превышать ui,

как это обсуждалось выше. В зоне продуктов, реакция должна завершить-

ся и в последнем уравнении (2.6) член, ответственный за реакцию раз-

ветвления, должен превышать член, ответственный за рекомбинацию, или

r > σ exp(−1/ub).

Зависимость скорости бегущей волны горения, c, от безразмерной

энергии активации, β, построена на рис. 2.21 для двух значений числа

Льюиса для топлива LA = 1 и LA = 10. Значение числа Льюиса для ра-
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Рис. 2.21 . Зависимость скорости пламени, c, от энергии активации, β, при LA = 1 и
LA = 10. Пунктирная линия представляет собой решение с ua = 0, в то время как сплошная
линия соответствует случаю ua = 0.01.

дикалов фиксировано LB = 1, а параметр r взят равным 10−3. В случае

LA = 1 зависимость c от β является монотонно убывающей функцией. Для

LA превышающих единицу, скорость пламени c становится двухзначной

функцией β. Влияние температуры окружающей среды так же рассмотре-

но. На рис. 2.21 пунктирная линия представляет решения, полученные при

ua = 0, а сплошная линия показывает c(β) при ua = 0.01. Как и в случае с

одноступенчатой кинетикой, рассмотренном в [74], подогрев свежей смеси

до более высоких начальных температур увеличивает область существова-

ния решения в виде бегущей волны и скорость пламени. С одной стороны,

рост температуры окружающей среды ускоряет реакции и приводит более

быстрому распространению пламени, что согласуется с выводами анализа

для одноступенчатой модели [74]. С другой стороны, это приводит к росту

производства радикалов в зоне реакции разветвления и эффективно моди-

фицирует режим горения в сторону медленной рекомбинации, что сдвигает

границу затухания в сторону больших энергий активации (см. рис. 2.5). В

то же время, как видно из рисунка, изменение ua не влияет на качествен-

ный характер зависимости c от β.

Рассмотрим влияние тепловых потерь на скорость и структуру пла-

мени. На рис. 2.22 (а) и (б) представлены результаты численного анализа
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Рис. 2.22 . Зависимость скорости пламени, c, от энергии активации, β, для различных
значений коэффициента тепловых потерь, h, при LA = 0.5 (а) и LA = 2 (б). Остальные
значения параметров взяты как Lb = 1, ua = 0 и r = 0.001.

зависимости скорости бегущей волны горения, c, от энергии активации, β,

для чисел Льюиса для топлива равных LA = 0.5 и LA = 2, соответственно.

Для адиабатического случая, h = 0, результаты повторяют, полученные в

параграфе § 2.5: (а) для LA < 1 скорость пламени однозначная монотонная

функция энергии активации, (б) для LA > 1 зависимость скорости пламени

от энергии активации является двухзначной С-образной кривой. В неадиа-

батическом случае (h > 0) ситуация меняется, как видно на рис. 2.22. Зави-

симость c(β) становится двухзначной, независимо от значения LA, т.е. как

при LA < 1 (рис. 2.22 (a)), так и при LA > 1 (рис. 2.22 (б)). В результате

для неадиабатической модели существует либо два решения, распространя-

ющихся с разной скоростью, либо, если β превышает критическое значение

для бифуркации складки, решений в виде бегущей волны не существует.

Затухание наступает при конечных значениях скорости волны и энергии

активации. Данный сценарий качественно сходен с поведением волн горе-

ния в одноступенчатой неадиабатической модели [30, 32, 47, 67, 188]. Как

видно на рис. 2.22, увеличение параметра тепловых потерь приводит к

сдвигу точки поворота кривой c(β) в сторону меньших значений энергии

активации.

Решения в виде бегущей волны в сопутствующей системе отсчета,
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Рис. 2.23 . Профили (а) температуры, u(ξ), концентрации топлива, v(ξ), и (б) концен-
трации радикалов, w(ξ), для решения в виде бегущей волны горения в сопутствующей си-
стеме отсчета при LA = 2.0, LB = 1.0, r = 10−3, h = 10−6. Кривые 1 и 2 соответствуют
быстрой ветви для β = 2 и β = 4, соответственно. Кривые 3 и 4 представляют медленную
ветвь решений для тех же значений β, соответственно.

ξ = x − ct, продемонстрированы на рис. 2.23 для LA = 2.0, LB = 1.0,

h = 10−6, где построены как быстрые, так и медленные ветви решений,

как это объяснено в подписи к рисунку. Значения параметров меняются

вдоль кривой отмеченной h = 10−6 на рис. 2.22 (б). Профили расположе-

ны таким образом, чтобы максимальное значение концентрации радикалов,

w(ξ), достигалось при ξ = 0, что всегда возможно ввиду трансляционной

инвариантности задачи для бегущих волн [5]. Распределения концентра-

ции топлива и температуры проиллюстрированы на рис. 2.23 (а), в то

время как профили распределения радикалов показаны в логарифмиче-

ской шкале на рис. 2.23 (б). Логарифмическое масштабирование позволя-

ет построить все профили на одном графике, а так же ясно демонстрирует

различные характерные области пламени. Когда решение приближается к

асимптотическому поведению в зоне прогрева или продуктов, наклон зави-

симости lnw(ξ) становится линейным, а зависящая от температуры нели-

нейная реакция разветвления пренебрежимо мала. Между зоной прогрева

и продуктов находится область, где температура смеси достаточно велика

для активации реакции разветвления. В этой области производится основ-

ное количество радикалов, а функция lnw(ξ) достигает максимума.
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Распределение температуры для β = 2 показано на рис. 2.23 (а)

сплошной линией, отмеченной ‘1’. Это типичный профиль температуры

для быстрой ветви решений вдалеке от бифуркации складки. Распределе-

ние температуры имеет плавную зону прогрева и очень медленное затуха-

ние температуры в зоне продуктов, вызванное теплообменом с окружаю-

щей средой. Следует отметить, что это затухание слабо выражено на рисун-

ке из-за ограниченного интервала, на котором строится график. Профиль

распределения топлива показан на том же рисунке с помощью пунктирной

кривой ‘1’ и имеет вид фронта переключения от максимального значения,

v = 1, в зоне прогрева, до минимального в зоне продуктов, v = σ. Остаточ-

ное количество топлива мало в для этого случая и слабо заметно на рисун-

ке. Соответствующее распределение концентрации радикалов построено на

рис. 2.23 (б). Максимальное значение w(ξ) достаточно велико и имеет по-

рядок O(1). Реакция разветвления протекает в узкой области около ξ = 0,

окруженной областями с линейным затуханием lnw(ξ) с обеих сторон зоны

разветвления.

Структура пламени для быстрой ветви и β = 2 имеет четыре раз-

личные области. Впереди волны находится зона прогрева, где температура

плавно растет. Когда она достигает примерно половины от максимально-

го значения, активируется реакция разветвления, которая производит бас-

сейн радикалов. Процесс производства радикалов более интенсивен, чем

их потребление в ходе реакции рекомбинации и диффузии из зоны реак-

ции, что приводит к существенному росту их концентрации w(0) ∼ O(1)

и потреблению практически всего топлива так, что v становится прене-

брежимо малой практически сразу за тем, как w достигает максимума.

Как только топливо израсходовано реакция разветвления останавливается

и доминирующим становится более медленный процесс разрыва цепи, что

характеризует область рекомбинации, где радикалы превращаются в про-

дукты с выделением тепла. В этой области температура продолжает расти

и достигает максимума, а концентрация радикалов убывает. В какой-то

момент w становится слишком малой для поддержания роста температу-

ры и потеря тепла в окружающую среду начинает доминировать, приводя

к очень плавному спаданию температуры в зоне продуктов. Таким обра-
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зом в случае быстрой ветви решений вдалеке от границы затухания волна

горения имеет структуру медленного режима рекомбинации.

По мере увеличения энергии активации вдоль быстрой ветви решений

и приближения к условию затухания (β ≈ 4.119702) структура пламени ме-

няется. При β = 4 профили u, v и w показаны на рис. 2.23 кривыми ‘2’.

В отличие от случая, когда β = 2, максимальное значение концентрации

радикалов меньше на порядок. Так же ширина зоны реакции разветвления

увеличивается и приближается к ширине зоны рекомбинации, указывая на

то, что максимальные скорости реакций разветвления и рекомбинации ста-

новятся сравнимыми. Поскольку радикалы производятся и потребляются

в одной области за зоной прогрева, то нет избытка радикалов и зона реком-

бинации исчезает. Рост температуры в зоне реакции становится малым по

сравнению со случаем β = 2. Более того при β = 4, появляется заметная

невооруженным глазом утечка топлива и σ существенно отличается от ну-

ля. На медленной ветви решений при β = 4 (кривая 3) и β = 2 (кривая 4)

эти отличия проявляются в еще большей степени, т.е. w(0) убывает еще на

несколько порядков, зона разветвления расширяется, а зона рекомбинации

исчезает, максимум температуры сдвигается к ξ = 0 и значение существен-

но увеличивается. Таким образом, мы видим, что для решений, близких к

условию затухания, а в особенности для медленной ветви решений, пламя

имеет структуру, характерную для режима быстрой рекомбинации.

§ 2.7. Одномерная устойчивость, пульсирующие волны, удвое-

ние периода и переходный хаос

Анализ устойчивости волн горения начнем с адиабатического случая.

Как и прежде, линеаризуем модельные уравнения (2.3) около решения в

виде бегущей волны, т.е. ищем решение в виде u(ξ, t) = U(ξ)+ǫφ(ξ) exp(λt),

v(ξ, t) = V (ξ) + ǫψ(ξ) exp(λt) и w(ξ, t) = W (ξ) + ǫχ(ξ) exp(λt), где [U(ξ),

V (ξ), W (ξ)] представляет решение в виде бегущей волны горения, а члены,

пропорциональные ǫ, - это линейное возмущение. Подставляя это решение в

(2.3), оставляя только члены первого порядка по ǫ и вводя вектор функцию
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с элементами v(ξ) = [φ, ψ, χ, φξ, ψξ, χξ]
T , получаем

vξ = Â(ξ, λ)v, (2.36)

где

Â =

[
0 Î

Ĥ(ξ, λ) Ĉ

]
, (2.37)

Ĥ =




λ 0 −r

βLA
VW

U 2
e−1/U βLAWe−1/U + LAλ βLAV e

−1/U

−βLB
VW

U 2
e−1/U −βLBWe−1/U −LB(βV e

−1/U − λ− βr)




,

(2.38)

Ĉ =




−c 0 0

0 −cLA 0

0 0 −cLB


 , Î =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 . (2.39)

Задача линейной устойчивости решается методом функции Эванса,

что позволяет найти расположение точек дискретного спектра на ком-

плексной плоскости и таким образом дает детальную информацию о пуль-

сирующих неустойчивостях, появляющихся при потере устойчивости бегу-

щей волны горения. Расчеты показывают, что при LA ≤ 1 и изменении

LB на несколько порядков от 0.1 до 10.0, не существует точек дискретного

спектра, находящихся в правой полуплоскости (т.е. Reλ > 0) и следова-

тельно бегущая волна устойчива по отношению к пульсирующим возмуще-

ниям. Для LA > 1 волна горения либо устойчива, либо теряет устойчивость

по отношению к пульсациям фронта из-за бифуркации Андронова-Хопфа.

Это проиллюстрировано на рис. 2.24(a), где построена зависимость скоро-

сти пламени, c, от безразмерной энергии активации, β, для LA = 10.0 и

LB = 1.0. Устойчивые решения представлены сплошной линией, а неустой-

чивые решения построены пунктирной линией. Установлено, что быстрая

ветвь решений устойчива для малых значений энергии активации. По мере
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Рис. 2.24 . Бифуркационная диаграмма для LA = 10.0 и LB = 1.0. Зависимость c(β) по-
строена на Рис. (a), где сплошная линия представляет устойчивое, а пунктирная неустой-
чивое решение. Действительная и мнимая части λ как функции β даны на Рис. (b) и (c),
соответственно. На Рис. (d) показано расположение точек дискретного спектра на ком-
плексной плоскости при изменении параметра β. На рисунках βh и βtp представляют значе-
ния β, при которых происходят бифуркации Андронова-Хопфа и складки, соответственно,
а β+ обозначает энергию активации при которой точки дискретного спектра становятся
действительными.

увеличения β в сторону точки перегиба, пара комплексно сопряженных то-

чек дискретного спектра переходит из левой (Reλ < 0) в правую (Reλ > 0)

половину комплексной плоскости, пересекая мнимую ось при некотором

β = βh так, что Imλ 6= 0. Это продемонстрировано с помощью точечной

линии, подписанной как ’βh’, на рис. 2.24 (b), (c) и (d), где построены

зависимости Reλ(β), Imλ(β) и Imλ(Reλ), соответственно. Критическое

значение βh ≈ 4.120 - это точка потери устойчивости решения в виде бегу-

щей волны в результате бифуркации Андронова-Хопфа. На рис. 2.24 (b)

бифуркация происходит, когда график Reλ(β) пересекает горизонтальную

точечную линию Reλ = 0. Дальнейшее увеличение β за критическое зна-

чение βh приводит к росту действительной части пары комплексных точек

дискретного спектра, как видно на рис. 2.24 (b). В тоже время мнимые ча-

сти λ ∈ Σdisc уменьшаются, как показано на рис. 2.24 (c), и при некотором

значении β+ ≈ 4.429 точки дискретного спектра сливаются и становятся

чисто действительными, что соответствует изменению типа неустойчиво-

сти с пульсирующей к равномерной. При приближении β к точке складки
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Рис. 2.25 . Диаграмма устойчивости на плоскости параметров (β, log10 LA) при LB = 1.
Сплошная и точечная линии представляют критические значения параметров для затуха-
ния и бифуркации Андронова-Хопфа, соответственно. Знак ‘+’ обозначает значение пара-
метров β и LA использованных для расчетов, представленных на рис. 2.28.

βtp ≈ 4.6648 вдоль быстрой ветви решений (c > ctp ≈ 8.585 · 10−3), од-

на из точек дискретного спектра движется к нулю и совпадает с ним при

β = βtp, в то время как другая остается в правой полуплоскости, обуслав-

ливая неустойчивость бегущей волны. Первая точка показана на рис. 2.24

(b) с помощью кривой, заканчивающейся в точке (Reλ = 0, βtp), а вто-

рая соответствует петле зависимости Reλ(β), касающейся точечной линии

β = βtp. При переходе через точку поворота с быстрой на медленную ветвь

c(β) одна из точек Σdisc остается на положительной части действительной

оси, что обуславливает неустойчивость медленной ветви. Этот сценарий

наблюдался и для других LB в интервале от 0.1 до 10.0. Следует отметить,

что качественно сходная картина была найдена для одноступенчатого пе-

ремешанного и диффузионного пламени в [67] и [111].

Дальше мы исследуем устойчивость решения в виде бегущей волны

по отношению к пульсирующим возмущениям для разных значений числа

Льюиса для топлива, LA, с целью получить детальную картину устойчиво-

сти и определить характер бифуркаций, приводящих к появлению пульса-

ций пламени. Мы фиксируем значение LB равным единице и варьируем LA
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от 0.1 до 10.0. Для каждого значения LA исследуется устойчивость бегущей

волны горения в широком интервале значений β и находится расположе-

ние Σdisc на комплексной плоскости. Результаты этого анализа суммирова-

ны на рис. 2.25, где на плоскости LA от β сплошной и точечной линиями

построены критические значения параметров для затухания и бифуркаций

Андронова-Хопфа, соответственно, при LB = 1. Число льюиса для топлива

строится в логарифмическом масштабе в иллюстративных целях. Термин

затухания здесь требует дополнительного разъяснения. По мере измене-

ния контрольных параметров (т.е. LA, LB, β) бегущая волна горения либо

перестает существовать при обращении скорости пламени в ноль в случае

LA ≤ 1, либо достигается точка поворота кривой c(β) при LA > 1. Затуха-

ние наступает при условии c = 0 для LA < 1 или [dc/dβ]−1 = 0 при LA > 1.

На рис. 2.25 область ниже сплошной кривой, отмеченной ‘extinction’, со-

ответствует значениям параметров, где решение в виде бегущей волны не

существует, поэтому данная область обозначена ‘no solutions’. Параметры

выше кривой затухания соответствуют области, где существует единствен-

ное решение в виде бегущей волны, при LA ≤ 1 или области, где могут

сосуществовать два решения в виде бегущей волны, при LA > 1. Эти об-

ласти параметров обозначены ‘single solution’ и ‘two solution’ и разделены

пунктирной кривой log10 LA = 0 на рис. 2.25. Анализ устойчивости пока-

зывает, что для параметров из области под пунктирной кривой log10LA = 0

и над кривой затухания (область существования единственного решения)

бегущие волны горения устойчивы. В отличие от этого для области па-

раметров, где могут сосуществовать два решения, медленная ветвь всегда

неустойчива, а быстрая ветвь решений либо устойчива, либо испытывает

появление пульсаций в результате бифуркации Андронова-Хопфа. Точеч-

ная линия соответствует критическим значениям параметров для бифур-

кации Андронова-Хопфа. Между точечной и сплошной кривыми находит-

ся область параметров, где быстрая ветвь неустойчива. При пересечении

в пространстве параметров точечной кривой, например, при увеличении

β для фиксированного LA, быстрая ветвь решений теряет устойчивость.

Дальнейшее увеличение β и приближение к кривой затухания приводит к

изменению характера неустойчивости с пульсирующей к равномерной, как
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Рис. 2.26 . Критические значения параметров для затухания и бифуркации Анронова-
Хопфа на плоскости параметров (β, LA) при LB = 1, 0.2 и 5 с характерными областями
устойчивости, определенным как на рис. 2.25.

это показано на рис. 2.24 для случая LA = 10.0.

Звездочкой на рис. 2.25 отмечены значения параметров, при кото-

рых встречаются точечная и сплошная кривые. Эта ситуация соответству-

ет бифуркации Богданова-Такенса ко-размерности два. Она является точ-

кой, из которой исходит кривая критических значений параметров для би-

фуркации Андронова-Хопфа, и, следовательно, непосредственно отвечает

за появление пульсаций пламени в данной модели. В отличие от резуль-

татов [67, 111] для одноступенчатой модели, где бифуркация Богданова-

Такенса была найдена для чисел Льюиса больших единицы, в нашем слу-

чае она расположена при LA = 1.

Диаграмма устойчивости на плоскости параметров (β, LA) для раз-

личных значений LB = 0.2, 1.0, и 5.0 построена на рис. 2.26. Как видно

на графиках изменение LB качественно не влияет на особенности диаграм-

мы устойчивости, хотя критические значения параметров для бифуркации

Андронова-Хопфа существенно сдвигаются в сторону больших значений β

с увеличением LB. Кривая затухания очень слабо изменяется при варьи-

ровании LB, а именно, она вращается против часовой стрелки около точки

бифуркации Богданова-Такенса с увеличением LB. Следует отметит, что

положение бифуркации Богданова-Такенса не меняется с варьированием
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Рис. 2.27 . Диаграммы устойчивости для LB = 1 и r = 10−3. На рис. (a) диаграмма
показана на плоскости параметров (β, LA) при ua = 0.0 и ua = 0.01. На рис. (b) диаграмма
построена на плоскости (ua, β) при LA = 10.0. Сплошная и пунктирная линии представляют
критические значения параметров для затухания и бифуркации Андронова-Хопфа, соответ-
ственно.

LB.

Влияние внешней температуры на устойчивость пламени так же

исследовалось. Результаты этой работы продемонстрированы на рис.

2.27, где критические значения параметров для затухания и бифуркации

Андронова-Хопфа построены сплошной и пунктирной линиями, соответ-

ственно, на рис. 2.27(a) на плоскости параметров (β, LA) при LB = 1, а

на рис. 2.27(b) на плоскости (ua, β) при LA = 10.0. Ввиду того, что пуль-

сирующие неустойчивости возникают при LA > 1, на рис. 2.27 показан

только этот случай. На рис. 2.27(a) число Льюиса для топлива постро-

ено в логарифмическом масштабе в иллюстративных целях. Диаграмма

устойчивости показана для двух значений температуры окружающей сре-

ды ua = 0.0 и ua = 0.01. Для каждого значения ua параметры правее от

сплошной кривой соответствуют области параметров, где решение в виде

бегущей волны не существует, а правее от сплошной кривой - области па-

раметров, где могут сосуществовать два решения в виде бегущей волны,

причем медленная ветвь всегда неустойчива. Как видно на 2.27(a) увели-



110

чение ua сдвигает как границу существования бегущих волн горения, так

и критические значения параметров для бифуркации Андронова-Хопфа в

сторону более высоких значений безразмерной энергии активации. Други-

ми словами прогрев свежей смеси имеет сильный стабилизирующий эф-

фект на распространение волн горения, что качественно согласуется с ре-

зультатами для одноступенчатой модели [74]. Это особенно хорошо видно

на рис. 2.27(b), где критические значения параметров для затухания и би-

фуркации Андронова-Хопфа построены на плоскости β от ua при LA = 10

и LB = 1. Область над сплошной кривой обозначенная ’no solutions’ соот-

ветствует параметрам, при которых не существует бегущих волн горения,

а область ниже сплошной кривой - параметрам, при которых существует

два решения. Медленная ветвь неустойчива, а быстрая ветвь устойчива ни-

же пунктирной кривой и испытывает пульсирующие неустойчивости при

значениях параметров выше нее.

2.7.1. Бифуркация Андронова-Хопфа и пульсирующие решения

Пульсирующие волны горения, возникающие в результате бифурка-

ции Андронова-Хопфа при пересечении нейтральной границы устойчиво-

сти в пространстве параметров, исследуются численно. Система (2.3) ре-

шается на достаточно большом интервале координаты для того, чтобы гра-

ничные условия (2.5) удовлетворялись с хорошей точностью. Для решения

системы (2.3) был использован метод расщепления по физическим процес-

сам. Вначале решалась система обыкновенных дифференциальных уравне-

ний, описывающих процессы изменения температуры, концентрации топ-

лива и радикалов, за счет реакций разветвления и рекомбинации. Для это-

го использовался метод Рунге-Кутта четвертого порядка. На втором этапе

решались уравнения переноса. В этом случае использовалась безусловно

устойчивая схема Кранка-Николсона, обладающая вторым порядком ап-

проксимации как по времени, так и по пространству. Начальные условия

берутся в виде бегущих волн - решений системы (2.6).

Результаты исследования представлены на рис. 2.28, где проиллю-

стрировано поведение пульсирующих волн горения для LA = 3.0, LB = 1.0

и β = 4.08. Значение β взято за пороговым значением энергии активации
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для бифуркации Андронова-Хопфа, βh = 4.0703... Этот набор параметров

показан на рис. 2.25 крестом, расположенным сразу за нейтральной грани-

цей устойчивости (точечная кривая). Начальный профиль в виде бегущей

волны горения неустойчив по отношению к пульсирующим возмущениям.

Эта неустойчивость искажает решение на начальных стадиях эволюции во

времени. Появляются локальные переходные пики в распределении тем-

пературы по координате и осцилляции формы и максимального значения

концентрации радикалов, wmax. Профиль концентрации топлива главным

образом подвержен изменениям кривизны фронта, хотя некоторые малые

осцилляции концентрации наблюдаются и в зоне продуктов. Значение wmax

и положение максимума распределения радикалов ξmax являются удоб-

ными параметрами для описания пульсирующей природы решений. Здесь

ξ = x−cdriftt - это координата в системе отсчета движущейся со скоростью

cdrift, которая представляет собой среднее значение скорости распростра-

нения пламени cdrift = lim
t→∞

xmax/t, где xmax - это координата максимума

концентрации радикалов в лабораторной системе отсчета.

По мере развития пульсирующей неустойчивости, значения wmax и

ξmax испытывают осцилляции с экспоненциально нарастающей по времени

амплитудой. Этот тип поведения так же описан в [175], где показано, что

частота осцилляций задается мнимой частью Imλ пары точек дискретно-

го спектра Σdisc, ответственных за появление неустойчивости. На временах

порядка (Reλ)−1 амплитуды осцилляций, wmax(t) и ξmax(t), достигают на-

сыщения и стабилизируются на определенных значениях. Поведение про-

филей u(ξ, t), v(ξ, t) и w(ξ, t) становится периодическим во времени и

скорость волны, определенная как dxmax/dt, усредненная по периоду пуль-

саций, становится постоянной и равной cdrift, таким образом формируется

пульсирующая волна горения.

На рис. 2.28 (a), (b) и (c) построены профили температуры, концен-

трации радикалов и топлива для пульсирующих волн горения. Профили

взяты для трех моментов времени t1 = 0, t2 = 8750, и t3 = 17500. По-

скольку решение является периодическим, время отсчитывается от 0 до T ,

где T ≈ 30492.5 - это период колебаний. Координата ξ = x − cdriftt берет-

ся в сопутствующей системе отсчета, движущейся со скоростью cdrfit. На
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Рис. 2.28 . Пульсирующие волны горения при LA = 3, LB = 1, и β = 4.08. На рисунках (a),
(b) и (c) построены профили температуры, u(ξ), концентрации топлива, v(ξ), и концентра-
ции радикалов, w(ξ), соответственно. Профили взяты в моменты времени t1 = 0, t2 = 8750
и t3 = 17500, помеченные как 1, 2 и 3, соответственно. Зависимости значений wmax и ξmax

от времени представлены на рис. (d) и (e). На рис. (f) построен максимум концентрации
радикалов, wmax, от координаты этого максимума, ξmax.
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рис. 2.28 (a) видно, что профиль температуры как функция ξ меняет свое

поведение за период осцилляций с монотонного, при t = t1, к решению с

одним локальным максимумом, как показано кривыми 2 и 3. При t = t2

пик температуры относительно узок, а при t = t3 > t2 он расплывется и

температурный профиль постепенно возвращается к монотонному по отно-

шению к координате ξ. Следует отметить, что моментальная координата

максимального градиента u(ξ) так же колеблется около точки ξ = 0. Про-

филь концентрации топлива, v(ξ, t), построен на рис. 2.28 (b) для трех

последовательных моментов времени. Видно, что максимальный наклон

функции v(ξ) в момент времени t изменяется с ходом времени. Коорди-

ната точки максимального градиента так же испытывает периодические

осцилляции около ξ = 0. Поскольку в зоне продуктов существует остаточ-

ное количество не сгоревшего топлива, то за фронтом горения наблюда-

ются малые осцилляции его концентрации. Наиболее интересна динамика

профиля радикалов w(ξ, t), изображенная на рис. 2.28 (c). Распределение

концентрации радикалов все время остается колокол-образной функцией

координаты ξ с единственным локальным максимумом w(ξ), достигаемым

при ξ = ξmax. Как wmax, так и ξmax являются периодическими функция-

ми времени, что продемонстрировано на рис. 2.28 (d) и (e), где приведена

временная зависимость wmax(t) и ξmax(t), соответственно. Распределение

радикалов испытывает периодические колебания около среднего положе-

ния ξ = 0. На рис. 2.28 (f) wmax(t) построена как функция ξmax(t). Видно,

что на плоскости (ξmax, wmax) формируется предельный цикл, которому со-

ответствует пульсирующая волна горения. Резюмируя, пульсирующие вол-

ны горения в среднем распространяются с определенной скоростью, cdrift,

однако, профили u, v и w испытывают периодические осцилляции таким

образом, что пламя то ускоряется, то останавливается в определенные мо-

менты времени.

Для того, чтобы изучить свойства бифуркации Андронова-Хопфа,

исследуются пульсирующие решения, возникающие при потере устойчи-

вости бегущей волны горения. Результаты численного анализа приведены

на рис. 2.29, где все расчеты были проведены для случая LA = 3.0 и

LB = 1.0. Параметр β варьируется от значений сразу за критическим зна-
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Рис. 2.29 . Бифуркация Андронова-Хопфа и характеристики пульсирующих решений для
LA = 3 и LB = 1. Зависимость ∆wmax амплитуды осцилляций wmax от β построена на рис.
(a). На рис. (b) показана скорость бегущей волны горения с помощью сплошной и пунктирной
линии для устойчивого и неустойчивого решения, соответственно. Средняя скорость пуль-
сирующей волны построена кружками, соединенными сплошной линией. На рис. (c) сплошной
линией представлена частота осцилляций, ω, как функция β, а пунктирная линия показы-
вает мнимую часть точек дискретного спектра, Imλ. На рис. (d) wmax(t) построена как
функция ξmax(t) для различных значений β (как описано в тексте).
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чением для бифуркации Андронова-Хопфа βh = 4.0703... до β = 4.08, а

пульсирующая волна находится решением (2.3) для каждого β. На рис.

2.29 (a), (b) и (c) кружки, соединенные сплошной линией, соответствуют

данным численным результатам. На рис. 2.29 (a) построена зависимость

амплитуды пульсаций максимального значения концентрации радикалов,

∆wmax = max{wmax(t)}−min{wmax(t)} от β. Зависимость ∆wmax(β) имеет

корневой вид, характерный для периодических решений, возникающих в

результате надкритической бифуркации Андронова-Хопфа. На рис. 2.29

(b) построена зависимость скорости бегущей волны горения с помощью

сплошной и пунктирной линии для устойчивого и неустойчивого случая,

соответственно, и средней скорости пульсирующего решения с помощью

кружков, соединенных сплошной линией. Как видно на рисунке пульсиру-

ющая волна горения в среднем распространяется медленней, чем бегущая

волна, и разность скоростей, c − cdrift, растет почти по линейному зако-

ну с увеличением β. Частота пульсаций волны представлена на рис. 2.29

(c) кружками, соединенными сплошной линией. Она так же сравнивается

с мнимой частью пары точек дискретного спектра, ответственных за по-

терю устойчивости бегущей волны горения, которая показана на рисунке

пунктирной линией. Видно, что как скорость, так и частота осцилляций

пульсирующих вон горения меньше, чем соответствующие значения для

бегущей волны. На рис. 2.29 (d) построена зависимость максимального

значения концентрации радикалов, wmax(t), от координаты этого максиму-

ма, ξmax(t), для нескольких значений β: кривая 1 соответствует β = 4.08,

кривая 2 - β = 4.075, кривая - β = 4.072, кривая 4 - β = 4.07075 и кри-

вая 5 -β = 4.0705. Видно, что на плоскости wmax(t) от ξmax(t) формиру-

ются предельные циклы. Амплитуда осцилляций растет с увеличением β.

При β = 4.0705, сразу за нейтральной границей устойчивости, предель-

ный цикл имеет практически эллиптическую форму, а wmax(t) и ξmax(t)

близки к гармоническим осцилляциям. По мере увеличения β предельный

цикл деформируется и принимает треугольную форму при β = 4.08, что

указывает на то, что функции wmax(t) и ξmax(t) содержат более высокие

гармоники в Фурье спектре.

Исследуем свойства бифуркации Андронова-Хопфа более детально с
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помощью стандартной теории возмущения, описание которой можно найти

в целом ряде монографий, например [5]. Здесь мы только кратко опишем

полученные результаты. Пульсирующее решение, рождающееся в результа-

те бифуркации Андронова-Хопфа, из решения в виде бегущей волны ищет-

ся в виде асимптотического ряда

u(ξ, t) = U(ξ) + Av1(ξ, t) + A2v2(ξ, t) + ...,

c = c+ Ac1 + A2c2 + ...

β = βh + Aβ1 +A2β2 + ...,

(2.40)

где u = [u, v, w]T - это решение (2.3) в векторном виде; U(ξ) = [U(ξ),

V (ξ), W (ξ)]T представляет собой решение в виде бегущей волны; малым

параметром разложения является амплитуда пульсаций, A; c - это скорость

бегущей волны горения; βh - это энергия активации, а индекс ‘h’ здесь и да-

лее означает, что параметры взяты в точке бифуркации Андронова-Хопфа.

Другие значения параметров фиксированы, а именно, ua = 0, r = 0.001,

LB = 1, а значение LA определяется ниже. Как показано в [5] в пер-

вом порядке асимптотического разложения v1(ξ, t) можно искать в виде

v1(ξ, t) = v1(ξ) exp(λt), где v1(ξ) удовлетворяет задаче линейной устойчи-

вости, которую перепишем, как задачу на собственные значения

L̂v = λv, (2.41)

для линейного дифференциального оператора

L̂ = D̂+ c∂/∂ξÎ+ M̂(ξ), (2.42)

где мы вводим обозначения Î - это единичная матрица 3× 3,

D̂ =



∂2/∂ξ2 0 0

0 L−1
A ∂2/∂ξ2 0

0 0 L−1
B ∂2/∂ξ2


 (2.43)

оператор дифференцирования в матричном виде,

M̂(ξ) = ∂N̂/∂u
∣∣
u=U(ξ) (2.44)
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это якобиан вектор функции членов реакции, определенной как N̂(u) =[
rw, −βvwe−1/u, βvwe−1/u − βrw

]T
. В (2.43) якобиан берется на решении

в виде бегущей волны, u(ξ, t) = U(ξ). В случае бифуркации Андронова-

Хопфа, рассматриваемом здесь, (2.41) имеет три решения: v
(0)
1
(ξ), v

(1)
1
(ξ)

и v
(2)
1
(ξ) = v

(1)
1
(ξ)∗, которые соответствуют λ = 0, iωh и −iωh. Вместе с

задачей (2.41) необходимо решать проблему на собственные значения

L̂+z(ξ) = λz(ξ), (2.45)

для сопряженного оператора

L̂+ = D̂− c∂/∂ξÎ+ M̂(ξ)T . (2.46)

Сопряженная задача (2.45) так же имеет три решения z(0,1,2) соответству-

ющие собственным значениям λ = 0, iωh и −iωh. В первом порядке теории

возмущения можно показать, что c1 = 0 и β1 = 0, а во втором порядке

разрешимость требует выполнения следующего условия

c2 =

[
〈z(0),N(2)〉

]
T

〈z(0),v(0)
1
〉
, (2.47)

где N(2) обозначает вектор-функцию, которая может быть получена раз-

ложением N(u) с подстановкой (2.40) в ряд по малому параметру A, взяв

члены второго порядка O(A2), содержащие v1. В формуле (2.47) использу-

ется стандартное внутреннее произведение

〈f , g〉 =
∫ +∞

−∞
dξf(ξ)g(ξ), (2.48)

а [·, ·]T обозначает усреднение по времени по периоду пульсаций, T .

Вектор-функции, входящие в выражение (2.47), рассчитываются чис-

ленно, а затем используются для оценки c2 по формуле (2.47). На рис. 2.30

(a) построена зависимость ∆c = cdrift − c, разности скоростей пульсирую-

щей и бегущей волны горения, как функция амплитуды A пульсаций wmax

для LA = 3.0, LB = 1, r = 0.001, ua = 0.0. Энергия активации изменя-

ется от βh ≈ 4.0703 до β = 4.075. Сплошная линия показывает параболу

∆c = c2A
2, где c2 рассчитывается по формуле (2.47). Результаты, полу-

ченные прямым численным интегрированием уравнений (2.3), показаны
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Рис. 2.30 . Свойства бифуркации Андронова-Хопфа. На рисунке (a) построена зависи-
мость ∆c от A при LA = 3.0, LB = 1.0 и различных значениях β ∈ [4.0703, 4.075]. Сплошная
линия представляет результаты, полученные с помощью теории возмущения, а кресты дан-
ные прямого численного интегрирования модельных уравнений. На рисунке (b) показана за-
висимость c2 от LA при LB = 1.0. Квадраты, соединенные сплошной линией, представляют
результаты расчетов по теории возмущения.

крестами. При увеличении β от значений, соответствующих бифуркации

Андронова-Хопфа, наблюдается появление пульсаций. Изначально ампли-

туда A мала и данные, полученные с помощью обоих подходов, хорошо

согласуются. По мере увеличения β до значений порядка 4.075 разница

между результатами, полученными интегрированием (2.3) и с помощью

формулы (2.47), становится заметной. Следует отметить, что при β ≈ 4.075

амплитуда пульсаций, A, достигает порядка 50% от значения wmax для бе-

гущей волны горения при тех же значениях параметров. Следовательно

(2.47) достаточно хорошо описывает свойства пульсирующих решений. На

рис. 2.30 (b) построена зависимость c2 от LA для тех же значений пара-

метров, что и на рис. 2.30 (a). Видно, что для больших значений числа

Льюиса для топлива c2 стремиться к постоянному значению. В противопо-

ложном пределе, LA → 1, значение c2 резко возрастает. Это означает, что в

этом случае система становится очень чувствительна к малым изменениям

параметров.
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Рис. 2.31 . Пульсирующие решения периода два и четыре для LA = 3.0, LB = 1.0,
β = 4.0823 и β = 4.0827 на рис. (a-b) и (c-d), соответственно. На рис (a) и (c) показана
зависимость wmax(t), а на рис. (b) и (d) построено максимальное значение концентрации
радикалов от ξmax.

2.7.2. Удвоение периода пульсаций

Как и в случае моделей с одноступенчатой кинетикой, дальнейшее

увеличение параметра закритичности, в нашем случае β, приводит к удво-

ению периода пульсаций. На рис. 2.31 показаны решения периода два и

четыре, с помощью графиков зависимостей wmax(t) (a, c) и wmax(ξmax) (b,

d). Решение периода два показано на рис. 2.31 (a) и (b) при β = 4.0823.

Предельный цикл при β = 4.08, показанный на рисунке 2.29 (d) состоит

из одной замкнутой петли, которая распадается на две при β = 4.0823,

указывая на появление решения периода два. Дальнейшее увеличение β

приводит ко второй бифуркации удвоения периода и появлению решений

периода четыре. Эти решения проиллюстрированы на рис. 2.31 (c, d) для

β = 4.0827. Предельный цикл состоит уже из четырех петель.
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Далее мы более детально исследуем последовательность бифуркаций

удвоения периода и решения, возникающие в результате данных бифурка-

ций. На рис. 2.32 построены Фурье спектры wmax(t) и отображения Пу-

анкаре для LA = 3, LB = 1, r = 0.001 и нескольких значений энергии

активации, как детализировано в подписи к рисунку. Фурье амплитуды

Wmax
ω построены в логарифмическом масштабе, а частоты отсчитывают-

ся в обратных периодах осцилляций T ≈ 3.05 × 105 так, что ω = 1 на

рис. 2.32 эквивалентно T−1 в нормальных единицах. На рис. 2.32 1 (a)

и (b) β = 4.08, что находится близко к бифуркации Андронова-Хопфа,

для которой βh = 4.0703.... Осцилляции wmax(t) носят явно периодический

характер как видно на рисунке 2.32 1 (a). Спектр Wmax
ω состоит из дис-

кретных эквидистантных линий так, что для каждой линии ωi = i, где

индекс i это натуральное число, нумерующее спектральную линию. Пер-

вая линия в спектре с i = 1 отмечена на графике буквой T для того, чтобы

подчеркнуть, что она соответствует периоду T . Амплитуды более высоких

гармоник с i > 2 в Фурье спектре wmax(t) так же существенны, однако

экспоненциально затухают с увеличением i. Это приводит к деформации

предельного цикла к треугольной форме при β = 4.08, как показано на

рис. 2.29 (d). На рис. 2.32 1 (b) построено отображение Пуанкаре на плос-

кости wmax от ξmax. Точки для отображения берутся в моменты времени

t∗, когда wmax(t) достигает локального максимума. Соответствующие зна-

чения ξmax(t
∗) и wmax(t

∗) затем строятся на плоскости. На рис. 2.32 1 (b)

все данные локализованы вблизи одной точки с координатами (0.0, 0.117),

указывая на то, что динамика системы происходит на предельном цикле.

На рис. 2.32 2 (a) и (b) параметры сдвинуты дальше от границы

устойчивости и β = 4.0818. В этом случае Фурье спектр содержит как

гармоники ω = i основной частоты 1, так и гармоники 0.5 т.е. ω = 0.5i.

Спектральные линии, соответствующие ω = 0.5 и ω = 1.0, отмечены как 2T

и T . Появление частот кратных 0.5 связано с рождением цикла с периодом

2T . На отображении Пуанкаре 2.32 2(b) этот тип решения соответствует

диаграмме с двумя различными точками или двум петлям предельного

цикла на плоскости параметров (ξmax, wmax), как показано на рис. 2.31

(d).
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Рис. 2.32 . На графиках слева, отмеченных буквой ‘а’, представлены Фурье спектры
wmax(t), а на графиках справа, отмеченных буквой ‘b’, показаны отображения Пуанкаре для
LA = 3, LB = 1, r = 0.001 и нескольких значений β: 4.08, 4.0818, 4.0826, 4.08274, 4.0829 на
рис. 1, 2, 3, 4, 5, соответственно.
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Небольшое изменения энергии активации до значений β = 4.0826 и

β = 4.08274 приводит к последовательности бифуркаций удвоения периода

и появлению решения с периодом 4T , показанного на рис. 2.32 3 (a, b) и пе-

риода 8T , показанного на рис. 2.32 4 (a, b), соответственно. Фурье спектр

этих решений содержит дополнительные множества линий, кратных часто-

там 0.25, отмеченные как 4T , и 0.125, отмеченные как 8T , на рис. 2.32 3

(а), 4 (a). Отображения Пуанкаре решений 4T и 8T представлены на рис.

2.32 3 (b) и 4 (b), соответственно, где видно, что отображение для цикла

с периодом 4T состоит из четырех точек, а отображение для решения с

периодом 8T – из восьми отдельных точек.

Наиболее существенно изменение динамики системы от регулярной к

хаотической наблюдается при изменении энергии активации до β = 4.0829,

как показано на рис. 2.32 5 (a) и 5(b). В этом случае Фурье спектр wmax(t)

становится непрерывным с точностью до спектрального разрешения, ко-

торое составляло 0.003 в единицах обратного периода, принятых на рис.

2.32. На нерегулярном фоне частот по прежнему можно различить линии

с относительно более высокой амплитудой и частотами ω = i, что указыва-

ет но то, что динамика системы содержит след осцилляций на фундамен-

тальной частоте колебаний с периодом T . Отображение Пуанкаре на рис.

2.32 5 (b) имеет вид, характерный для хаотической динамики. Последова-

тельные точки отображения случайным образом заполняют определенную

область на плоскости параметров wmax от ξmax. Распределение точек отоб-

ражения не выявляет определенной регулярной структуры и равномерно

распределено по доступной области, что свидетельствует о нерегулярности

колебаний в этом случае.

На рис. 2.33 на плоскости (β, log10LA) с помощью крестиков, со-

единенных сплошной линией, построены критические значения парамет-

ров для первых трех последовательных бифуркаций удвоения периода при

других параметрах взятых равными LB = 1, r = 0.001. Крестики пред-

ставляют результаты, полученные численным интегрированием модельных

уравнений в частных производных (2.3) для LA = 1.5, 2, 3 и 10, а сплош-

ные линии - это интерполяция численных данных. Используя критические

значения для бифуркаций удвоения периода, βi, мы можем сделать оценку
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Рис. 2.33 . Диаграмма бифуркаций удвоения периода на плоскости параметров (β,
log10 LA) при LB = 1. Пунктирная и точечная линии представляют критические значения
параметров для затухания бегущей волны и бифуркации Андронова-Хопфа, соответственно.
Кресты, соединенные сплошной линией показывают критические значения параметров для
бифуркаций удвоения периода. Вложенный рисунок демонстрирует увеличение отдельной об-
ласти диаграммы.

границы появления хаотического режима, β∞, исходя из критерия универ-

сальности Фейгенбаума для каскада бифуркаций удвоения периода [192].

Затем, полученные таким образом оценки, проверялись численным инте-

грированием. Эти данные так же нанесены на график 2.33 в виде крести-

ков, соединенных сплошной линией. Точечная и пунктирная кривые по-

казывают критические значения параметров для бифуркаций Андронова-

Хопфа и складки, соответственно. Область параметров, расположенная на

плоскости слева от точечной кривой, соответствует значениям парамет-

ров, при которых существует устойчивая быстрая ветвь решений в виде

бегущей волны. В области параметров между точечной и пунктирной кри-

вой бегущие воны горения линейно неустойчивы и наблюдаются различ-

ные пульсирующие решения. Наконец, для параметров, находящихся ниже

пунктирной кривой, решений в виде бегущей волны не существует.

На рис. 2.33 видно, что пульсирующие волны с различными перио-

дами расположены в узких областях параметров вдоль нейтральной гра-

ницы устойчивости, связанной с бифуркацией Андронова-Хопфа. Из всех
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Рис. 2.34 . Тонкая структура критических значений параметров для бифуркаций удво-
ения периода, показанных крестиками, соединенными сплошной линией, на плоскости пара-
метров (log10 LA,

√
β∞ − β) при LB = 1.

периодических решений полоса в пространстве параметров, где существу-

ют устойчивые решения периода T , имеет наибольшую ширину. Она отме-

чена символом ‘T ’. Область параметров, где найдены устойчивые решения

периода 2T , едва видна на полномасштабном графике. Критические значе-

ния параметров, β1(LA), β2(LA) и β3(LA), соответствующие бифуркациям

решений периода 2T , 4T и 8T , находятся настолько близко, что их тяжело

отличить друг от друга, поэтому мы так же строим увеличение области

около точки LA = 10 и β = 4.125 на вложенном рисунке.

На рис. 2.34 построены критические значения параметров для би-

фуркаций Андронова-Хопфа и удвоения периода, β1,2,3(LA), на плоскости

(log10LA, (β∞ − βi)
1/2) с помощью крестиков, соединенных интерполяци-

онными линиями, отмеченными как 1, 2, 4 и 8, соответственно. Коорди-

наты на графиках шкалированы таким образом, чтобы разрешить тонкую

структуру каскада бифуркаций для различных значений LA. Области па-

раметров, где существуют решения периода T , 2T , 4T и 8T (отмеченные

соответственно на рис. 2.34) экспоненциально стягиваются по β. Рассто-

яние между соседними бифуркациями, βi+1 − βi, убывает по закону уни-

версальности Фейгенбаума [192] с константой, которую мы оцениваем по
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Рис. 2.35 . Проекция странного аттрактора и сценарий затухания построенные на плос-
кости параметров wmax от ξmax при LA = 3, LB = 1, r = 0.001, β = 4.0829 на рисунке (a)
и β = 4.0831 на рисунке (b), соответственно. Зависимость c от β при LA = 3, LB = 1,
r = 0.001 на рисунках (c) и (d). Рисунок (d) - это увеличенная версия рисунка (c).

численным данным как δ = 4.7±0.1. Важно отметить, что разность между

βi+1 и βi является монотонной функцией LA: для больших чисел Льюиса

для топлива ширина областей, где существуют различные пульсирующие

решения, возрастает и, наоборот, βi+1 − βi стремится к нулю при LA при-

ближающемся к 1.

После пересечения в пространстве параметров границы областей с пе-

риодическими и хаотическими решениями, формируется странный аттрак-

тор. На рис. 2.35 (a) проиллюстрирована проекция странного аттрактора

на плоскость (ξmax, wmax). Точнее говоря, на этом графике построены пер-

вые 200 петель траектории, приближающейся к странному аттрактору для

значений параметров LA = 3, LB = 1, r = 0.001 и β = 4.0829. Как видно

на рисунке временные осцилляции максимального значения концентрации

радикалов и координаты максимума растут с увеличением β от 4.08 для

рис. 2.32 до 4.0829 для рис. 2.35. Эти осцилляции сопровождаются сни-

жением средней скорости пламени, c, и ростом осцилляций моментальной

скорости волны в бегущей системе отсчета, c̃ = dξmax/dt. Например, для
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значений параметров, соответствующих хаотическому режиму, изображен-

ному на рис. 2.35 (a), средняя скорость пламени c = 0.01587, в то вре-

мя как скорость бегущей волны горения для тех же значений параметров

c = 0.01733. Это так же видно на рис. 2.35 (c) и его увеличенной версии,

рис. 2.35 (d), где построена зависимость c от β. На рис. 2.35 (c) устойчи-

вая ветвь показана с помощью сплошной линии, а пунктирная линия пред-

ставляет неустойчивое решение в виде бегущей волны. На рис. 2.35 (d)

сплошная линия соответствует численным результатам, а пунктирная по-

казывает воображаемое изображение ветвей, которые теряют устойчивость

в результате бифуркации удвоения периода. На увеличенном рисунке 2.35

(d) отчетливо видна последовательность бифуркаций удвоения периода.

Следует отметить, что для ситуации, отображенной на рис. 2.35 (a),

моментальная скорость вдоль направления распространения волны горе-

ния достигает значений c̃max = 0.016, а в обратном направлении минимум

скорости равен c̃min = −0.007. Подобные изменения в скорости распро-

странения волны горения, происходят при изменении контрольного пара-

метра β от величины равной 4.0703 для бифуркации Андронова-Хопфа,

до 4.0829, соответствующей хаотическому режиму, т.е. на примерно 0.3%

своего значения.

При дальнейшем увеличении энергии активации наблюдается резкое

изменение динамики системы, как это продемонстрировано на рис. 2.35 (b)

для β = 4.0831. После того, как проекция траектории на плоскость wmax от

ξmax описывает несколько витков в области, где ожидается расположение

странного аттрактора, она уходит к точке с wmax = 0. Другими словами,

решение уравнений (2.3) приближается к стационарному распределению

u(x, t) = 0, v(x, t) = 1, w(x, t) = 0, соответствующему затуханию. Тот же

сценарий наблюдается при LA ∈ (1, 10]. Для всех чисел Льюиса для топ-

лива, LA, затухание происходит вблизи значений параметров, при которых

рождается хаотический режим горения, так, что его ширина может быть

оценена по порядку величины равной β∞ − β3.
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2.7.3. Переходный хаос

Как показано в предыдущем пункте, при пересечении границы хао-

тической области в пространстве параметров в фазовом пространстве си-

стемы рождается странный аттрактор. Для того, чтобы исследовать его

свойства мы численно рассчитываем значение максимального показателя

Ляпунова, σ [193, 194]. На рис. 2.36 построена зависимость σ от β при

LA = 10.0, LB = 1, r = 0.001 и ua = 0.0. На графике показана численная

ошибка, соответствующая стандартному отклонению расчета σ. Значение

числа Льюиса для топлива фиксировано равным LA = 10.0 в иллюстра-

тивных целях, поскольку расстояние между последовательными бифурка-

циями удвоения периода, границ хаоса и затухания в пространстве пара-

метров является наибольшим из рассмотренных в данном случае. Мож-

но сделать оценку критического значения энергии активации по критерию

универсальности Фейгенбаума, как это обсуждается в предыдущем пункте,

что дает β∞ = 4.14369. Эта оценка очень близка к результатам численного

счета на рис. 2.36, где видно, что появление хаотического режима происхо-

дит между β = 4.144371, для которого σ = 0, и β = 4.144372, для которого

σ положительно. Следовательно, оценка критических значений парамет-

ров для появления хаоса по критерию Фейгенбаума очень точна для ис-

следуемой модели. При энергиях активации, превышающих критическое

значение, σ становится положительным и растет с дальнейшим увеличе-

нием β, что доказывает хаотический характер пульсаций волн горения и

динамики системы.

Дальнейшее увеличение β до приблизительно 4.1444 приводит к рез-

кому изменению динамики системы, т.е. к затуханию распространения пла-

мени, как описано выше. В пространстве параметров системы всегда суще-

ствует регулярный аттрактор, связанный с состоянием не прореагировав-

шей смеси, при котором реакция находится в замороженном состоянии и

температура равна температуре окружающей среды. Это состояние имеет

в фазовом пространстве свой бассейн притяжения и при некоторых значе-

ниях параметров он становится связанным с бассейном притяжения стран-

ного аттрактора. В результате пространственно-временной хаос коллапси-



128

Рис. 2.36 . Максимальный показатель Ляпунова, σ, как функция β при LA = 10.0, LB = 1,
r = 0.001 и ua = 0.0.
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Рис. 2.37 . Зависимость N от времени t при LA = 10, LB = 1, β = 4.14435, r = 0.001 и
ua = 0.0. Гистограмма представляет данные, полученные прямым интегрированием (2.3), а
пунктирная линия - это результат численной аппроксимации.
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рует и траектории, делая некоторое количество витков в области, занима-

емой ранее странным аттрактором, выходят в бассейн притяжения регу-

лярного аттрактора и стремятся к состоянию покоя, связанному со свежей

смесью. Такой тип поведения известен как переходный хаос и встречает-

ся в различных динамических системах, включая системы типа реакция-

диффузия [195, 196].

Кризис хаотических осцилляций происходит скачкообразным и слу-

чайным образом. Мы исследовали статистические свойства этого процесса.

Для заданных фиксированных значений параметров решаются уравнения

(2.3) при различных начальных условиях, взятых внутри бассейна притя-

жения странного аттрактора, и оценивается время жизни пульсирующих

решений до наступления затухания. На рис. 2.37 построена зависимость

числа событий (затуханий) от времени интегрирования в виде гистограм-

мы, т.е. ось времени разбивается на равные отрезки продолжительностью

∆T = 1.26× 105 и считается число событий, произошедших за этот интер-

вал времени. Параметры берутся равными LA = 10, LB = 1, β = 4.14435,

r = 0.001 и ua = 0.0. Полное число попыток превосходит 500 для ре-

зультатов, показанных на рис. 2.37. Зависимость N(t) имеет характер экс-

поненциального распределения, которое описывает время между событи-

ями в случайном Пуассоновском процессе. Линейная регрессия позволя-

ет получить среднее время жизни, которое равно τ = 4.75 × 105. Соот-

ветствующий коэффициент корреляции Пирсона составляет 0.94. На рис.

2.37 так же пунктирной линией показаны результаты статистической обра-

ботки данных численного интегрирования в виде экспоненциального рас-

пределения. С увеличением β среднее время жизни распространяющегося

решения быстро затухает. Даже небольшое изменение энергии активации

вызывает существенный сдвиг величины τ : при β = 4, 14435 значение τ

равно 4.75× 105, при β = 4, 144375 значение τ составляет 3, 1× 105, а при

β = 4, 1444 оно снижается до 2, 35 × 105. Подобная высокая чувствитель-

ность к изменениям контрольных параметров типична для переходных и

сверхпереходных процессов [196]. Однако, прояснение детальных характе-

ристик переходного хаоса является очень трудоемкой счетной задачей и

выходит за рамки данной работы.
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§ 2.8. Двухмерная устойчивость пламени и стоячие волны горе-

ния

В этом пункте результаты анализа линейной устойчивости волн горе-

ния обобщены на двухмерный неадиабатический случай. Задача линейной

устойчивости модифицируется соответственно [111, 197]. Решение ищем в

виде u(ξ, t) = U(ξ)+ ǫφ(ξ) exp(λt+ iky), v(ξ, t) = V (ξ)+ ǫψ(ξ) exp(λt+ iky)

и w(ξ, t) = W (ξ) + ǫχ(ξ) exp(λt+ iky), где [U(ξ), V (ξ), W (ξ)] представляет

бегущую волну горения, члены пропорциональные малому параметру ǫ -

это линейное возмущение, λ является спектральным параметром, опреде-

ляющим временную эволюцию возмущения, k - это волновое число, зада-

ющее структуру возмущения в направлении, перпендикулярном направле-

нию распространения волны. Подставляя это разложение в (2.3), оставляя

только члены, пропорциональные первому порядку по ǫ, и вводя вектор

функцию с элементами v(ξ) = [φ, ψ, χ, φξ, ψξ, χξ]
T , мы получаем

vξ = Â(ξ, λ, k)v, (2.49)

где

Â =

[
0 Î

Ĥ(ξ, λ) + k2Î Ĉ

]
, (2.50)

Ĥ =




λ+ h 0 −r

βLA
VW

U 2
e−1/U βLAWe−1/U + LAλ βLAV e

−1/U

−βLB
VW

U 2
e−1/U −βLBWe−1/U −LB(βV e

−1/U − λ− βr)




,

(2.51)

Ĉ =




−c 0 0

0 −cLA 0

0 0 −cLB


 , Î =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 . (2.52)

Задача линейной устойчивости решается нахождением дискретного

спектра на комплексной плоскости с помощью метода функции Эванса
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Рис. 2.38 . Дисперсионное соотношение Reλ(k) (рис. a) и Imλ(k) (рис. b) для LB = 1,
β = 3.85, r = 10−3, h = 10−6 и различных значений LA.

[198]. В отличие от одномерной задачи (2.36), для которой дискретный

спектр состоит из множества точек при фиксированных значениях пара-

метров, в двухмерной задаче (2.49) мы получаем зависимости λ(k) или

дисперсионные соотношения. Типичные дисперсионные соотношения при-

ведены на рис. 2.38 – 2.40, на которых проиллюстрированы различные

возможные сценарии потери устойчивости. Для большей ясности, на этих

рисунках показана только часть плоскости (Imλ, k), поскольку полное дис-

персионное соотношение всегда состоит из комплексно сопряженных ча-

стей, которые могут быть получены отражением Imλ(k) относительно оси

k.

2.8.1. Анализ дисперсионных соотношений

На рис. 2.38 параметры взяты равными LB = 1, β = 3.85, r = 10−3,

h = 10−6, а LA варьируется, как отображено в подписях к рисунку. Для

быстрой ветви решений и LA = 1.07 дисперсионное соотношение показано

пунктирно-точечной линией. В этом случае параметры взяты достаточно
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далеко от условия затухания бегущей волны. Как видно на рис. 2.38 (a)

дисперсионное соотношение имеет отрицательную действительную часть

для всех значений k. Это означает, что соответствующая бегущая вол-

на горения устойчива. Следует отметить, что λ(k) существует для всех

k, превышающих некоторое значение, kg, и, следовательно, дисперсионное

соотношение имеет щель при волновых числах, меньше чем kg, при кото-

рых дисперсионное соотношение не существует. Это связано с бифурка-

цией, описанной в [199], которая вызвана поглощением дискретного спек-

тра непрерывным спектром при конечном критическом значении волнового

числа kg.

С уменьшением LA вдоль быстрой ветви решений мы приближаемся

к условию затухания, что сопровождается стягиванием щели в дискретном

спектре, т.е. kg становится меньше в то время, как действительная часть

дисперсионного соотношения остается отрицательной при всех k. Это про-

иллюстрировано на рис. 2.38 пунктирной кривой для LA = 1.06 (быстрая

ветвь решений). Когда число Льюиса для топлива приближается к преде-

лу затухания, LA → Lext
A ≈ 1.05465, вдоль быстрой ветви решений, щель

в спектре исчезает, kg → 0, дисперсионное соотношение восстанавливается

для всех значений k, как это показано на рис. 2.38 с помощью сплошной

линии. Следует отметить, что зависимость Reλ(k) становится касательной

к оси k, а Imλ(k) = 0 при k = 0, сигнализируя о последующем изменении

спектральных характеристик при дальнейшем уменьшении LA и перехо-

де с быстрой на медленную ветвь решений через бифуркацию складки.

Поведение дисперсионного соотношение при k = 0 в точке бифуркации

складки, указывает на то, что в этом случае существует дважды вырож-

денная точка дискретного спектра λ(0) = 0. При изменении LA и переходе

на медленную ветвь решений одна из действительных точек дискретного

спектра при k = 0 сдвигается из начала координат так, что Reλ(0) > 0 и

Imλ(0) = 0, в то время, как другая остается в нуле комплексной плоско-

сти. Закрепленная на этих двух точках дискретного спектра, для малых

волновых векторов появляется чисто действительная часть дисперсионно-

го соотношения, которая состоит из двух ветвей. Эти ветви сходятся и

совпадают при некотором волновом числе и при больших значениях k за-
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Рис. 2.39 . Дисперсионное соотношение Reλ(k) (рис. a) и Imλ(k) (рис. b) для LA = 2,
LB = 1, r = 10−3, h = 10−6 и различных значений β.

меняются парой комплексно сопряженных λ(k) соотношений с ненулевыми

мнимыми частями. Эта ситуация показана на рис. 2.38 с помощью точеч-

ной кривой для LA = 1.07 на медленной ветви решений. Таким образом,

переход с быстрой на медленную ветви решений сопровождается потерей

устойчивости в точке бифуркации складки. При этом неустойчивость носит

одномерный характер, поскольку доминирующая часть дисперсионного со-

отношения соответствует планарному равномерному возмущению с k = 0

и Imλ = 0.

Выше мы рассмотрели случай, когда значения LA близки к единице.

Однако, для достаточно больших LA наблюдается другой сценарий потери

устойчивости бегущих волн горения. На рис. 2.39 и 2.40 дисперсионные

соотношения построены при числе Льюиса для топлива взятого равным

LA = 2, в то время, как остальные параметры фиксированы LB = 1,

r = 10−3, h = 10−6, а энергия активации, β, варьируется. На рис. 2.39

рассмотрена быстрая ветвь решений вдалеке от условия затухания. Для

β = 3.85 дисперсионное соотношение показано линией с длинной штри-
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ховкой и наблюдается щель в спектре для малых значений волнового чис-

ла. С увеличением β, щель в дисперсионном соотношении уменьшается и

при некотором значении β она исчезает как показано на рисунке с помо-

щью пунктирно-дважды-точечной и пунктирно-точечной линии, построен-

ных для β = 3.90 и 3.95, соответственно. Для β = 3.95 устанавливается

непрерывное дисперсионное соотношение, существующее для всех значе-

ний k. Важно отметить, что зависимость Reλ от k имеет один максимум

при некотором значении волнового числа, kmax. Дальнейшее увеличение

энергии активации приводит к росту максимума Reλ(k) и при некотором

критическом значении β ≈ 4.0009 график касается оси k в точке k = kmax,

как показано на рис. 2.39 пунктирной кривой. Это соответствует потере

устойчивости бегущей волны горения по отношению к волновой неустойчи-

вости, которая может быть охарактеризована определенными масштабами

длины и времени, связанными с величинами обратными kmax и Imλ(kmax),

соответственно. Дальнейший сдвиг в пространстве параметров в сторону

более высоких значений β ведет к тому, что Reλ(kmax) становится положи-

тельным числом и появляется область значений k, включающая kmax, для

которых бегущая волна горения теряет устойчивость по отношению к со-

ответствующим линейным возмущениям. Важно отметить, что в то время

как пламя становится неустойчивым по отношению к двумерным возмуще-

ниям с определенными волновыми числами, оно по прежнему устойчиво по

отношению к плоским продольным модам задачи (2.36) и (2.49). Говоря ма-

тематически строго, Reλ(0) < 0. Такая ситуация сохраняется до тех пор,

пока β не достигнет критического значения β ≈ 4.0156, соответствующего

бифуркации Андронова-Хопфа. Этот случай продемонстрирован на рис.

2.39 с помощью точечной линии, где отчетливо видно, что Reλ(k) → 0

при k → 0, в то время, как Imλ(0) > 0. После того, как мы пересека-

ем кривую, соответствующую критическим параметрам для бифуркации

Андронова-Хопфа, действительная часть дисперсионоого соотношения ста-

новится положительной при k = 0, что показано на рис. 2.39 сплошной

кривой, построенной для β = 4.05.

На рис. 2.40 представлены результаты дальнейшего исследования

спектральных свойств задачи линейной устойчивости бегущих волн горе-
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Рис. 2.40 . Дисперсионное соотношение Reλ(k) (рис. a) и Imλ(k) (рис. b) для LA = 2,
LB = 1, r = 10−3, h = 10−6 и различных значений энергии активации на быстрой ветви
решений β = 4.05 (кривая 1) и 4.10 (кривая 2), в точке поворота β = 4.11970 (кривая 3) и на
медленной ветви решений β = 4.089 (кривая 4).

ния. Кривая 4 на рис. 2.40 повторяет дисперсионное соотношение, постро-

енное на рис. 2.39 сплошной линией, соответствующей неустойчивому ре-

шению на быстрой ветви. По мере продвижения в пространстве параметров

в сторону точки затухания вдоль быстрой ветви решений, поведение дис-

персионного соотношения меняется. Зависимость λ от k становится чисто

действительной для интервала длин волн от нуля до некоторого значе-

ния, что показано на рисунках кривой 3. Это спектральное преобразование

имеет в своей основе одномерный механизм и вызвано слиянием пары ком-

плексно сопряженных точек дискретного спектра на действительной оси

через бифуркацию типа седло-узловой при k = 0. При изменении β эти

точки приближаются к действительной оси так, что Reλ > 0 и Imλ → 0.

Затем они сталкиваются и расходятся вдоль действительной оси в виде

пары действительных точек дискретного спектра. С точки зрения двух-

мерного анализа, эта бифуркация приводит к рождению пары чисто дей-

ствительных ветвей дисперсионного соотношения (Imλ(k) = 0), которые

выходят из этих двух точек дискретного спектра одномерной задачи при
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k = 0 и формируют замкнутую полу-петлю на графике Reλ от k с точкой

поворота на правом конце при k > 0, как показано пунктирной кривой

3. В точке поворота две ветви дисперсионного соотношения входят друг

в друга и при больших k это приводит к трансформации дисперсионного

соотношения из действительного в пару комплексно сопряженных ветвей.

Появление чисто действительных частей дисперсионного соотноше-

ния так же имеет важные последствия: при этом тип доминирующей

неустойчивости трансформируется из двухмерного волнового в равно-

мерный плоский, который полностью описывается одномерным анализом

устойчивости (2.36). Дальнейшее увеличение β в сторону точки бифурка-

ции складки вдоль быстрой ветви решений не приводит к качественному

изменению дискретного соотношения. По достижении точки поворота од-

на из точек дискретного спектра одномерной задачи устойчивости (2.36)

совпадает с началом координат комплексной плоскости, приводя к тому,

что одна из действительных ветвей дисперсионного соотношения закреп-

ляется в нуле комплексной плоскости при k = 0. Это показано на рис. 2.40

с помощью кривой, отмеченной 2, построенной для точки поворота зави-

симости скорости бегущей волны от энергии активации. При переходе на

медленную ветвь решений зависимость λ от k проиллюстрирована кривы-

ми 1 на рис. 2.40. Видно, что для медленной ветви решений доминирующая

неустойчивость носит равномерный и одномерный характер.

2.8.2. Диаграмма устойчивости и пространственно-временные

характеристики неустойчивости

Результаты анализа линейной устойчивости резюмированы на рис.

2.41 (a), где на плоскости log10LA от β показаны критические значе-

ния параметров для появления волновой неустойчивости, бифуркаций

Андронова-Хопфа и складки. Для каждого набора параметров, изображен-

ных на рисунке, пунктирной линией представлены критические значения

параметров для затухания (или бифуркации складки). Всюду на плоско-

сти параметров выше данных кривых существуют быстрые и медленные

ветви решений в виде бегущей волны, распространяющиеся с разной скоро-

стью. Эти ветви входят одна в другую в точке затухания и решения в виде
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Рис. 2.41 . На рисунке (a) показана диаграмма устойчивости на плоскости параметров
log10LA от β при LB = 1 и различных значениях h и r: h = 10−6, r = 10−3 кривая 1; h = 0,
r = 10−3 кривая 2; и h = 10−6, r = 5 × 10−4 кривая 3. Сплошные, точечные и пунктирные
линии представляют критические значения параметров для появления волновой неустойчи-
вости, бифуркации Андронова-Хопфа и складки, соответственно. На рисунке (b) в тех же
координатах приведена диаграмма устойчивости для одноступенчатой модели. Ромбы, со-
единенные точечной кривой и пунктирная линия представляют критические значения пара-
метров для бифуркаций Андронова-Хопфа и складки для неадиабатической модели с h = 10−6,
соответственно. Кресты, соединенные точечной линией, показывают критические значения
параметров для бифуркации Андронова-Хопфа, а сплошная линия изображает результаты
асимптотического анализа для адиабатического случая (h = 0.0).
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бегущей волны перестают существовать для параметров, расположенных

ниже пунктирных кривых. Анализ дисперсионных кривых показывает, что

медленная ветвь решений всегда неустойчива, поэтому в дальнейшем мы

обсуждаем только быструю ветвь решений.

Точечные линии соответствуют значениям параметров, при которых

происходит бифуркация Андронова-Хопфа в одномерном случае. Таким

образом для плоских продольных возмущений быстрая ветвь устойчива

для области параметров, находящейся слева от точечной кривой для би-

фуркации Андронова-Хопфа, а справа от этой кривой в одномерной задаче

возникают пульсации волны горения. Сплошные линии отображают ней-

тральную границу устойчивости в двухмерной формулировке задачи. В

этом случае волны горения устойчивы для параметров в области слева от

сплошных кривых и испытывают волновые неустойчивости при значениях

параметров расположенных справа от сплошных кривых.

В неадиабатическом случае диаграмма устойчивости построена кри-

выми, обозначенными номером 1, для h = 10−6 и r = 10−3. Как видно

на рис. 2.41 (a) кривые для затухания и нейтральной границы двухмер-

ной устойчивости пересекаются: точка пересечения этих кривых является

бифуркацией ко-размерности два. Мы будем называть ее двухмерной би-

фуркацией Богданова-Такенса. Число Льиса для топлива, соответствую-

щее двухмерной бифуркации Богданова-Такенса, LBT 2D
A , больше единицы,

как показано на рис. 2.41 (a). Это объясняет то, что возможны два различ-

ных сценария потери устойчивости, как это описано в предыдущем пункте.

Если LA > LBT 2D
A , появляющиеся неустойчивости имеют волновой харак-

тер. Дисперсионные соотношения при пересечении нейтральной границы

устойчивости в этом случае имеют вид аналогичный изображенному на

рис. 2.39 и 2.40. Другой сценарий потери устойчивости продемонстриро-

ван на рис. 2.38 и реализуется при LA < LBT 2D
A . В этом случае медленная

ветвь решений устойчива, а плоская равномерная неустойчивость появля-

ется в точке бифуркации складки при переходе с быстрой на медленную

ветви решений в виде бегущей волны.

Кривые, помеченные цифрой 2, представляют адиабатический случай

h = 0 и r = 10−3, для которого одномерная устойчивость детально исследо-
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вана ранее в этой главе, где установлено, что при пересечении в простран-

стве параметров критических значений для бифуркации Андронова-Хопфа

бегущая волна горения теряет устойчивость по отношению к плоским пуль-

сирующим возмущениям при любых значениях LA > 1. Это показано на

рис. 2.41 (a) с помощью точечной кривой, отмеченной цифрой 2. Одно-

мерная нейтральная граница устойчивости, соответствующая бифуркации

Андронова-Хопфа, встречается с кривой затухания при LA = 1. Эта проис-

ходит в точке бифуркацией ко-размерности два - бифуркации Богданова-

Такенса с LBT 1D
A = 1, которую мы будем называть одномерной. Здесь мы

так же обощаем результаты прошлой главы на случай двухмерной геомет-

рии. Результаты продемонстрированы на рис. 2.41 (a) сплошной линией,

отмеченной двойкой, которая соответствует нейтральной границе устойчи-

вости. Как видно на диаграмме в адиабатическом случае доминирующим

механизмом потери устойчивости является волновая двухмерная неустой-

чивость.

Влияние вариации параметра рекомбинации, r, на устойчивость бегу-

щей волны горения так же исследована. Результаты представлены на рис.

2.41 (a) кривыми, отмеченными цифрой 3. Как видно на диаграмме изме-

нение r не меняет качественно сценарий потери устойчивости решений в

виде бегущей волны. Однако, уменьшение r сдвигает диаграмму устойчи-

вости в сторону больших значений β и наоборот.

Для удобства сравнения результатов на рис. 2.41 (b) построены диа-

граммы устойчивости на плоскости параметров log10LA от β для односту-

пенчатой адиабатической и неадиабатической модели. Асимптотические

результаты построены на основе анализа, проведенного в работе [55]. Сле-

дует отметит, что в литературе существуют и другие подходы для решения

задачи линейной устойчивости для одноступенчатой модели в рамках при-

ближения высокой энергии активации. Однако, для наших целей доста-

точно ограничиться этими результатами. Кресты, соединенные точечной

кривой, и сплошная линия представляют численные и асимптотические

результаты для адиабатической одноступенчатой модели, соответственно.

Ромбы, соединенные точечной и пунктирной линиями показывают крити-

ческие значения параметров для бифуркации Андронова-Хопфа и склад-



140

Рис. 2.42 . Диаграмма устойчивости на плоскости параметров LA от β при LA = 1,
r = 5 × 10−4, h = 10−6 (рисунок a) и h = 0 (рисунок b). Нейтральная граница устойчи-
вости показана сплошными линиями, а критические значения параметров для бифуркации
складки построены точечными линиями. На рис. (a) LA отображается в логарифмическом
масштабе и представлены результаты для LB = 0.3, 1.0 и 4.0, отмеченные цифрами 1, 2 и
3, соответственно. На рис. (b) (h = 0.0) случай LB = 0.3 показан кривой 1 и LB = 4.0 кривой
2, соответственно.

ки, соответственно, при h = 10−6. Из сравнения рис. 2.41 (a) и (b) вид-

но, что в неадиабатическом случае результаты одноступенчатой и двухсту-

пенчатой модели Зельдовича- Баренблатта качественно согласуются, хотя

количественная разница велика. В обоих случаях бифуркация Богданова-

Такенса расположена при числах Льюиса для топлива, превышающих еди-

ницу. При уменьшении параметра тепловых потерь до нуля в одноступен-

чатой модели бифуркация Богданова-Такенса сдвигается к пределу LA = 1

и β → ∞, в то время как, для двухступенчатой модели, рассматриваемой

здесь, LBT 1D
A → 1, а соответствующее значение энергии активации остается

конечным.

На рис. 2.42 представлены результаты анализа устойчивости для

различных значений LB для адиабатического (b) и неадиабатического (a)

случаев. Диаграммы устойчивости показывают критические значения па-

раметров для бифуркации складки и нейтральную границу устойчивости

на плоскости LA от β. В адиабатическом режиме (h = 0) доминирующая

неустойчивость имеет волновой характер и проявляется для всего рассмат-
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риваемого интервала изменения числа Льюиса для топлива 1 < LA < 10.

При стремлении числа Льюиса для топлива к единице, кривые для появле-

ния волновой неустойчивости и бифуркации складки сходятся и пересека-

ются в точке бифуркации Богданова-Такенса, расположенной при LA = 1.

Следует отметить, что как одномерная так и двухмерная точки бифурка-

ции Богданова-Такенса совпадают в адиабатическом случае. Для больших

значений LA нейтральная граница устойчивости сдвигается в сторону бо-

лее экзотермической реакции, т.е. меньших значений безразмерной энергии

активации, β. Влияние изменения LB на диаграмму устойчивости проил-

люстрировано для двух значений LB = 0.3 и 4.0. Как видно на рис. 2.42

(b) варьирование LB существенно модифицирует положение нейтральной

границы устойчивости и вместе с тем, слабо отражается на критических

значениях параметров для бифуркации складки. Уменьшение LB приводит

к существенному сдвигу кривой для появления волновой неустойчивости в

сторону меньших значений β, таким образом делая волны горения менее

устойчивыми.

Учет в модели тепловых потерь изменяет ситуацию, как это показа-

но на рис. 2.42 (a) для h = 10−6. Точка пересечения кривых для появле-

ния волновой неустойчивости и бифуркации складки сдвигается в сторону

чисел Льюиса для топлива больших единицы, LBT 2D
A > 1. Это означа-

ет, что для LA > LBT 2D
A , доминирующей неустойчивостью будет волновая

неустойчивость, однако при LA < LBT 2D
A появляется окно с доминирующей

равномерной плоской неустойчивостью. Изменение LB так же не меняет

качественно эту картину потери устойчивости, вместе с тем, диаграмма

устойчивости существенно сдвигается в сторону меньших значений β при

снижении LB.

Проведенный выше анализ устойчивости ясно показывает, что быст-

рая ветвь решений в виде бегущей волны либо устойчива, либо теряет

устойчивость по отношению к волновым возмущениям. Волновая неустой-

чивость характеризуется волновым числом, k, которое определяет про-

странственную структуру возмущения в направлении, поперечном направ-

лению распространения волны, и частотой, ω ≡ Imλ, которая определяет

временную эволюцию возмущения, а так же его структуру в продольном
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Рис. 2.43 . Зависимость волнового числа доминирующей неустойчивости, kmax, от LA

при LB = 1 и различных значениях r и h.

направлении. Возмущение с k = kmax представляет доминирующую моду

возмущения, которая имеет максимальный инкремент экспоненциального

роста. На рис. 2.43 и 2.44 показано поведение kmax и ω(kmax). Волновое

число доминирующей моды возмущения построено на рис. 2.43 (a) как

функция LA, а на рис. 2.43 (b) показан увеличенный участок этой за-

висимости вблизи LA = 1 для того, чтобы продемонстрировать свойства

волновой неустойчивости при LA ∼ 1. Как видно на рис. 2.43 (a), kmax -

монотонная функция LA как в адиабатическом, так и в неадиабатическом

случае. Для больших значений числа Льюиса для топлива характерный

масштаб длины доминирующей неустойчивости в поперечном направле-

нии, k−1
max, по порядку величины составляет 102 т.е. становится сравнимой

с шириной зоны прогрева, которая может быть оценена как c−1 ∼ 102. При

уменьшении LA до величин порядка 1, значение kmax стремиться к нулю.

Это означает, что доминирующая неустойчивость стремиться к плоской

пульсирующей одномерной моде возмущения. Поведение доминирующей

неустойчивости около LA = 1 показано на рис. 2.43 (b). На этом рисунке
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Рис. 2.44 . Зависимость частоты доминирующей неустойчивости, ω, от LA при LB = 1
и различных значениях r и h: h = 10−6, r = 10−3 кривая 1; h = 0, r = 10−3 кривая 2 и
h = 10−6, r = 5 × 10−4 кривая 3. Сплошная и точечная линии представляют результаты
анализа двух- и одномерной устойчивости, соответственно.

видно, что в адиабатическом случае (сплошная линия) волновая неустой-

чивость существует и является доминирующей для всех значений LA. При

LA = 1, значение kmax равно нулю, волновая неустойчивость исчезает и

быстрая ветвь решений полностью стабилизируется. В неадиабатическом

случае, показанном пунктирной линией для h = 10−6 и r = 10−3, ситуация

меняется. При некотором LA = LBT 2D
A ≈ 1.1370, значение kmax обращает-

ся в ноль, что соответствует точке на рис. 2.41, где встречаются кривые

критических значений для появления волновой неустойчивости и бифурка-

ций складки, или точке двухмерной бифуркации Богданова-Такенса. Сле-

довательно, волновая неустойчивость существует при LA > LBT 2D
A , а при

LA < LBT 2D
A она исчезает. Изменение параметра r качественно не меня-

ет данную картину, что проиллюстрировано с помощью точечной кривой,

построенной для h = 10−6 и r = 5× 10−4.

Зависимость частоты осцилляций доминирующей неустойчивости,

ω(kmax), от LA представлена на рис. 2.44 для LB = 1 и различных зна-
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чений h и r. Сплошная и точечная линии показывают результаты двух- и

одномерного анализа устойчивости, т.е. точечная линия соответствует ча-

стоте Хопфа. На рис. 2.44 (a), графики построены для LA ∈ [1, 10] в то

время, как на рис. 2.44 (b), показан увеличенный фрагмент рисунка (a)

для того, чтобы продемонстрировать поведение кривых вблизи LA ∼ 1.

Зависимость ω от LA является монотонной функцией как в одномерном,

так и двухмерном случае. При больших значениях LA частота становится

по порядку равной от 5× 10−4 до 10−3 и за один период осцилляций волна

горения проходит расстояние порядка 2πω−1c ∼ 100, поэтому характерная

продольная длина возмущения сравнима с шириной зоны прогрева. В про-

тивоположном пределе, LA → 1, частота доминирующей неустойчивости

приближается к нулю и возмущение стремиться к равномерному типу. Как

видно на рис. 2.44 (b) в адиабатическом случае как частота Хопфа для од-

номерной модели, так и частота доминирующей волновой неустойчивости

для двухмерной модели, стремятся к нулю, когда LA становится равным

единице. В отличие от этого, в неадиабатическом случае при h = 10−6 и

r = 10−3 частота Хопфа становится равной нулю при LA = LBT 1D
A > 1, а

частота доминирующей волновой неустойчивости стремиться к нулю при

LA = LBT 2D
A > 1. На рис. 2.44 видно, что LBT 2D

A < LBT 1D
A , поэтому двух-

мерная неустойчивость существует при значениях параметров, при кото-

рых бегущая волна горения устойчива по отношению к одномерным воз-

мущениям. Изменение параметра рекомбинации, r, качественно не меняет

эту картину, как это продемонстрировано на рисунке кривой 3, построен-

ной для h = 10−6 и r = 5× 10−4.

2.8.3. Двухмерные пульсирующие решения

Далее мы исследуем свойства пульсирующих волн горения, возникаю-

щих в результате первичной бифуркации, когда мы пересекаем в простран-

стве параметров границу критических значений для появления волновой

неустойчивости. Для этого модельные уравнения в частных производных

(2.3) численно решаются на достаточно большой прямоугольной коорди-

натной области с граничными условиями (2.5), заданными на сторонах

координатной сетки, ориентированных вдоль оси y и условиями нулевых
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потоков для u, v, и w для длинных сторон, расположенных вдоль оси x.

Длина области вдоль направления оси x выбрана достаточно большой для

того, чтобы граничные условия (2.5) удовлетворялись с хорошей точно-

стью. Размеры прямоугольной области вдоль оси y выбирались так, чтобы

на нем укладывался один пространственный период поперечной структуры

возмущения, который оценивается по волновому числу K, рассчитанному

с помощью решения задачи линейной устойчивости, как описано в преды-

дущем пункте.

В качестве численного алгоритма использован метод расщепления по

физическим процессам. Вначале решалась система обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений, описывающих процессы изменения температуры,

концентрации топлива и радикалов, за счет реакций разветвления и ре-

комбинации. Для этого использовался метод Рунге-Кутта четвертого по-

рядка. На втором этапе решались уравнения переноса методом переменных

направлений. В этом случае использовалась безусловно устойчивая схема

Кранка-Николсона, обладающая вторым порядком аппроксимации как по

времени, так и по пространству. Начальные условия берутся в виде бегу-

щих волн - решений системы (2.6).

Численный анализ показывает, что при пересечении в пространстве

параметров критических значений для появления волновой неустойчиво-

сти, в результате первичной бифуркации рождаются пульсирующие вол-

новые решения. Эти решения продемонстрированы на рис. 2.45, где по-

строено распределение концентрации радикалов, w(x, y), в три последова-

тельных момента времени t1 = 4000, t2 = 7000 и t3 = 10000. На рис. 2.45

в иллюстративных целях показана только часть области интегрирования

x ∈ [200, 800], в то время, как полный интервал численного интегрирования

составляет x ∈ [0, 3000]. Для значений параметров, LA = 10.0, Lb = 1.0,

r = 10−3 и h = 0, указанных в подписи к рисунку, критичеcкое значе-

ние энергии активации для появления волновой неустойчивости составляет

β = 4.068, временной период пульсаций равен T ≈ 1.02× 104, а простран-

ственный период решения в направлении, поперечном направлению рас-

пространения волны, приблизительно равен 600, что хорошо согласуется с

предсказанием линейного анализа устойчивости.
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Рис. 2.45 . Моментальное распределение концентрации радикалов, w(x, y), взятое в три
последовательных момента времени t1 = 4000 на рисунке (a), t = 7000 на рисунке (b) и
t3 = 10000 на рисунке (c) при LA = 10.0, Lb = 1.0, β = 4.1, r = 10−3 и h = 0.
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На рис. 2.45 по оси абсцисс координата отложена в системе отсчета, в

среднем сопутствующей волне, x− ct, где c - это математическое ожидание

скорости распространения пламени, т.е. усредненное за период положение

волны горения не меняется со временем. Моменты времени, ti, выбраны

так, чтобы продемонстрировать характерные черты эволюции профиля ра-

дикалов за один период пульсаций. Как видно на рис. 2.45, при пересече-

нии нейтральной границы устойчивости в пространстве параметров, бегу-

щая плоская волна горения претерпевает как временные осцилляции, так

и фрагментацию фронта пламени в поперечном направлении. Это приво-

дит к формированию солитонно подобных радикальных структур. На рис.

2.45(a) эти структуры расположены на краях интервала интегрирования:

y = 0 и y = 600. До тех пор, пока в этих областях есть достаточное ко-

личество топлива, концентрация радикалов в уединенных пиках растет,

а максимальные значения остаются на краях области. Увеличение кон-

центрации радикалов интенсифицирует реакцию рекомбинации и, следова-

тельно, локальный выброс тепла, что вызывает формирование локальных

максимумов температуры на краях области интегрирования. В свою оче-

редь локальное повышение температуры ускоряет реакцию разветвления

и приводит к локальному обеднению концентрации топлива. В результате

рост wmax сменяется затуханием максимальных значений концентрации ра-

дикалов. До тех пор пока wmax велико рекомбинация радикалов сохраняет

активность и температура продолжает расти. Это так же проиллюстриро-

вано на рис. 2.46, где на графике (a) ромбами, соединенными пунктирной

линией, построено положение локальных максимумов wmax на координат-

ной плоскости (xmax, ymax), а на рисунке (b) показана динамика umax(t) и

wmax(t) при тех же значениях параметров, что и на рис. 2.45. Следует от-

метить, что два пика концентрации радикалов на рис. 2.46 (b) изображают

один период пульсаций. Обсуждаемая фаза в эволюции системы соответ-

ствует профилю (a) на рис. 2.45, а на рис. 2.46 момент времени, в который

взят данный профиль отмечен как ’t1’. Локальное увеличение температу-

ры сопровождается ускорением распространения пламени, что приводит к

забеганию вперед положения пиков концентрации радикалов по оси x.

На некоторой стадии, когда wmax становится малым, тепловыделе-
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Рис. 2.46 . (a) Зависимость положения локальных максимумов концентрации радикалов
на плоскости y от x; (b) Максимальное значение концентрации радикалов и температуры
показаны сплошной и пунктирной линиями, соответственно. параметры взяты как на рис.
2.45. Моменты времени, в которые построены профили на рис. 2.45 отмечены большими
квадратами на графиках (a) и пунктирными линиями на рисунке (b).

ние испытывает стагнацию и наблюдается затухание umax. Локализован-

ные волны радикалов больше не могут распространяться вдоль оси x, по-

скольку концентрация топлива существенно падает в областях максимумов

wmax вблизи граней расчетной области y = 0 и y = 600. С другой стороны,

между пиков распределения радикалов находится область вблизи линии

y = 300, где существует избыток не сгоревшего топлива. В результате,

эпицентры реакций отходят от внешних граней области интегрирования и

устремляются во внутреннюю область. Эта стадия соответствует профилю

концентрации радикалов, изображенному на рис. 2.45 (b), а так же части

траекторий, отмеченных как ’t2’ на рис. 2.46 (a).

По мере перемещения пиков концентрации радикалов к центральной

линии y = 300 вдоль этих участков траекторий величина локальных мак-

симумов концентрации радикалов и температуры уменьшается, так же па-

дает скорость распространения этих пиков и они начинают отставать в

бегущей системе отсчета и сдвигаться в сторону меньших значений коорди-

наты x на рис. 2.46 (a). В некоторый момент времени пики концентрации
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радикалов сходятся и схлопываются на линии y = 300. Это приводит к

быстрому аддитивному эффекту увеличения локальной концентрации ра-

дикалов, что в свою очередь повышает тепловыделение и локальную тем-

пературу. В результате скорость распространения волны горения увели-

чивается и пик концентрации радикалов сдвигается вдоль линии y = 300

в сторону больших значений координаты x. Рост температуры запуска-

ет реакцию разветвления, что снова приводит к локальному потреблению

топлива и падению его концентрации. Зависимость wmax(t) достигает мак-

симума и рост пика концентрации радикалов сменяется его падением. Эта

стадия эволюции волны горения показана на рис. 2.45 (c) и отмечена как

’t3’ на рис. 2.46. После одного периода осцилляций динамика повторяется

периодическим образом. В наших численных расчетах за времена порядка

десятков периодов пульсаций наблюдалась неизменная картина без сдвига

каких-либо характеристик этих осцилляций.

§ 2.9. Выводы

В данной главе мы исследовали свойства бегущих и пульсирующих

волн горения в модели Зельдовича-Баренблатта с цепным двухступенча-

тым механизмом реакции.

Исследованы свойства автомодельных решений в одномерном адиа-

батическом случае. Показано, что число Льюиса для топлива имеет суще-

ственное влияние на свойства и устойчивость волн горения в то время, как

вариация числа Льюиса для радикалов сказывается только количествен-

но (но не качественно) на поведении автомодельного решения. Показано,

что в зависимости от числа Льюиса для топлива скорость бегущих волн

горения имеет либо суб-, либо сверхкритический характер, как функция

безразмерной энергии активации. Переход между этими типами зависимо-

сти происходит при LA = 1.

Установлено, что для чисел Льюиса для топлива меньше единицы

скорость распространения пламени является монотонно убывающей функ-

цией безразмерной энергии активации. Волна горения распространяется

устойчиво вплоть до значений чисел Льюиса для топлива, соответствую-
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щих затуханию автомодельного решения. Эффект затухания наблюдает-

ся при конечных значениях энергии активации. Приближение к границе

затухания в пространстве параметров модели сопровождается падением

скорости распространения волны до нуля, при этом скорость квадратич-

но зависит от энергии активации, c ∼ (β − βe)
2. За границей затухания

волновых решений не было найдено.

Случай числа Льюиса для топлива равного единице допускает анали-

тическое исследование с помощью асимптотических методов и рассматри-

вается отдельно. Особое внимание уделяется изучению явления затухания

автомодельного решения. Установлены закономерности изменения пара-

метров системы при приближении к критическим значениям, соответству-

ющим границе затухания в пространстве параметров. Показано, что ско-

рость бегущей волн горения является монотонно убывающей однозначной

функцией энергии активации. Скорость горения обращается в ноль при

конечном значении активации β = βe при этом она приближается к нулю

по линейному закону, c ∼ (β − βe)
2.

Для чисел Льюиса для топлива больших единицы скорость автомо-

дельного решения является двухзначной функцией энергии активации и

носит характер “C”-образной кривой. Для фиксированных значений пара-

метров одновременно либо существует два решения - быстрое и медленное,

либо решений не существует. Затухание автомодельной волны горения про-

исходит при конечном значении энергии активации и скорости волны не

равной нулю в результате бифуркации складки при значениях парамет-

ров, когда быстрая и медленная ветви решений встречаются. Медленная

ветвь является монотонной возрастающей функцией β и существует в ко-

нечном интервале энергий активации. При больших значениях β медленная

ветвь перестает существовать в точке бифуркации складки, а при меньших

значениях β скорость пламени обращается в ноль как c ∼ (β−βe)2 при при-

ближении к критическому значению βe. Быстрая ветвь решений является

монотонно убывающей функцией энергии активации, оканчивающейся в

точке бифуркации складки.

Исследована структура пламени в зависимости от изменения пара-

метров модели. В случае, когда параметры взяты в вдалеке от точки зату-
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хания (для LA > 1 речь идет о быстрой ветви) реакция разветвления до-

минирует над реакцией рекомбинации. Фронт пламени состоит из тонкой

области распада топлива с быстрой реакцией разветвления и широкой об-

ласти рекомбинации с медленной реакцией обрыва цепи. В области потреб-

ления топлива максимальная концентрация радикалов достигает значения

порядка О(1), все топливо быстро конвертируется в радикалы и утечка

топлива через зону реакции разветвления отсутствует. Реакция рекомби-

нации более медленная и оказывает влияние на структуру фронта горения

на больших масштабах длины, приводя к формированию области реком-

бинации радикалов за зоной реакции разветвления, характеризуемой плав-

ным затуханием концентрации радикалов. Таким образом в данном случае

наблюдается режим медленной рекомбинации.

Приближение в пространстве параметров к границе затухания при-

водит к изменению структуры пламени. Вблизи предела затухания (точки

складки для LA > 1 или c = 0 для LA ≤ 1 ) реакция рекомбинации на-

чинает конкурировать с реакцией разветвления, концентрация радикалов

становится асимптотически малой и обе реакции идут в одной области пла-

мени. Свойства волны горения напоминают режим быстрой рекомбинации

в модели Зельдовича-Линяна. Однако, в последней скорость реакции ре-

комбинации более чувствительна к изменению концентрации радикалов,

чем скорость реакции разветвления. В результате падение концентрации

радикалов приводит к тому, что скорости реакций по обоим каналам сба-

лансированы и в модели Зельдовича-Линяна не наблюдается затухания.

Для модели Зельдовича-Баренблатта ситуация другая. Скорости двух ре-

акций одинаково зависят от концентрации радикалов и их снижение не

может изменить общий ход процесса и в результате потребление радика-

лов начинает доминировать над их производством и происходит затухание

пламени. В случае LA > 1 переход с быстрой на медленную ветвь приво-

дит дальнейшему усилению режима быстрой рекомбинации и последующе-

му затуханию, а при LA ≤ 1 затухание наступает на единственной ветви

решений. Вместе со снижением концентрации радикалов, падает и количе-

ство выделяемого тепла, что отражается на не полном сгорании топлива и

появлении его утечки через зону реакции.
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Свойства решений в виде бегущей волны для модели Зельдовича-

Баренблатта до некоторой степени напоминают свойства решений односту-

пенчатой неадиабатической модели горения. В частности, в обоих случаях

наблюдается наличие утечки топлива через зону реакции и затухание волн

горения. В этом смысле можно говорить о том, что в модели Зельдовича-

Баренблатта буфер радикалов служит химическим аналогом теплообмена

с окружающей средой, а реакция рекомбинации так же выступает инги-

битором реакции разветвления цепи. Однако, как показывает детальное

изучение сценариев затухания, поведение волн горения вблизи точки зату-

хания коренным образом отличается для этих двух моделей, поэтому од-

ноступенчатое приближение не может быть использовано для адекватного

описания свойств пламени с цепным механизмом реакции.

Изучено влияние изменения внешней температуры на свойства бегу-

щих волн горения. Внешняя температура является одним из наиболее легко

варьируемых в эксперименте параметров. Показано, что увеличение внеш-

ней температуры приводит к росту как скорости пламени, так и области

существования решений в виде бегущей волны. В то же время варьирова-

ние ua качественно не изменяет характер зависимости c от β.

Еще одним важным параметром является отношение скоростей ре-

акций рекомбинации и разветвления цепи, r. Анализ показывает, что уве-

личение r ускоряет реакцию рекомбинации радикалов и приводит к изме-

нению структуры пламени в сторону медленного режима рекомбинации.

Это в конечном итоге приводит к затуханию решения в виде бегущей вол-

ны. Верно и обратное, уменьшение r ингибирует реакцию рекомбинации,

что отражается на росте концентрации радикалов и сдвигу в сторону ре-

жима медленной рекомбинации. В данном случае область существования

решений в виде бегущей волны расширяется и затухание наблюдается при

больших значениях энергии активации.

Изменение числа Льюиса для радикалов очень слабо влияет на поло-

жение границы затухания, в то время как увеличение числа Льюиса для

топлива существенно расширяет область существования решений в виде

бегущих волн и сдвигает границу затухания в сторону больших β.

Мы так же изучили влияние тепловых потерь на свойства бегущих
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волн горения. В отличие от адиабатического случая, это приводит к тому,

что скорость пламени становится двухзначной функцией энергии актива-

ции вне зависимости от вариации числа Льюиса для топлива и других пара-

метров модели. Затухание наступает всегда при конечных значениях скоро-

сти волны горения и энергии активации в результате бифуркации складки.

Эти результаты качественно согласуются с известными для неадиабатиче-

ской одноступенчатой модели [47,67]. Увеличение интенсивности тепловых

потерь, очевидным образом, приводит к снижению скорости волны горения

и сокращению области существования решений в виде бегущих волн.

Исследована устойчивость бегущих волн горения в одномерном слу-

чае. Показано, что при числах Льюиса для топлива больших единицы мед-

ленная ветвь решений всегда неустойчива, а быстрая ветвь либо устойчива,

либо теряет устойчивость по отношению к пульсирующим модам возмуще-

ния в результате бифуркации Андронова-Хопфа. Критические значения

для бифуркации Андронова-Хопфа найдены в пространстве параметров и

показано, что бифуркация Андронова-Хопфа рождается в результате би-

фуркации Богданова-Такенса при LA = 1, когда критические значения па-

раметров для бифуркации Андронова-Хопфа и складки пересекаются. При

LA больше единицы нейтральная граница устойчивости сначала сдвигается

в сторону меньших β, делая бегущие волны горения менее устойчивыми, а

затем следует вдоль границы затухания, что имеет стабилизирующий эф-

фект и сдвигает границу устойчивости в сторону больших β. Существенное

влияние на устойчивость пламени оказывает диффузия радикалов. Иссле-

дования показали, что для более легких и подвижных радикалов (меньших

LB) волны горения менее устойчивы, а критические значения энергии ак-

тивации для бифуркации Андронова-Хопфа существенно снижаются.

Увеличение ua сдвигает как границу области существования решений

в виде бегущей волны, так и нейтральную границу устойчивости в сторону

больших значений безразмерной энергии активации, т.е. прогрев свежей

смеси имеет стабилизирующий эффект на процесс распространения волны

горения. Этот результат согласуется с выводами [74] для одноступенчатой

модели. Таким образом можно заключить, что варьирование температуры

окружающей среды, ua, качественно не влияет на поведение волн горения,
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хотя приводит к существенным изменениям количественных характери-

стик. Уменьшение параметра рекомбинации, r, и сдвиг в сторону режи-

ма медленной рекомбинации имеет такие же последствия, т.е. критические

значения для затухания и бифуркации Андронова-Хопфа перемещаются в

сторону больших энергий активации.

Установлено, что бифуркация Андронова-Хопфа носит закритиче-

ский характер и в результате нее рождаются пульсирующие волны горения.

Свойства бифуркации Андронова-Хопфа детально исследуются методами

бифуркационного анализа и прямым интегрированием модельных уравне-

ний в частных производных. Пульсирующие волны распространяются с

определенной средней скоростью, c, и в системе отсчета, бегущей с этой

скоростью, температура, концентрация топлива и радикалов являются пе-

риодическими функциями времени с периодом T . Показано, что пульсиру-

ющие волны в среднем распространяются медленнее, чем соответствующие

бегущие волны горения при одних и тех же значениях параметров. При

LA → 1 система становится очень чувствительной к малым изменениям

параметров, т.е. небольшие изменения β существенно модифицируют c.

Удобными динамическими переменными для описания эволюции

волн горения оказались максимальная концентрация радикалов, wmax,

и координата, ξmax, соответствующая данному максимуму. При этом на

плоскости (ξmax, wmax) пульсирующее решение периода T отображается

предельным циклом. Вблизи бифуркации Андронова-Хопфа зависимость

ξmax(t) и wmax(t) от времени носит практически гармонический характер

и определяется частотой осцилляций собственных мод задачи линейной

устойчивости. Увеличение параметра закритичности приводит к тому, что

в Фурье спектре wmax(t) появляются более высокие гармоники основной

частоты, предельный цикл на плоскости (ξmax, wmax) начинает деформи-

роваться и принимать треугольную форму. Дальнейшее увеличение β при-

водит к появлению решений периода 2T в результате бифуркации удвое-

ния при β = β1. На плоскости параметров (ξmax, wmax) эти решения со-

ответствуют траекториям с двойной петлей. В Фурье спектре появляются

спектральные линии кратные как основной частоте T−1, так и ее второй

гармоники (2T )−1. На отображении Пуанкаре эти решения представлены
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в виде двух точек. Аналогично при более высоких энергиях активации мы

находим вторую и третью бифуркации удвоения периода. При β = β2 рож-

дается решение периода 4T , а при β3 решение периода 8T , которые соот-

ветствуют на отображении Пуанкаре четырем и восьми точкам.

Расстояние между соседними бифуркациями βi+1 − βi убывает в со-

ответствии с универсальностью Фейгенбаума с константой δ = 4.7 ± 0.1.

На основе численных данных и предположения, что бифуркации удвоения

периода следуют каскаду Фейгенбаума, была оценена граница появления

хаоса β∞. В случае, если параметры системы берутся выше границы хаоти-

ческого режима, численные расчеты показали, что динамика осцилляций

волн горения становится хаотической и характеризуется непрерывным Фу-

рье спектром wmax(t), нерегулярным распределением изображающей точки

на отображении Пуанкаре и положительным максимальным показателем

Ляпунова. Граница области параметров с хаотическим режимом, получен-

ная с помощью расчета показателя Ляпунова, хорошо согласуется с оцен-

кой на основе сценария Фейгенбаум.

Была исследована средняя скорость пульсирующих волн горения, при

этом было показано, что пульсирующие волны горения распространяются

медленнее, чем решения в виде бегущей волны. Зависимость скорости вол-

ны от энергии активации является монотонно убывающей функцией для

каждой ветви решений с различными периодами осцилляций. Решения пе-

риода 2iT возбуждаются мягким образом из решений периода 2(i−1)T , когда

последние теряют устойчивость.

Ширина хаотической области по энергии активации ограничена яв-

лением затухания пламени. Странный аттрактор формируется, когда β

становиться больше β∞. Однако, при некотором значении энергии актива-

ции, βe, распространение хаотической волны горения прерывается затуха-

нием, при котором распространяющееся решение переходит в тривиальное

u(ξ, t) = 0, v(ξ, t) = 1 и w(ξ, t) = 0. При увеличении β выше β∞ бассейн

притяжения странного аттрактора изменяется и при некотором значении

энергии активации, βe, соединяется с бассейном притяжения тривиально-

го решения. В этом случае, динамика решений с начальными условиями,

близкими к распространяющемуся решению, похоже на хаотические волны,
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однако, в какой-то момент времени решение попадает в бассейн притяже-

ния тривиального решения и затухает. Коллапс хаотических осцилляций

происходит резким и случайным образом. Исследования статистических

свойств этого процесса говорят о том, что время существования переход-

ного хаоса имеет экспоненциальное распределение. Среднее время жизни τ

очень чувствительно к изменению контрольных параметров и расходится

при приближении к точке кризиса странного аттрактора. Подчеркнем, что

эти результаты качественно полностью согласуются с гипотезой Гормана

и соавторов [9] и данными проведенных ими экспериментов с пламенем

плоской пористой горелки.

В пространстве параметров установлено расположение областей, со-

ответствующих пульсирующим волнам с различным периодом. Показано,

что на плоскости (LA, β) они расположены вдоль кривой критических па-

раметров для бифуркации Андронова- Хопфа в виде тонких полос, расши-

ряющихся с увеличением LA и сужаются к точке бифуркации Богданова-

Такенса при LA → 1. Более формально это означает, что βi+1 − βi стре-

мится к нулю при LA → 1 и монотонно возрастает при увеличении LA.

Этот вывод согласуется с тем, что в экспериментах пульсирующие волны

периода 1T , 2T и 4T хорошо наблюдаются при LA ≫ 1, когда ширина

областей параметров, соответствующих различным режимам осцилляций

относительно велика. В противоположность этому, при LA ∼ 1 даже реше-

ния периода T существуют в настолько узкой области параметров, что их

экспериментальное наблюдение затруднительно.

Расстояние между последовательными бифуркациями удвоения пери-

ода, βi+1 − βi, уменьшается в экспоненциально с ростом индекса i. Струк-

тура области параметров с решениями периода старше 2T чрезвычайно

сложна. Небольшое изменение параметров может приводить как к измене-

нию типа решения, так и к затуханию. Исследование явления затухания

говорит о том, что ширина области с хаотическим режимом осцилляций

пламени мала по сравнению с расстоянием между критическими значе-

ниями параметров для бифуркаций складки и Андронова-Хопфа. Следо-

вательно, распространение пламени прекращается по сценарию затухания

через кризис странного аттрактора, задолго до того, как параметры дости-
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гают бифуркации складки и исчезновения решений в виде бегущих волн

горения.

Анализ устойчивости волн горения и механизмов появления пульса-

ций обобщен на двухмерных случай для чисел Льюиса для топлива боль-

ших единицы, когда ожидается возникновение неустойчивости осцилли-

рующего типа. Рассмотрены как адиабатическая, так и неадиабатическая

модель. Показано, что бегущая волна горения может терять устойчивость

по отношению к двум типам возмущений: равномерной плоской неустой-

чивости и волновой неустойчивости. Первая имеет одномерную природу,

в то время как последняя носит существенно многомерный характер и ее

появление не может быть предсказано в рамках одномерной модели.

Показано, что медленная ветвь решений всегда неустойчива по отно-

шению к равномерным возмущениям. Быстрая ветвь устойчива при зна-

чениях параметров, находящихся достаточно далеко от условий затухания

решений в виде бегущей волны. По мере приближения к критическим зна-

чениям параметров для затухания, быстрая ветвь либо теряет устойчи-

вость по отношению к возмущениям волнового типа, до того, как дости-

гается предел затухания, либо по отношению в равномерной неустойчиво-

сти в точке бифуркации складки, определяющей условие затухания. Пере-

ключение между различными типами неустойчивости происходит в точке

бифуркации ко-размерности два, которая появляется в пространстве пара-

метров в точке пересечения критических значений параметров для волно-

вой неустойчивости и бифуркации складки. Мы называем эту бифуркацию

двухмерной бифуркацией Богданова-Такенса, по аналогии с одномерной

бифуркацией Богданова-Такенса, которая находится в точке, из которой

выходит кривая критических значений параметров для появления плоской

пульсирующей неустойчивости (бифуркации Андронова-Хопфа).

Установлено, что в адиабатическом пределе точки одномерной и двух-

мерной бифуркации Богданова-Такенса совпадают и располагаются при

LA = 1. Однако, в неадиабатическом случае эти точки, соответствующие

бифуркациям ко-размерности два расходятся в пространстве параметров

от точки затухания при LA = 1 и располагаются в различных точках кри-

вой затухания так, что 1 < LBT 2D
A < LBT 1D

A . Двухмерная волновая неустой-
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чивость доминирует над плоской одномерной пульсирующей неустойчиво-

стью. Другими словами, для любой точки пространства параметров, где

существует плоская пульсирующая неустойчивость, есть волновая неустой-

чивость с большим инкрементом экспоненциального роста. Более того, вол-

новая неустойчивость существует в более широкой области параметров,

включающей область с одномерной пульсирующей неустойчивостью.

Сравнение результатов двухмерного анализа устойчивости с извест-

ными данными для моделей с одноступенчатой кинетикой показывает,

что в неадиабатическом случае сценарии потери устойчивости для них

качественно согласуются, но только частично. Так точка бифуркации

Богданова-Такенса, ответственная за появление пульсирующих неустойчи-

востей, расположена в пространстве параметров при числах Льюиса для

топлива больших единицы в обоих случаях. Однако, при стремлении па-

раметра тепловых потерь к нулю точка бифуркации Богданова-Такенса

стремиться к бесконечности по энергии активации в случае одноступенча-

той модели и остается при конечных значениях энергии активации в случае

модели Зельдовича-Баренблатта с двухступенчатой цепной реакцией. По-

мимо этого в модели Зельдовича-Баренблатта есть два параметра, которые

не могут принципиально быть учтены в одноступенчатом приближении, т.е.

отношение скоростей реакций, r, и числа Льюиса для радикалов, LB. Из-

менение r и Lb существенно влияет на устойчивость бегущих волн горения,

как это обсуждалось выше в данном пункте. В двухмерной модели увели-

чение r или уменьшение LB сдвигает нейтральную границу устойчивости

в сторону меньших значений энергии активации, β.

Исследованы свойства волновой неустойчивости. Найдены зависимо-

сти частоты пульсаций и волнового числа в направлении, перпендикуляр-

ном направлению распространения волны, для доминирующей неустойчи-

вой моды от числа Льюиса для топлива при различных значениях осталь-

ных параметров модели. Частота пульсаций и волновое число стремятся к

нулю, когда LA приближается к точке двухмерной бифуркации Богданова-

Такенса в пространстве параметров. В этом случае неустойчивость прояв-

ляется в очень медленном возмущении бегущей волны горения, а размеры

возмущения в поперечном направлении существенно превышают все харак-
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терные продольные размеры длины для волн горения. С другой стороны,

как показано в работах [25, 170], гидродинамическая неустойчивость про-

является на масштабах на порядок больших, чем ширина зоны прогрева.

В связи с этим, при стремлении LA ∼ LBT 2D
A ≥ 1 в какой-то момент мас-

штабы гидродинамической и диффузионно-тепловой неустойчивостей нач-

нут перекрываться и для адекватного описания процессов распространения

пламени в этом случае необходимо рассматривать более общую модель,

включающую гидродинамические эффекты, связанные с тепловым расши-

рением газовой смеси. В противоположном пределе при числах Льюиса

для топлива порядка нескольких единиц (что справедливо для случая газо-

вых смесей относительно тяжелых углеводородов и кислорода, разбавлен-

ных легким инертным газом, например, гелием [103]) или при LA ∼ O(10)

(что скорее относится к случаю твердых горючих смесей) как частота, так

и волновое число доминирующей неустойчивости становятся сравнимыми

с соответствующими масштабами бегущей волны горения. В этом случае

применение модели с постоянной плотностью для анализа диффузионно-

тепловой устойчивости пламени оправданно.

Показано, что при пересечении в пространстве параметров критиче-

ских значений для появления волновой неустойчивости рождаются двух-

мерные пульсирующие решения. При значениях параметров, близких к

нейтральной границе устойчивости (небольшой закритичности) период ос-

цилляций и поперечных пространственный период решения, появляюще-

гося при потере устойчивости бегущей волны горения, хорошо согласует-

ся с характеристиками доминирующей волновой неустойчивости, получен-

ными из линейного анализа устойчивости. Первичная бифуркация в ре-

зультате которой рождаются пульсирующие решения является сверхкри-

тической. Распределение концентрации радикалов имеет вид солитонно-

подобных уединенных пиков, распространяющихся по определенным тра-

екториям.
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Глава 3

Модель Зельдовича-Линяна с квадратичной реакцией

рекомбинации

§ 3.1. Введение

Модель Зельдовича-Линяна была предложена Я.Б. Зельдовичем в

1948 году в работе [164]. Она явилась первой моделью с двухступенчатым

разветвленным цепным механизмом реакции для описания распростране-

ния перемешанного пламени, которая включала не только исходные реа-

генты и продукты, но и промежуточные реагенты, т.е. радикалы. Подобные

кинетические схемы особенно интересны поскольку горение смесей углево-

дородов с воздухом и водорода с воздухом обычно сопровождается произ-

водством целого бассейна радикалов в результате реакций разветвления. В

дальнейшем радикалы рекомбинируют с производством тепла и продуктов.

Подобные пламена обычно моделируются с помощью разветвленных цеп-

ных кинетических механизмов. Модель Зельдовича-Линяна впервые была

исследована А.М. Линяном в работе [165] с помощью приближения высо-

кой энергии активации. В связи с этим она обычно называется моделью

Зельдовича-Линяна. Формально ее кинетическая схема содержит реакцию

разветвления цепи A + B → 2B и реакцию обрыва цепи (или рекомбина-

ции) B + B +M → 2P +M , где A - это топливо, B - это промежуточные

радикалы, P -это продукты, а M представляет собой третье тело, любые

молекулы, необходимые для инициации реакции обрыва цепи, но не участ-

вующие в ней, т.е. остающиеся инертными по отношению к данной элемен-

тарной реакции. Считается, что первая реакция имеет высокую энергию

активации и пренебрежимо малую теплоту в то время, как реакция ре-

комбинации имеет нулевую энергию активации, но при этом она является

экзотермической. Условие нулевого тепловыделения первой реакции было

снято в [200].
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В [165] было показано, что существует три режима распространения

пламени в модели Зельдовича-Линяна: режим быстрой, медленной и про-

межуточной рекомбинации. В режиме быстрой рекомбинации производ-

ство радикалов в ходе реакции разветвления цепи протекает существенно

медленнее, чем потребление радикалов в стадии рекомбинации. Это имеет

следующие последствия: как разветвление, так и обрыв цепи происходят в

одной узкой зоне реакции, концентрация радикалов асимптотически мала

и к ней может быть применено квазистационарное приближение. В режиме

медленной рекомбинации концентрация радикалов достигает величин по-

рядка единицы и все радикалы производятся в узкой зоне реакции. Однако,

потребление радикалов происходит на гораздо большем пространственном

масштабе, сравнимом с шириной конвекционно-диффузионной области. В

промежуточном режиме, скорости реакций разветвления и рекомбинации

становятся сравнимыми. Концентрация радикалов становится по порядку

равной безразмерной температуре горения и реакция рекомбинации проте-

кает в области гораздо большей, чем зона реакции разветвления, но гораздо

меньшей, чем размеры области конвекции-диффузии.

Используя подобную аргументацию, строятся различные асимпто-

тические разложения в отдельных зонах пламени. Затем получающиеся

асимптотические дифференциальные уравнения решаются либо аналити-

чески, либо численно в зависимости от сложности системы уравнений, воз-

никающей в ходе асимптотического анализа в каждом из порядков разло-

жения. В модель [165, 200] не включены тепловые потери и соответствую-

щие кривые отклика в данных работах носят вид однозначных функций.

В работе [201] в приближении высокой энергии активации рассмотрена мо-

дель Зельдовича-Линяна с учетом тепловых потерь в окружающую среду.

Продемонстрировано, что скорость пламени как функция параметров яв-

ляется С-образной и двухзначной, характеризуемой точкой поворота или

бифуркацией складки, происходящей при конечной скорости аналогично

тому, как это происходит в одноступенчатой неадиабатической модели [47].

В ряде работ [173,202–204] изучается влияние растяжения пламени на

распространение волн горения в модели Зельдовича-Линяна. Авторы рас-

сматривают несколько выделенных случаев для того, чтобы иметь возмож-



162

ность аналитически или полу-аналитически исследовать данную задачу в

приближении высокой энергии активации. Установлено, что отклик пламе-

ни на растяжение зависит от конкретного режима горения, т.е. медленного,

быстрого или промежуточного режима рекомбинации.

Немного модифицированная модель с кинетической схемой: A+B →
3B and B+B+M → 2P +M , была предложена Я.Б. Зельдовичем в [205]

для описания пламени водород-кислородной смеси, где A - это концентра-

ция дефицитной компоненты смеси, B представляет собой концентрацию

атомовH, которые рассматриваются как единственные радикалы, участву-

ющие в реакции. Формулы, аппроксимирующие скорость волны дефрагла-

ции, были получены в пределе сильной и слабой рекомбинации. Недавно,

в [206,207] эти результаты были сопоставлены с данными численного инте-

грирования модели с детальным кинетическим механизмом и было пока-

зано, что двухступенчатая модель дает хорошее приближение для скоро-

сти распространения пламени. Как обсуждается в [206, 207] скорость гло-

бальной реакции рекомбинации определяется двумя элементарными сту-

пенями: одна из которых линейна, а другая квадратична по отношению к

концентрации радикалов. В [205] Я. Б. Зельдович рассматривал квадратич-

ный закон рекомбинации радикалов. Этот путь реакции может быть важен

в случае богатых водородных смесей. Применимость модели Зельдовича-

Линяна для описания богатых водородных смесей будет обсуждаться в сле-

дующей главе.

Линейный элементарный шаг, при котором H-радикалы рекомбини-

руют с молекулами кислорода, имеет более высокую скорость реакции и

должен быть важен в условиях переизбытка O2. Этот путь реакции дол-

жен доминировать в случае бедных смесей. Модели с двухступенчатым

цепным кинетическим механизмом и реакцией рекомбинации первого по-

рядка по радикалам получили большое внимание в последние десятилетие.

Это частично связано с тем, что несмотря на то, что исследование скоро-

сти пламени было довольно успешным, устойчивость волн горения в моде-

ли Зельдовича-Линяна систематически не изучалась. В моделях с реакци-

ей рекомбинации первого порядка, как в модели Зельдовича-Баренблатта

[169] как свойства, так и устойчивость решений в виде бегущей волны ис-
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следовалась в рамках приближения высокой энергии активации. Более де-

тальный обзор результатов для модели Зельдовича-Баренблатта был дан

выше.

Несмотря на успехи в исследованиях волн горения в модели

Зельдовича-Баренблатта, устойчивость перемешанного пламени в модели

Зельдовича-Линяна не исследовалась. Как обсуждалось выше даже в рам-

ках одноступенчатого приближения изменение кинетики реакции может

существенно отражаться на свойствах волн горения, поэтому результаты

полученные для модели с первым порядком реакции рекомбинации не мо-

гут быть перенесены на случай модели Зельдовича-Линяна.

§ 3.2. Формулировка модели Зельдовича-Линяна. Модельные

уравнения

Рассмотрим диффузионно-тепловую адиабатическую модель в двух-

мерной пространственной геометрии, которая включает автокаталитиче-

скую реакцию разветвления цепи A + B → 2B и реакцию рекомбинации

B + B +M → 2P +M . Следуя работе [164], будем считать, что все теп-

ло выделяется в ходе шага рекомбинации, а реакция разветвления цепи не

производит и не потребляет тепло. Размерные модельные уравнения для

данного процесса могут быть найдены в [201] и записаны следующим об-

разом

ρcp
∂T

∂t
= λ∆T + qFWAAR

(
ρYB
WB

)2
ρYM
WM

,

ρ
∂YA
∂t

= ρDA∆YA − AB
ρYA
WA

ρYB
WB

e−E/RT ,

ρ
∂YB
∂t

= ρDB∆YB + ρYB

(
AB

ρYA
WA

e−E/RT − 2AR
ρYB
WB

ρYM
WM

)
,

(3.1)

где ∆ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 - это двухмерный лапласиан; T - это темпера-

тура смеси; YA и YB представляют массовую долю топлива и радикалов,

соответственно; ρ - это плотность, λ - теплопроводность, cp - теплоёмкость

при постоянном давлении смеси; DA и DB представляют коэффициенты
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диффузии топлива и радикалов, соответственно, AR и AB - это констан-

ты реакций рекомбинации и разветвления цепи, соответственно; WA, WB и

WM - это молекулярный вес топлива, радикалов и третьего тела; qF - это

удельная теплота реакции рекомбинации; E - энергия активации реакции

разветвления цепи; R - это универсальная газовая постоянная.

Уравнения (3.1) рассматриваются совместно с граничными условия-

ми
T = Ta, YA = Y ∞

A , YB = 0 при x→ +∞,

dT/dx = 0, dYA/dx = 0, YB = 0 при x→ −∞,

(3.2)

которые соответствуют волне, бегущей в положительном направлении оси

x. Более детально граничные условия обсуждаются ниже при описании

численной схемы интегрирования модельных уравнений. На правой грани-

це в зоне прогрева T равно внешней температуре, Ta; топливо еще не из-

расходовано и YA равно максимальному начальному значению на холодной

не прореагировавшей границе, Y ∞
A ; производство радикалов отсутствует и

YB = 0. На левой границе в зоне продуктов мы требуем, чтобы реакции не

шли и решение асимптотически приближалось к стационарной точке систе-

мы уравнений (3.1), поэтому на T и YA, накладываются условия нулевых

потоков, а для радикалов YB требуется равенство нулю их концентрации.

Вводим безразмерные координату, время

t′ =
ρAB

βM∗ t, r′ =

√
ρ2ABcp
λM∗β

r, (3.3)

и переменные

u =
T

T ∗β
, v =

YA
Y ∞
A

, w =
YBWA

Y ∞
A WB

, (3.4)

а так же безразмерные параметры

M∗ =
WA

Y ∞
A

, T ∗ =
qFY

∞
A

2cp
x, β =

2Ecp
RqFY ∞

A

, (3.5)

LA,B =
λ

DA,Bρcp
, r =

2ARYMρ

ABWM
,
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где M∗ и T ∗ являются опорными значениями массы и температуры, β - это

безразмерная энергия активации, LA,B - это числа Льюиса для топлива и

радикалов, соответственно.

Перепишем уравнения (3.1)

ut = ∆u+ rw2,

vt = L−1
A ∆v − βvwe−1/u,

wt = L−1
B ∆w + βvwe−1/u − rβw2,

(3.6)

и граничные условия (3.2) в новых обозначениях, отбрасывая штрихи,

u = ua, v = 1, w = 0 при x→ ∞,

ux = 0, vx = 0, wx = 0 при x→ −∞.

(3.7)

Требование того, чтобы как в зоне реакции, так и в зоне продуктов

элементарные реакции ‘замерзали’ (т.е. достигалось состояние равновесия

для уравнений (3.1) в обоих пределах x → ±∞) приводит к следующим

ограничениям. Если на правой границе достигается условие равновесия,

то малые возмущения концентрации радикалов должны релаксировать к

состоянию w = 0. Это означает, что скорость реакции разветвления в урав-

нениях (3.1) должна быть пренебрежимо малой или e−1/ua → 0. Таким об-

разом в модели Зельдовича-Линяна снова возникает ‘проблема холодной

границы’, поэтому в наших расчетах мы рассматриваем либо нулевые, ли-

бо малые внешние температуры, ua = 0 или ua ≪ 1 , так, чтобы член e−1/ua

был пренебрежим. В противоположном пределе x → −∞, температура и

концентрации реагентов не определены. Тем не менее, условие ‘замерза-

ния’ реакций в области продуктов так же требует обнуления реакционных

членов в системе (3.1). Данное условие может быть удовлетворено только,

если w = 0 на правой границе.

§ 3.3. Решение в виде бегущей волны. Выбор параметризации

Решение системы уравнений (3.6) с граничными условиями (3.7) ищем

в виде бегущей волны u(x, t) = u(ξ), v(x, t) = v(ξ) и w(x, t) = w(ξ), где



166

ξ = x− ct - это координата в движущейся системе отсчета, а c обозначает

скорость бегущей волны. Подставляя решение в этой форме в модельные

уравнения, мы получаем систему обыкновенных дифференциальных урав-

нений
uξξ + cuξ + rw2 = 0,

L−1
A vξξ + cvξ − βvwe−1/u = 0,

L−1
B wξξ + cwξ + βvwe−1/u − rβw2 = 0.

(3.8)

Граничные условия (3.7) перепишем, используя следующие соображения.

Умножим первое уравнение в системе (3.8) на β, сложим результат со

вторым и третьим уравнениями и проинтегрируем полученное выражение

один раз по координате ξ в пределах от минус до плюс бесконечности. Это

приводит к условию: limξ→−∞ S = limξ→+∞ S, где S = βu + v + w. комби-

нируя его с граничными условиями (3.7), получаем

u = 0, v = 1, w = 0 при ξ → ∞,

u = β−1(1− σ), v = σ, w = 0 при ξ → −∞,

(3.9)

где σ обозначает остаточное количество топлива не сгоревшего в ходе ре-

акции или утечку топлива из зоны прогрева в зону продуктов. Данная

величина не известна априори и должна быть найдена вместе с решением

задачи (3.8-3.9).

В фазовом пространстве динамической системы (3.8) решение в ви-

де бегущей волны соответствует траектории, соединяющей две фиксиро-

ванные точки уравнений (3.8). Если определить вектор с координатами

v = (u, uξ, v, vξ, w, wξ), то фиксированные точки запишутся как S1:

v = (0, 0, 1, 0, 0, 0) и S2: v = (β−1(1−σ), 0, σ, 0, 0, 0). Линеаризация системы

уравнений (3.8) вблизи S1,2 с помощью подстановки v(ξ) = k exp(µξ) позво-

ляет свести уравнения к алгебраической системе на собственные значения

µ(1,2) и собственные векторы k(1,2). Для фиксированной точки, S1, пред-

ставляющей состояние свежей смеси, спектр собственных значений прини-

мает три отрицательных µ(1) = −c, −cLA, −cLB и одно µ(1) = 0 трижды

вырожденное значение. Следовательно, в линейном приближении S1 имеет
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устойчивые и нейтральные многообразия натягивающиеся на соответству-

ющие собственные векторы. В противоположном пределе для S2 спектр

собственных значений может быть записан как µ(2) = −c, −cLA, дважды

вырожденный ноль, 0, и L−1
B

(
−c±

√
c2 − 4βσL−1

B e−β/(1−σ)

)
/2, принима-

ющие отрицательные значения. Таким образом, фиксированная точка S2

тоже имеет либо устойчивые, либо нейтральные многообразия, связанные

с соответствующими собственными векторами, и в линейном приближении

невозможно дать заключение о том, существует ли в фазовом пространстве

траектория, соединяющая S1 с S2. С ростом ξ, которую можно рассмат-

ривать как эффективное время в (3.8), могут существовать траектории

сходящиеся к S1, однако нет траекторий способных исходить из точки S2.

Однако, наличие нейтрального многообразия в нелинейном приближении

может приводить к возникновению траекторий, выходящих из S2 вдоль

соответствующих собственных векторов, и соединяющих точки S1 и S2 в

фазовом пространстве. Следовательно, только в нелинейном приближении

можно найти асимптотическое поведение решения (3.8) в пределе ξ → −∞.

3.3.1. Асимптотика решения при ξ → −∞

В первом порядке асимптотическое поведение решений (3.8), стремя-

щихся к фиксированной точке при ξ → −∞, ищем, вводя новую перемен-

ную z = w и новые динамические переменные y ≡ u, q ≡ v, p ≡ dw/dξ. В

этих обозначениях перепишем систему (3.8) как

p2zzz + ppzyzc+ pyz + rz2 = 0,

L−1
A (p2qzz + ppzqz) + cpqz − βzqe−1/y = 0,

L−1
B ppz + cp + βzqe−1/y − rβz2 = 0.

(3.10)

Будем искать ограниченное решение (3.10), удовлетворяющее следу-

ющим условиям:

(i) p(0) = 0, поскольку производная dw/dξ стремиться к нулю при ξ → −∞
или z → 0;
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(ii) требуем, чтобы w(ξ) также монотонно приближалось к нулю и, следо-

вательно, p(z) > 0 при достаточно малых значениях z.

Решение представим в виде ряда

y(z) = y0 + y1z + . . . ,

q(z) = q0 + q1z + . . . ,

p(z) = p1z + . . . .

(3.11)

где z - это малый параметр асимптотического разложения. Подставляя

(3.11) в (3.10), мы получаем в первом порядке O(z):

y1(p
2
1 + cp1) = 0,

L−1
A p21q1 + cp1q1 − βq0e

−1/y0 = 0,

L−1
B p21 + cp1 + βq0e

−1/y0 = 0.

(3.12)

Последнее уравнение в (3.12) имеет два решения

p1 =

(
−c±

√
c2 − 4βL−1

B q0e−1/y0

)

2LB
, (3.13)

оба из которых отрицательны, если q0 > 0. Наличие отрицательных

p1 означает, что p(z) < 0 для некоторых достаточно малых значений z,

т.е. w(ξ) не является монотонной функцией. Поэтому мы берем в качестве

решения q0 = 0 и p1 = 0. Учитывая это, мы запишем уравнения второго

порядка O(z2):

cp2y1 + r = 0,

cp2q1 − βq1e
−1/y0 = 0,

cp2 + βq1e
−1/y0 − βr = 0,

(3.14)

которые имеют два решения

p2 =
βe−1/u0

c
, q1 = re1/y0 − 1, y1 = −re

1/y0

β
(3.15)

и

p2 =
βr

c
, q1 = 0, y1 = −β−1. (3.16)
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Первое решение справедливо при re−1/y0 > 1, а второе при re−1/y0 < 1.

Возвращаясь к исходным переменным, получаем, что решение q0 = 0

означает σ = 0 и, следовательно, limξ→−∞ u = y0 = β−1. Асимптотическая

связь между динамическими переменными, справедливая в пределе ξ →
−∞, может быть записана как

u =
(1− reβw)

β
, v = (reβ − 1)w, wξ =

βe−β

cw2
при reβ > 1,

u =
(1− w)

β
, v = 0, wξ =

βr

cw2
при reβ < 1.

(3.17)

Таким образом асимптотический анализ решений (3.8) в пределе

ξ → −∞ показал, что в модели отсутствуют утечка топлива через зону

реакции, т.е. σ = 0, и значение температуры продуктов реакции на левой

границе стремиться к u = β−1. Найдены соотношения между динамически-

ми переменными (3.17), которые показывают, что существуют два режима

распространения пламени в зависимости от параметра R = reβ, представ-

ляющего собой отношение скоростей реакции разветвления и рекомбина-

ции. В случае R ≪ 1 стадия разветвления протекает гораздо быстрей,

чем реакция рекомбинации и пламя имеет характер режима медленной ре-

комбинации, и наоборот, если R ≫ 1, то устанавливается режим быстрой

рекомбинации.

3.3.2. Свойства решений в виде бегущей волны

Уравнения (3.8) и (3.17) вместе с граничными условиями, получен-

ными в линейном приближении в пределе ξ → +∞, а именно, cu+ uξ = 0,

c(v−1)+LAvξ = 0, и cw+LBwξ = 0, составляют двухточечную граничную

задачу, которая решается численно методами стрельбы и релаксации [208],

использующих метод Рунге-Кутта четвертого порядка точности и много-

мерный метод Ньютона, соответственно.

На рис. 3.1 построены типичные профили решений u(ξ), v(ξ) и w(ξ)

в двух режимах распространения пламени, т.е. при быстрой рекомбина-

ции, r = 100, кривые 1, и медленной рекомбинации, r = 0.01, кривые 2.

Другие параметры взяты так, как показано в подписи к рисунку. Графики
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Рис. 3.1 . Профили температуры, u(ξ), и концентрации топлива, v(ξ), рис. (a), а так же
концентрации радикалов, w(ξ), рис. (b) при LA = LB = 1, β = 1, и двух значениях r. На.
рис. (a) сплошная линия соответствует u(ξ), а пунктирная v(ξ). Кривые 1 и 2 показыва-
ют профили при r = 100 и 0.01, соответственно. График (b) построен в логарифмическом
масштабе.

шкалированы так, чтобы координата ξ изменялась от 0 до 1 и можно было

показать профили для r = 100.0 и r = 0.01 на одном рисунке. Для профи-

лей 1 длина области интегрирования составляет 2.6×103, а для профилей 2

- только 870. На рис. 3.1 (b) построен профиль концентрации радикалов в

логарифмическом масштабе, поскольку максимальные значения w для кри-

вых 1 и 2 отличаются на несколько порядков и не могут быть одновременно

показаны в линейном масштабе. Как видно на рис. 3.1 (b) режим медлен-

ной рекомбинации (кривая 2) характеризуется относительно большим мак-

симальным значением концентрации радикалов, maxw ∼ O(1). Передняя

часть фронта logw(ξ) линейна, что указывает на то, что основными до-

минирующим процессами в этой области являются диффузия радикалов

и тепла из зоны реакции. Эта часть решения хорошо описывается линей-

ной асимптотикой уравнений (3.8) вблизи фиксированной точки S2. В зоне

продуктов, за областью реакции, радикалы медленно потребляются в хо-

де реакции рекомбинации и зависимость w(ξ) носит суб-экспоненциальный

характер. Профиль температуры u(ξ) на рисунке (a) так же испытывает
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медленную сходимость к асимптотическому значению u = 1 в зоне продук-

тов. В отличие от этого, v(ξ) имеет вид, сходный со ступенчатой функцией

с узкой областью реакции разветвления, где потребляется практически все

топливо и происходит переброс v от максимального до минимального зна-

чения. Говоря другими словами, в режиме, показанном на рисунке 3.1 кри-

выми 2, большое количество радикалов производится в узкой зоне реакции

разветвления, в ходе которой потребляется практически все топливо. Кон-

центрация радикалов, w(ξ), достигает пикового значения, что сменяется

медленным затуханием w(ξ) и ростом температуры u(ξ) из-за медленной

реакции рекомбинации с гораздо большей областью реакции.

В случае режима быстрой рекомбинации, показанного на рисунках

кривыми 1, максимальное значение w существенно меньше и составляет по

порядку величины 10−3. Профиль распределения концентрации радикалов

более локализован около максимального значения. Область, где диффу-

зия является доминирующим процессом и зависимость logw(ξ) носит ли-

нейных характер, сменяется быстрым ростом концентрации радикалов при

приближении к максимуму w(ξ). Это соответствует области волны горения,

где реакция разветвления становится доминирующем процессом и начи-

нается интенсивный процесс конвертации топлива в радикалы. Сравнивая

профили v(ξ) и w(ξ) на рисунках 3.1 (a) и (b) мы заключаем, что рекомби-

нации радикалов, где локализована основная часть радикалов, происходит

в более узкой области, чем зона реакции разветвления, где потребляет-

ся основная масса топлива. В области продуктов, зависимость w(ξ) имеет

суб-экспоненциальный характер, указывая на то, что реакции по прежнему

идут в этой области и динамика (3.8) остается нелинейной. Данная картина

существования различных режимов распространения волны горения каче-

ственно согласуется с результатами изложенными в [165].

На рис. 3.2 (a) построена зависимость скорости решения в виде бе-

гущей волны c от β для различных значений r: 0.01 кривая 1, 1.0 кривая

2, 100.0 кривая 3. Результаты численного счета показаны сплошной лини-

ей. Скорость пламени представлена в логарифмическом масштабе для того,

чтобы продемонстрировать различные режимы распространения волны го-

рения. Крест, расположенный на кривой 1, показывает значения парамет-
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Рис. 3.2 . Зависимость скорости волны горения, c, от β на рисунке (a) и c от r на рисунке
(b) при LA = LB = 1. На рисунке (a) скорость построена в логарифмическом масштабе,
сплошная линия представляет результаты численного анализа, а точечная линия - данные
асимптотического анализа. Значение r равно 0.01 для кривой 1, 1.0 для кривой 2 и 100.0 для
кривой 3. На рисунке (b) параметр r построен в логарифмическом масштабе и β = 1.0.

ров, для которых R = reβ = 1 при r = 0.01. Справа от креста R становится

больше единицы и наблюдается режим быстрой рекомбинации. Как видно

на рисунке 3.2 (a) при R > 1 зависимость log c(β) становится практически

линейной функцией. В отличие от этого, слева от креста, где R < 1, кри-

вая 1 существенно отдичается от линейного поведения. Для кривых 2 и 3

с большими значениями r точка, где R = 1, сдвигается в сторону гораздо

более меньших значений β и не показана на графиках. Следовательно, в

этих случаях для всех значений энергии активации, показанных на рис.

3.2 (a), наблюдается режим быстрой рекомбинации и зависимость log c от

β близка к линейной.

В работе [165] показано, что в пределе быстрой рекомбинации ква-

зистационарное приближение может быть применено к радикалам и двух-

ступенчатая модель с цепным разветвленным механизмом реакции может

быть редуцирована к одноступенчатой модели с реакцией второго поряд-

ка и удвоенной энергией активации реакции разветвления. Затем авторы

находят скорость пламени в приближении высокой энергии активации с
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помощью асимптотического анализа в первом порядке разложения при

LA = LB = 1. В [201] анализ обобщен на случай произвольных числ Льюиса

для топлива и радикалов как в адиабатической, так и в неадиабатической

модели. Переписывая эти результаты в наших обозначениях, мы получаем

следующее выражение для скорости пламени

c =
LAe

−β

β
√
2r
. (3.18)

Результаты, полученные с помощью формулы (3.18), показаны на рис.

3.2 (a) пунктирной линией. Как видно на рисунке, в режиме быстрой ре-

комбинации при больших значениях β, асимптотические и численные дан-

ные хорошо согласуются. На рис. 3.2 (b) отображена зависимость скорости

пламени от параметра рекомбинации r при β = 1, в то время, как другие

параметры взяты такими же как для рисунка (a). Значение r варьируется

на четыре порядка, поэтому оно отложено по оси абсцисс в логарифмиче-

ском масштабе. На графике видно, что существует некоторое оптимальное

значение параметра рекомбинации около r = 0.1, при котором достигает-

ся максимум зависимости c(r) так, что для больших и меньших r волна

горения распространяется медленней. Следует отметить, что малые значе-

ния r соответствуют режиму медленной, а большие r - режиму быстрой

рекомбинации.

Результаты анализа зависимости скорости пламени от чисел Льюиса

для топлива и радикалов проиллюстрированы на рисунке 3.3. На графи-

ках (a) скорость волны горения, c, показана как функция LA сплошной

линией для LB = 1, а c(LB) изображена пунктирной линией для LA = 1.

Остальные параметры взяты равными единице, r = β = 1. Числа Лью-

иса построены в логарифмическом масштабе. Видно, что скорость волны

горения практически не зависит от числа Льюиса для радикалов, LB, в

то время как изменение LA существенно влияет на нее. Этот результат

качественно согласуется с асимптотической формулой (3.18), полученной

в приближении высокой энергии активации. На рис. 3.3 (b) зависимость

log c(β) построена для LB = 1 и различных значений LA и r, как отмечено

в подписи к рисунку. Численные результаты показаны сплошной линией
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Рис. 3.3 . На рисунке (a) зависимость скорости волны горения, c, от LA при LB = 1
показана сплошной линией, а c от LB при LA = 1 показана пунктирной линией для r = β = 1.
Числа Льюиса отложены в логарифмическом масштабе. На рисунке (b) скорость пламени
построена в логарифмическом масштабе как функция β при LB = 1 и r = 0.01, LA = 2.0 для
кривых 1; r = 0.01, LA = 0.5 для кривых 2; r = 100, LA = 2.0 для кривых и r = 100, LA =
0.5 для кривых 4. Сплошная линия представляет собой результаты численного анализа, а
точечная линия - это зависимость, полученная по формуле (3.18).

в то время, как асимптотические данные, построенные по формуле (3.18),

представлены точечной линией. Кривые 1 (r = 0.01, LA = 2.0) и кривые

2 (r = 0.01, LA = 0.5) демонстрируют хорошее согласие между асимпто-

тическими и численными результатами при больших значениях β. В этом

случае зависимость log c(β) становится близкой к линейной функции, а

параметр R превышает единицу, что говорит о том, что пламя распро-

страняется в режиме быстрой рекомбинации. При уменьшении β, значе-

ние параметра R в какой-то момент становится меньше единицы и режим

быстрой сменяется режимом медленной рекомбинации. Зависимость log c

от β становится нелинейной и наблюдается существенное несоответствие

численных и асимптотических результатов. Для r = 100.0 (кривые 3 и 4)

волна горения распространяется в режиме быстрой рекомбинации при всех

значениях энергии активации β, показанных на рис. 3.3 (b). В следствие

этого, наблюдается хорошее согласие между численными и асимптотиче-

скими данными для всего рассмотренного интервала изменения энергии

активации.
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3.3.3. Коррекция параметризации

Таким образом мы видим, что параметризация (3.3–3.5) приводит к

зависимости скорости от энергии активации вида убывающей экспоненты

(3.18). Помимо этого вместо параметра рекомбинации r удобно пользовать-

ся R = reβ. Все это указывает на то, что в более подходящей параметриза-

ции эти величины не должны содержать множителей в виде экспоненты в

степени энергии активации. С учетом этого мы переопределим переменные

и параметры как

r′ = re−β/2, t′ = te−β r′ = reβ, (3.19)

где штрихи обозначают новую параметризацию и отбрасываются в даль-

нейшем. В новых переменных уравнения (3.1) и граничные условия (3.2)

принимают вид

ut = ∆u+ rw2,

vt = L−1
A ∆v − βvw exp (β − 1/u) ,

wt = L−1
B ∆w + βvw exp (β − 1/u)− rβw2,

(3.20)

и
u = ua, v = 1, w = 0 при x→ +∞,

du/dx = 0, dv/dx = 0, w = 0 при x→ −∞.

(3.21)

Условие быстрой и медленной рекомбинации записываются как r > 1 и

r < 1 соответственно, а асимптотическое выражение для скорости (3.18)

преобразуется к виду

c =
LA

β
√
2r
. (3.22)

Из выражения (3.22) следует, что такой выбор безразмерных параметров

избавляет от экспоненциальной зависимости скорости пламени от β и явля-

ется более удобным для численного исследования свойств решений в виде

бегущих волн при больших значениях энергии активации. Свойства реше-

ний в виде бегущей волны в новых переменных проиллюстрированы на
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Рис. 3.4 . Зависимость (a) скорости, c, волны горения и (b) максимального значения кон-
центрации радикалов, wmax, от энергии активации, β, для LA = LB = 1 и двух значений
параметра рекомбинации r = 0.02 и r = 50. Графики построены в логарифмическом масшта-
бе.

рис. 3.4, где построены зависимости скорости волны (рисунок a) и макси-

мального значения концентрации радикалов, wmax, (рисунок b) от энергии

активации, β, для LA = LB = 1 и различных значений параметра реком-

бинации r = 0.02 и r = 50.0. На рис. 3.4 (a) сплошная линия представляет

результаты численного счета, а точечная линия соответствует предсказа-

нию асимптотической формулы (3.22). Как и ожидалось, зависимость c

от β носит субэкспоненциальный алгебраический характер и так же на-

блюдается хорошее согласие между двумя подходами к расчету скорости в

режиме быстрой рекомбинации (r = 50) при больших энергиях активации.

В режиме медленной рекомбинации (r = 0.02) различие между численным

счетом и оценкой (3.22) становится существенным и достигает примерно

двух порядков. На рис. 3.4 (b) показана зависимость wmax(β). Видно, что

при r = 0.02 максимальное значение концентрации радикалов становится

сравнимым с концентрацией топлива для умеренных значений β и убывает

с ростом энергии активации. С другой стороны при r = 50 концентрация

радикалов падает почти на три порядка малости, что качественно согла-

суется с предсказаниями асимптотического анализа в режиме медленной

рекомбинации.
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§ 3.4. Линейный анализ устойчивости

В этом параграфе мы исследуем линейную устойчивость волн горе-

ния. Для этого как и ранее линеаризуем уравнения в частных производ-

ных (3.20) около решения в виде бегущей волны, т.е. ищем решение в виде

u(r, t) = U(ξ)+ ǫφ(ξ) exp(λt+ iky), v(r, t) = V (ξ)+ ǫψ(ξ) exp(λt+ iky), and

w(r, t) = W (ξ) + ǫχ(ξ) exp(λt + iky), где [U(ξ), V (ξ), W (ξ)] представляет

решение в виде бегущей волны, члены пропорциональные ǫ - это линейное

возмущение, λ - это спектральный параметр, определяющий временную

динамику возмущения и k - это волновое число, описывающее структуру

возмущения в направлении перпендикулярном, направлению распростра-

нения волны. Подставляя решения в таком виде в систему (3.20), остав-

ляя только линейные члены по ǫ и определяя вектор с координатами

v(ξ) = [φ, ψ, χ, φξ, ψξ, χξ]
T мы получаем

vξ = Â(ξ, λ, k)v, (3.23)

где

Â =

[
0 Î

Ĥ + k2Î + λQ̂ −cQ̂

]
, Q̂ =




1 0 0

0 LA 0

0 0 LB


 , (3.24)

Ĥ =




0 0 −2rW

βLAV W

U 2e1/U
βLAW

e1/U
βLAV

e1/U

−βLBV W

U 2e1/U
−βLBW

e1/U
LB

(−βV
e1/U

+ 2βrW

)




. (3.25)

Здесь Î это единичная матрица 3 × 3, U(ξ), V (ξ), W (ξ) являются функ-

циями координаты в сопутствующей системе отсчета, ξ. Как и ранее ищем

решения задачи линейной устойчивости (3.23), ограниченные при ξ → ±∞,

с помощью метода функции Эванса.

Результаты анализа линейной устойчивости представлены на рис. 3.5.

Для числа Льюиса для топлива больше единицы, решения в виде бегу-

щей волны теряют устойчивость по отношению к возмущениям волнового
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типа. В этом случае при пересечении нейтральной границы устойчивости

в пространстве параметров максимальное значение действительной части

дисперсионного соотношения Reλ(k), которое достигается при некотором

k = kmax > 0, становится положительным, а соответствующее значений

мнимой части не рано нулю, Imλ(kmax) 6= 0. Эта ситуация проиллюстриро-

вана на вкладыше к рисунку 3.5 в правом верхнем углу, где схематически

показан типичный вид дисперсионного соотношения Reλ(k) and Imλ(k).

Граничные значения параметров для волновой неустойчивости построены

с помощью сплошной линии для различных значений параметра рекомби-

нации r, изменяемого от 0.02 до 50 при фиксированных LB = 1, ua = 0.

Влияние последних обсуждается ниже. В каждом случае на рис. 3.5 устой-

чивые бегущие волны горения существуют для значений параметров, рас-

положенных в областях ниже сплошных кривых.

Критические значения параметров для бифуркации Андронова-

Хопфа, которая встречается в случае одномерной формулировки и иссле-

дуется в [209], также показаны на рисунке с помощью точечных кривых при

тех же значениях параметров. Видно, что многомерная по природе волно-

вая неустойчивость доминирует над одномерной пульсирующей неустойчи-

востью и встречается при изменении параметров до того, как достигаются

критические значения параметров для бифуркации Андронова-Хопфа.

Нейтральная граница устойчивости LA(β) является монотонно зату-

хающей функцией гиперболического вида: для больших значений энергии

активации критическое значение числа Льюиса для топлива, LA, стремить-

ся к 1; с другой стороны, с приближением β к некоторому критическо-

му значению, βtr, число Льюиса для топлива испытывает неограниченный

рост. Положение нейтральной границы устойчивости качественно похоже

на случай одноступенчатой адиабатической модели. В режиме медленной

рекомбинации, r < 1, вариация параметра рекомбинации сильно влияет на

устойчивость волн горения: при уменьшении r нейтральная граница устой-

чивости сдвигается в сторону больших значений энергии активации. В ре-

жиме быстрой рекомбинации, r > 1, нейтральная граница устойчивости

стремиться в некоторой предельной кривой. Например, увеличение пара-

метра рекомбинации, от r = 10 до r = 50 приводит только к незначитель-
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Рис. 3.5 . Диаграмма устойчивости на плоскости LA от β при LB = 1, ua = 0 и различ-
ных значениях r = 0.02, 0.1, 1, 10 и 50, показанных кривыми 1, 2, 3, 4 и 5, соответственно.
Сплошная и пунктирная линии представляют критические значения параметров для появ-
ления волновой неустойчивости и одномерной бифуркации Андронова-Хопфа, соответствен-
но. Решения устойчивы для параметров, находящихся ниже критических кривых в каждом
случае. Типичный вид дисперсионного соотношения показан на вкладке к рисунку.

ной модификации критических значений параметров LA(β), показанных

кривой 4 и кривой 5 на рис. 3.5.

Найдены свойства волновой неустойчивости такие, как простран-

ственная структура в поперечном направлении и частота временных ос-

цилляций, определяемые величинами kmax и ωmax = Imλ(kmax) домини-

рующей неустойчивости, т.е. моды задачи линейной устойчивости (3.23),

для которой достигается максимум действительной части дисперсионного

соотношения Re(λ) > 0 при k = kmax. Эти параметры важны с точки зре-

ния того, что они характеризуют свойства более сложных решений, воз-

никающих в результате первичной бифуркации при потере устойчивости

бегущих волн горения. На рис. 3.6 построены зависимости волнового чис-

ла (a) и частоты пульсаций (b) от энергии активации для доминирующей

неустойчивости. Параметры kmax и ωmax берутся для каждого значения β

на нейтральной границе устойчивости, т.е. LA каждый раз подстраивает-
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Рис. 3.6 . Зависимость kmax (a) и wmax (b) от β при LB = 1, ua = 0, r = 10 и r = 0.1.

ся так, что LA и β соответствуют граничным значениям для появления

волновой неустойчивости. Другие значения параметров фиксированы, как

это отображено в подписи к рисунку. Как kmax(β), так и ωmax(β) являются

монотонно затухающими функциями. При уменьшении параметра реком-

бинации, наблюдаются большие значения волнового числа и частоты пуль-

саций доминирующей неустойчивости. Поскольку граничная мода домини-

рующей неустойчивости может быть ‘шаблоном’ при мягком возмущении

пульсирующих решений, можно ожидать, что с увеличением параметра ре-

комбинации будут возникать структуры с большим поперечным масштабом

и более медленной временной динамикой.

В случае LA < 1 численный анализ показывает, что волна горения

теряет устойчивость по отношению к ячеистым возмущениям. Этот тип

неустойчивости не имеет одномерного аналога и существует только в си-

стемах с как минимум двухмерной пространственной геометрией. Типич-

ное дисперсионное соотношение для ячеистой неустойчивости схематиче-

ски показано на вкладке к рис. 3.7 в правом нижнем углу. На графике

представлена только действительная часть λ(k), поскольку мнимая часть

дисперсионного соотношения равна нулю. Для устойчивых бегущих волн
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зависимость Reλ(k) представляет собой монотонно убывающую функцию,

выходящую из начала отсчета, λ(0) = 0. По мере приближения к нейтраль-

ной границе устойчивости, наклон графика Reλ(k) в точке k = 0 стремить-

ся к нулю и при достижении критических значений параметров обращает-

ся в ноль. При пересечении нейтральной границы устойчивости из области

параметров, соответствующей устойчивым волнам горения, и переходе в

область параметров, для которых волна горения теряет устойчивость, про-

изводная или наклон Reλ(k) в точке k = 0 меняет знак от отрицательного к

положительному. В результате появляется максимум функции Reλ(k) при

некотором значении k = k∗, как это проиллюстрировано на вкладке к рис.

3.7. Следует отметить, что дисперсионное соотношение все время исходит

из начала отсчета в данном случае, т.е. λ(0) = 0.

На рис. 3.7 построены критические значения параметров для появ-

ления ячеистой неустойчивости на плоскости LA от β при LB = 1, ua = 0

и нескольких значениях r, изменяющихся от 0.02 до 50. Области пара-

метров, соответствующие устойчивым волнам горения, находятся над кри-

тическими кривыми для ячеистой неустойчивости. Нейтральная граница

устойчивости, LA(β), является монотонно возрастающей функцией. Зави-

симость критических значений параметров LA(β) качественно напоминает

случай одноступенчатой адиабатической модели: при стремлении β к нулю

LA убывает, а при увеличении β LA стремиться к единице. Область пара-

метров, при которых волна горения устойчива, сжимается и нейтральная

граница устойчивости сдвигается вверх при увеличении параметра реком-

бинации от 0.02 до 1. При r > 1 наблюдается тенденция приближения к

некоторому пределу: изменение r от 10 до 50 только немного модифициру-

ет критические значения параметров так, что они становятся практически

не отличимы друг от друга.

Влияние изменения LB на устойчивость волн горения так же исследо-

валась и проиллюстрирована на рисунках 3.8 и 3.9 для случая медленного

r = 0.1 и быстрого r = 10 режима рекомбинации, соответственно. На ри-

сунках 3.8 (a) и 3.9 (a) рассмотрена потеря устойчивости по отношению

к волновым неустойчивостям и следовательно число Льюиса для топлива

взято больше единицы. Сплошная линия показывает нейтральную грани-
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Рис. 3.7 . Диаграмма устойчивости на плоскости LA от β при LB = 1, ua = 0 и различных
значениях r = 0.02, 0.1, 1, 10 и 50. Типичный вид дисперсионного соотношения для случая
ячеистой неустойчивости показан на вкладке к рисунку в нижнем правом углу.

цу устойчивости. Следуя предыдущему изложению, критические значения

параметров для бифуркации Андронова-Хопфа, возникающей в одномер-

ной модели, так же показаны с помощью точечной кривой. На рисунках

3.8 (b) и 3.9 (b) рассмотрен случай чисел Льюиса для топлива меньших

единицы и потеря устойчивости вызвана ячеистыми возмущениями.

Как видно на рис. 3.8, в случае медленной рекомбинации, измене-

ние LB приводит к существенному изменению нейтральной границы как

для волновой (a), так и для ячеистой (b) неустойчивости. Увеличение LB

в режиме медленной рекомбинации имеет неоднозначное влияние на кри-

тические значения параметров для волновой неустойчивости. Для проме-

жуточных значений энергии активации граница устойчивости сдвигается в

сторону больших значений β с увеличением LB, т.е. для более тяжелых ра-

дикалов пламя менее устойчиво. С другой стороны, для больших значений

β, наблюдается обратная тенденция: увеличение LB сдвигает нейтральную

границу устойчивости в сторону меньших β. В случае ячеистой неустой-

чивости ситуация более однозначна: уменьшение LB делает волну горения
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Рис. 3.8 . Диаграмма устойчивости на плоскости LA от β при r = 0.1, ua = 0 и различных
значениях LB = 0.2, 1, и 5. Результаты показаны для LA > 1 (a) и LA < 1 (b).

более устойчивой. Тот же результат, но менее выраженный, наблюдается в

случае быстрой рекомбинации при r = 10 на рис. 3.9. Как отмечено ранее,

увеличение r приводит к тому, что характеристики неустойчивости стре-

мятся к некоторому предельному поведению. В результате, увеличение LB

только немного уменьшает область параметров с устойчивым распростра-

нением волн горения, как при LA < 1, так и при LA > 1. На рис. 3.9 (a)

критические значения параметров лежат очень близко друг у другу, поэто-

му для того, чтобы разрешить различные кривые нейтральной устойчиво-

сти при LB = 0.2, 1, 5, увеличенные графики так же построены на вкладке

к рисунку.

Исследовалось влияние температуры окружающей среды, ua, кото-

рая является важным экспериментальным параметром, на устойчивость

бегущих волн горения. В расчетах, приведенных выше, она фиксировалась

равной нулю, далее мы отбрасываем это допущение. На рис. 3.10 постро-

ена нейтральная граница устойчивости на плоскости LA от β при r = 0.1,

LB = 1 и двух значениях внешней температуры ua = 0 и ua = 0.01. Слу-

чай волновой неустойчивости, LA > 1, представлен на графике (a), где

сплошная линия соответствует границе устойчивости, а точечная линия
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Рис. 3.9 . Диаграмма устойчивости на плоскости LA от β при r = 10, ua = 0 и различных
значениях LB = 0.2, 1, и 5. Результаты показаны для LA > 1 (a) и LA < 1 (b).

Рис. 3.10 . Диаграмма устойчивости на плоскости LA от β при r = 0.1, LB = 1 и
различных значениях ua = 0.0 и 0.01. Результаты показаны для LA > 1 (a) и LA < 1 (b).
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Рис. 3.11 . Диаграмма устойчивости на плоскости LA от β при r = 10, LB = 1 и раз-
личных значениях ua = 0.0 и 0.01 для случаев LA > 1 (a) и LA < 1 (b).

представляет критические параметры для бифуркации Андронова-Хопфа

в одномерном приближении. Видно, что увеличение внешней температу-

ры сдвигает критическую кривую потери устойчивости в сторону больших

значений β, таким образом стабилизируя волну горения. Появление яче-

истой неустойчивости показано на рисунке 3.10 (b). Как следует из гра-

фиков для ua = 0 и 0.01, увеличение температуры окружающей среды

так же имеет стабилизирующий эффект на пламя. Это влияние наиболее

очевидно для больших значений энергии активации и становится менее за-

метным для промежуточных и малых значений β. Рис. 3.10 аналогичен

рис. 3.11 с той разницей, что на последнем рассматривается режим быст-

рой рекомбинации, т.е. r = 10. На рисунке (a) представлен случай LA > 1.

Видно, что в отличие от числа Льюиса для радикалов LB, изменение ua по

прежнему имеет существенное влияние на границу устойчивости. Та же си-

туация наблюдается на рисунке (b), где представлена критическая кривая

для ячеистой неустойчивости для ua = 0 и 0.01. Увеличение внешней тем-

пературы имеет выраженный стабилизирующий эффект, проявляющийся

в сдвиге нейтральной границы устойчивости в сторону меньших значений

LA.
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§ 3.5. Пульсирующие, стоячие и ячеистые волны

Далее исследуются свойства волн горения, появляющихся при пересе-

чении в пространстве параметров нейтральной границы устойчивости для

решений в виде бегущей волны. Модельные уравнения (3.20) решаются

на достаточно большой прямоугольной области координат с начальными

условиями (3.21), накладываемыми на сторонах прямоугольной области,

ориентированных вдоль оси y, и условиями нулевых потоков на u, v и w

на сторонах, параллельных оси x. Длина области интегрирования вдоль

оси x выбирается достаточно большой для того, чтобы граничные условия

(3.21) удовлетворялись с хорошей точностью. Длина области интегрирова-

ния вдоль оси y выбирается так, чтобы вместить один период появляющей-

ся структуры в поперечном направлении. Для решения системы (3.20) был

использован метод расщепления по физическим процессам. Вначале реша-

лась система обыкновенных дифференциальных уравнений, описывающих

процессы изменения температуры, концентрации топлива и радикалов, за

счет реакций разветвления и рекомбинации. Для этого использовался ме-

тод Рунге-Кутта четвертого порядка. На втором этапе решались уравне-

ния переноса. В этом случае использовалась безусловно устойчивая схема

Кранка-Николсона, обладающая вторым порядком аппроксимации как по

времени, так и по пространству. Начальные условия берутся в виде бегу-

щих волн.

Как показано в предыдущем параграфе, в зависимости от числа

Льюиса для топлива могут появиться два типа неустойчивости: волновая

неустойчивость для LA > 1 или ячеистая неустойчивость для LA < 1. Да-

лее, решения, появляющиеся в результате потери устойчивости бегущих

волн, исследуются по отдельности в этих областях параметров.

3.5.1. Пульсирующие волны

Исследование режимов, возникающих при потере устойчивости бегу-

щей волны, начнем с рассмотрения одномерного случая. Результаты чис-

ленного анализа представлены на рисунке 3.12. На графиках (a) и (b)

проиллюстрировано поведение пульсирующих волн горения при LA = 10,
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LB = 1, r = 45 и β = 3.8. Значение энергии активации, β, взято выше

критического для бифуркации Андронова-Хопфа, βh = 3.657... Начальный

профиль взят в виде неустойчивой бегущей волны и испытывает пульсиру-

ющие неустойчивости, которые искажают решение в ходе начальной стадии

эволюции профиля во времени. Появляются переходные пики распределе-

ния температуры в пространстве и осцилляции формы и максимального

значения профиля концентрации радикалов, wmax. Профиль концентрации

топлива главным образом подвержен изменению угла наклона фронта, хотя

некоторые малые осцилляции концентрации топлива наблюдаются в зоне

продуктов.

Значение wmax и положения максимума радикалов в пространстве

ξmax являются удобными параметрами для описания колебательной приро-

ды нестационарных решений. Здесь ξ = x−cdriftt - это координата в систе-

ме отсчета, бегущей со скоростью cdrift, которая представляет собой сред-

нюю по времени скорость распространения пламени cdrift = limt→∞ xmax/t,

где xmax -это координата максимума концентрации радикалов в лабора-

торной системе отсчета. По мере развития пульсирующей неустойчивости

значения wmax и ξmax осциллируют с амплитудой, которая изначально рас-

тет по экспоненциальному закону во времени. Частота этих осцилляций

задается мнимой частью Imλ, а инкремент экспоненциального роста опре-

деляется действительной частью, Reλ, пары точек дискретного спектра,

ответственных за появление неустойчивости.

На временах порядка (Reλ)−1, амплитуды колебаний, wmax и ξmax, вы-

ходят на насыщение и стабилизируются на некоторых значениях. Поведе-

ние профилей u(ξ, t), v(ξ, t) и w(ξ, t) становится периодическим по времени

и таким образом формируется пульсирующая волна горения. На рисунках

3.12 (a) и (b) построены распределения температуры и концентрации ра-

дикалов в пульсирующей волне горения в три момента времени t1 = 0,

t2 = 588 и t3 = 1961. Поскольку эти решения периодические, время от-

считывается от 0 до T , где T = 2484 - это период пульсации. В профиле

температуры на рисунке (a) видны локальные пики температуры, кото-

рые осциллируют по времени. Так же отметим, что значение координаты

температурного максимума, ξmax, как и положение точки максимального
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градиента u(ξ) колеблется около значения ξ = 0. Профиль концентрации

топлива v(ξ, t) не построен на рисунке 3.12. Однако, отметим, что мак-

симальный угол наклона v(ξ) при фиксированном t меняет свое значение

со временем и, так же как и координата точки максимального наклона,

испытывает осцилляции по периоду времени.

Наиболее яркую солитон-подобною динамику демонстрируют про-

филь концентрации радикалов w(ξ, t), который изображен на рисунке 3.12

(b). На нем видно, что концентрация радикалов как функция ξ остается ло-

кализованной колокол-образной функцией во все моменты времени. Вместе

с тем, максимум w(ξ) и его положение являются периодическими функци-

ями времени. Это продемонстрировано на рис. 3.12 (c), где построена за-

висимость wmax от ξmax. Видно, что на плоскости (ξmax, wmax) формируется

предельный цикл.

Для того чтобы установить тип бифуркации Андронова-Хопфа ис-

следовались свойства пульсирующих решений, возникающих при потере

устойчивости бегущих волн горения. Результаты этого анализа представ-

лены на рисунке 3.12 (d), где показаны данные расчетов для LA = 3.0 и

LA = 10. Другие параметры взяты, как показано в подписи к рисунку, т.е.

LB = 1 и r = 45. Энергия активации увеличивается от значения сразу за

пороговым для бифуркации Андронова-Хопфа, βh, и для каждого значения

β прямым численным интегрированием модельных уравнений находится

пульсирующее решение. На рисунке 3.12 (d) квадрат относительной ам-

плитуды, ǫ = ∆w2
max/w

2
h, построен как функция параметра закритичности,

∆β = β−βh, где ∆wmax = max{wmax(t)}−min{wmax(t)} за период времени

0 < t < T , wh - это максимальное значение концентрации радикалов в бе-

гущей волне взятой точно в точке бифуркации Андронова-Хопфа, β = βh.

Кресты, соединенные сплошной линией, соответствуют LA = 10, а ромбы,

соединенные пунктирной линией, представляют результаты для LA = 3.

Для малых значений параметра закритичности ∆β, сразу за нейтральной

границей устойчивости, квадрат амплитуды показывает линейную зависи-

мость. Амплитуда осцилляций непрерывная и корневая функция ∆β, что

характерно для надкритической бифуркации Андронова-Хопфа, в резуль-

тате которой рождается устойчивый предельный цикл. По мере увеличе-
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Рис. 3.12 . Пульсирующие волны горения при LB = 1 и r = 45. На рисунках (a) и (b)
построены профили температуры и концентрации радикалов, u(ξ) и v(ξ). Профили взяты в
моменты времени t1 = 0, t2 = 588 и t3 = 1961. На рисунке (c) предельный цикл показан на
плоскости wmax от ξmax. Рисунки (a), (b) и (c) соответствуют энергии активации β = 3.8
и LA = 10. На рисунке (d) построен квадрат относительная амплитуды, ǫ, как функция
бифуркационного параметра, ∆β, при LA = 10 (кресты, соединенные сплошной линией) и
при LA = 3 (ромбы соединенные пунктирной лиинией).
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ния ∆β зависимость ǫ от ∆β становится нелинейной. График функции ǫ от

β позволяет получить критические значения параметров для бифуркации

Андронова-Хопфа с помощью линейной аппроксимации данных прямого

численного счета для ∆β стремящегося к нулю. Полученные таким обра-

зом оценки хорошо согласуются с результатами анализа линейной устойчи-

вости до третьей значащей цифры, что подтверждает применимость обоих

подходов.

3.5.2. Волновая неустойчивость и стоячие волны

При пересечении нейтральной границы для волновой неустойчивости

(LA > 1) в пространстве параметров, в результате первичной бифурка-

ции появляется пульсирующая волна горения. Этот тип решения проил-

люстрирован на рис. 3.13, где построены контурные графики распреде-

ления концентрации радикалов, w(x, y), взятые в три последовательных

момента времени t1 = 80, t2 = 145 и t3 = 190. На рис. 3.13 представлена

только часть области интегрирования x ∈ [360, 410], в то время как пол-

ная область интегрирования, использованная в численной схеме составляет

x ∈ [0, 2000]. Линии уровня соответствуют концентрациям w = 0.02, 0.06,

0.1, 0.14, 0.18, 0.22 и 0.26. При значениях параметров, использованных в

расчетах и отображенных в подписи к рисунку 3.13, критическое значение

энергии активации для появления волновой неустойчивости β = 6.668...,

временной период осцилляций составляет T ≈ 108, а пространственный пе-

риод решения в поперечном направлении примерно равен 100, что хорошо

согласуется с предсказаниям анализа линейной устойчивости. На рис. 3.13

графики построены в системе отсчета, в среднем сопутствующей пульсиру-

ющей волне, x− ct, где c - это средняя скорость распространения пламени,

т.е. среднее по времени положение пламени за период не меняется. Момен-

ты времени, ti, взяты таким образом, чтобы покрыть один период осцил-

ляций и проиллюстрировать эволюцию профиля концентрации радикалов

за период. Как видно на рис. 3.13, при пересечении нейтральной границы

устойчивости в пространстве параметров, решение в виде бегущей волны

испытывает как временные пульсации, так и сегментацию фронта пламе-

ни в поперечном направлении. Это приводит к формированию солитон-
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Рис. 3.13 . Контурные графики распределения концентрации радикалов, w(x, y), взятые в
три последовательных момента времени t1 = 80 рисунок (a), t2 = 145 рисунок (b) и t3 = 190
рисунок (c) для LA = 10, LB = 1, β = 7.5 и r = 0.1.

подобных структур профилей концентрации радикалов, которые так же

изображены на рисунке 3.14.

На рис. 3.13(a) есть только один пик радикалов, расположенный на

линии y = 50. Пока в области локализации пика радикалов присутствует

достаточное количество топлива, их концентрация растет, а максимум оста-

ется в том же месте относительно координаты y. Увеличение концентрации

радикалов приводит к усилению их рекомбинации, локальному разогреву

смеси и формированию локального максимума температуры. Повышение

температуры ускоряет реакцию разветвления и приводит к локальному

обеднению концентрации топлива. В результате рост wmax сменяется за-

туханием максимума концентрации радикалов. Пока wmax велико реакция

рекомбинации по прежнему активна и температура продолжает расти. Это

проиллюстрировано на рис. 3.15, где показана динамика umax(t) и wmax(t)

на рисунке (a), а так же на рисунке (b) построено положение wmax на коор-

динатной плоскости (xmax, ymax), с помощью ромбов, соединенных сплош-

ной линией. Графики построены для тех же значений параметров, что и

на рис. 3.13.

Следует отметить, что два пика концентрации радикалов на рис.

3.15(a) соответствуют одному периоду пульсаций, а так же то, что на ри-
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Рис. 3.14 . Профили распределения концентрации радикалов, w(x, y), взятые в три после-
довательных момента времени t1 = 80 рисунок (a), t2 = 145 рисунок (b) и t3 = 190 рисунок
(c) для LA = 10, LB = 1, β = 7.5 и r = 0.1.
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(a) (b)

Рис. 3.15 . Рисунок (a) показывает значение максимумов концентрации радикалов (ром-
бы, соединенные сплошной линией) и температуры (кресты, соединенные пунктирной ли-
нией). На рисуноке (b) показана зависимость положения y от x максимума концентрации
радикалов. Параметры взяты как на рисунке 3.13. Моменты времени, в которые строятся
профили на рис. 3.13, отмечены пунктирными линиями на рисунке (a) и обозначены квад-
ратами на рисунке (b).

сунке (b) показана только половина области интегрирования вдоль оси y,

поскольку другая часть рисунка может быть получена зеркальным отраже-

нием относительно оси y = 50. Эта фаза динамики системы соответствует

профилю (a) на рис. 3.13 и так же отмечена как ‘t1’ на рис. 3.15. Уве-

личение локальной температуры сопровождается ускорением пламени, что

приводит к продвижению расположения локального пика радикалов в сто-

рону больших значений координаты x. В некоторый момент, когда wmax

становится малым, тепловыделение начинает испытывать стагнацию и на-

блюдается уменьшение umax. Эпицентр радикалов не может дальше распро-

страняться вдоль оси x, поскольку в локальной области около оси y = 50,

где располагается пик радикалов, топливо существенно израсходовано. С

другой стороны, с обеих сторон от этого пика концентрации радикалов

вдоль оси y присутствует избыток не сгоревшего топлива. Эпицентр реак-

ции разваливается на два пика, которые расходятся от оси y = 50 в сторону

внешних сторон области интегрирования, т.е. линий y = 0 и y = 100. Это

соответствует профилю концентрации радикалов, изображенному на рис.

3.13(b), а так же частям траектории, отмеченным как ‘t2’ на рис. 3.15 (b).

По мере того, как пики радикалов движутся по этим траекториям от линии
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y = 50, максимальная концентрация радикалов и температура убывают,

скорость распространения эпицентров реакции убывает и они отступают

в сторону меньших значений координаты x на рис. 3.15(b). К моменту

прибытия локальных пиков к внешним границам области интегрирования,

y = 0 и y = 100, локальный максимум концентрации радикалов проходит

через минимальное значение и наблюдается обратная тенденция: прибли-

жение к богатым топливом внешним областям интенсифицирует реакцию

разветвления и wmax начинает восстанавливаться к высоким значениям.

На этой стадии пики радикалов остаются на тех же местах по оси y и на-

чинают продвигаться в сторону больших значений x. Рост концентрации

радикалов увеличивает тепловыделение и локальную температуру. Повы-

шение температуры ускоряет реакцию разветвления так, что топливо начи-

нает активно превращаться в радикалы. В некоторый момент достигается

максимум wmax(t), который сменяется последующим затуханием. Эта фаза

динамики системы соответствует профилю, изображенному рис. 3.13 (c),

и точке, отмеченной ‘t3’ на рис. 3.15. Затем эволюция системы периодиче-

ски повторяется, что приводит к формированию структуры типа стоячей

волны в сопутствующей системе отсчета. Численные расчеты на временах

порядка десятков периодов пульсаций показывают периодическую повто-

ряемость осцилляций без какого либо ‘уплывания’ их параметров.

Свойства бифуркации, приводящей к появлению решений в виде сто-

ячей волны, так же исследовались. При увеличении энергии активации от

критического значения, βc, которое составляет 6.668... для рис. 3.13-3.15,

появляются пульсации wmax(t). Эти осцилляции малы при β−βc ≪ 1 и хо-

рошо описываются частотой Imλ, получаемой из линейного анализа устой-

чивости. Амплитуда осцилляций растет по коренному закону с увеличени-

ем β. Колебания температуры малы и их амплитуда не превышает уровня

нескольких процентов от адиабатической температуры горения даже для

достаточно больших значений β− βc. Для профиля концентрации топлива

не наблюдается заметных локальных пиков или провалов в пространствен-

ном распределении в результате появления стоячих волн. Однако, при пе-

ресечении нейтральной границы устойчивости и появлении стоячих волн

в профилях концентрации топлива появляется фазовый сдвиг вдоль оси



195

y. Это наблюдается в виде искривления фронта пульсирующей волны, в

отличие от плоского решения в виде бегущей волны, существующего до

бифуркации потери устойчивости. С увеличением бифуркационного пара-

метра характеристики стоячей волны, т.е. временная частота пульсаций

и длина волны в направлении оси y, испытывают плавное изменение от

значений, предписываемых линейным анализом устойчивости: Imλ и k−1

для доминирующей неустойчивости. Среднее значение скорости пламени,

c, для стоячей волны меньше, чем скорость неустойчивого решения в виде

бегущей волны для тех же значений параметров. Это согласуется с резуль-

татами прошлой главы для модели Зельдовича-Баренблатта.

3.5.3. Ячеистые неустойчивость и волны

В случае, LA < 1, при пересечении нейтральной границы устойчиво-

сти в пространстве параметров появляется неустойчивость ячеистого (тью-

риговского [210]) типа. В отличие от волновой неустойчивости, в этом слу-

чае дисперсионное соотношение, посчитанное для критических значений

параметров, не позволяет получить характерные масштабы времени и дли-

ны в поперечном направлении для ячеистого возмущения. Для параметров

сразу за границей устойчивости появляется неустойчивая мода с очень ма-

лым инкрементом экспоненциального роста и большой длинной волны в

поперечном направлении. С ростом закритичности, например, за счет уве-

личения β, волновое число в направлении оси y и инкремент роста, Reλ, до-

минирующей неустойчивости становятся больше. В результате становится

возможным отследить появление ячеистой неустойчивости методами пря-

мого численного интегрирования модельных уравнений (3.20).

Изначально, неустойчивость вызывает незначительное изменение

фронта пламени, которое проявляется в его искривлении, т.е. волна пе-

рестает быть плоской одномерной структурой. Фрагментация фронта пла-

мени так же сопровождается варьированием в поперечном направлении,

вдоль оси y, локального максимума концентрации радикалов по продоль-

ной координате x. Изменения профилей температуры и концентрации топ-

лива менее выражены. После интегрирования модельных уравнений на вре-

менах порядка нескольких характерных инкрементов экспоненциального
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Рис. 3.16 . Контурный график профиля концентрации радикалов, w(x, y), для LA = 0.81,
LB = 1, β = 9.5, r = 0.1.
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Рис. 3.17 . Зависимость ∆wy(β) изменения пикового значения концентрации радикалов
вдоль оси y от энергии активации для LA = 0.81, LB = 1, r = 0.1.

роста, (Reλ)−1, что составляет по порядку около 105, решение сходится к

стационарно распространяющейся ячеистой волне, которая бежит с посто-

янной скоростью вдоль оси x без изменения своей формы в сопутствующей

системе отсчета.

Типичный вид ячеистой волны продемонстрирован на рис. 3.16,

где построен контурный график концентрации радикалов, w(x, y), для

LA = 0.81, LB = 1, β = 9.5 и r = 0.1. Здесь x - это координата в со-

путствующей волне горения системе отсчета. Линии уровня соответствуют

значениям концентрации w = 0.0125, 0.025,..., 0.075. Как и на предыдущем

контурном графике 3.13, на рис. 3.16 представлена только часть области

интегрирования x ∈ [400, 470]. Полный интервал расчетной сетки состав-

ляет x ∈ [0, 800]. Ширина области интегрирования вдоль оси y выбрана

таким образом, чтобы вместить одну ячейку сегментированного фронта.

Следует отметить, что для параметров, взятых на рис. 3.16, бегущая

волна горения теряет устойчивость при βc = 5.55... Несмотря на то, что

бифуркационный параметр, β, существенно изменен относительно крити-

ческого значения, на рис. 3.16 пиковые значение концентрации радикалов

мало изменяется вдоль оси y, ∆wy = maxy[maxxw] − miny[maxxw], до-

стигает только нескольких процентов от максимального значения w(x, y).

Это отчетливо видно по расположению линий уровня на рис. 3.16, а так же

проиллюстрировано на рис. 3.17, где построена зависимость перепада пи-
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Рис. 3.18 . Зависимость скорости, c, ячеистого пламени от энергии активации показана
ромбами. Сплошная и пунктирная линии соответствуют скорости устойчивой и не устой-
чивой бегущей волны горения соответственно. Графики построены для LA = 0.81, LB = 1,
r = 0.1.

кового значения концентрации радикалов вдоль фронта, ∆wy, от энергии

активации при тех же значениях параметров, что и на рис. 3.16. Ромбы

представляют численные результаты, а соединяющая их сплошная линия

показывает прямую, построенную по методу наименьших квадратов. При-

рода бифуркации так же отличается от случая LA > 1, поскольку ∆wy

растет линейно в зависимости от бифуркационного параметра, β. Для про-

филей температуры и концентрации топлива ячеистая структура прояв-

ляется только в сдвиге фазы фронта пламени с изменением координаты

y (или ненулевой кривизне фронта пламени), в то время как при этом не

наблюдается значительных пиков в распределении u и v.

Интересным обстоятельством является то, что скорость ячеистого

пламени и неустойчивой бегущей волны горения равны с точностью до чис-

ленной ошибки определения скорости фронта, которая составляет порядка

одного процента. Это, вместе с необходимостью осуществлять длительное

интегрирование по времени для того, чтобы найти ячеистую волну, дела-

ет численное исследование этого типа решений сложной задачей. Зависи-

мость скорости ячеистой волны от энергии активации изображена на рис.

3.18 с помощью ромбов при LA = 0.81, LB = 1, r = 0.1. Для сравнения
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на этом же графике построена скорость бегущей волны горения. Сплош-

ная линия отвечает устойчивому, а пунктирная - неустойчивому решению.

Точка бифуркации, найденная из линейного анализа устойчивости, изоб-

ражена сплошным квадратом. Зазор между точкой бифуркации и первой

точкой, изображающей ячеистую волну горения, связан со сложностью де-

тектирования этого режима распространения пламени методом прямого

интегрирования модельных уравнений.

§ 3.6. Выводы

В данной главе рассмотрено распространение волн горения в модели

Зельдовича-Линяна в адиабатическом пределе. Установлено, что для за-

данных значений параметров решение в виде бегущей волны всегда един-

ственно. Структура бегущей волны горения зависит от параметра рекомби-

нации, r, выражающего соотношение между характерными временами ре-

акций разветвления и рекомбинации. При r < 1, наблюдается режим мед-

ленной рекомбинации распространения пламени. В этом случае передний

край пламени определяется процессами диффузии тепла и реагентов, зона

реакции состоит из тонкой области разветвления, заключенной в гораздо

более широкую область рекомбинации. В зоне разветвления практически

все топливо конвертируется в радикалы и их концентрация достигает вели-

чин порядка единицы. В зоне рекомбинации радикалы трансформируются

в продукты и выделяется тепло. Область, где активна реакция рекомбина-

ции протягивается в зону продуктов, где рекомбинация, а не транспортные

процессы (как это характерно для одноступенчатых моделей) является до-

минирующей. Как следствие этого, температура и концентрация реагентов

стремится к асимптотическим значениям суб-экспоненциальным образом.

При r > 1 реакция рекомбинации быстрее, чем реакция разветвления

цепи и пламя распространяется в режиме быстрой рекомбинации. В зоне

прогрева доминируют транспортные процессы. Она сменяется зоной реак-

ции, где реакция рекомбинации следует за реакцией разветвления и к ра-

дикалам может быть применено стационарное приближение. В результате

концентрация радикалов асимптотически мала. Модель с двухступенчатой
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реакцией может быть редуцирована к модели с одно-стадийной реакцией

второго порядка и удвоенной энергией активации по отношению к реакции

разветвления модели Зельдовича-Линяна. В режиме быстрой рекомбина-

ции асимптотический анализ дает хорошую оценку скорости распростра-

нения пламени при высокой энергии активации. Для умеренных значений

энергии активации оба подхода согласуются качественно в режиме быстрой

рекомбинации. Однако эти асимптотические результаты нельзя экстрапо-

лировать на режим медленной рекомбинации, для которого численный и

асимптотический анализ дают существенно отличающиеся оценки.

Устойчивость волн горения в модели Зельдовича-Линяна исследо-

валась методом функции Эванса и прямым интегрированием модельных

уравнений в частных производных. Результаты обоих методов согласуют-

ся с высокой степенью точности. Было установлено, что в одномерном слу-

чае бегущая волна горения теряет устойчивость в результате бифуркации

Андронова-Хопфа, когда пара комплексно сопряженных точек дискретно-

го спектра задачи линейной устойчивости переходят из левой в правую

половину комплексной плоскости, пересекая мнимую ось выше и ниже на-

чала координат, соответственно, и приводя к возникновению пульсирую-

щей неустойчивости. Критические значения параметров для бифуркации

Андронова-Хопфа были найдены и показано, что на плоскости парамет-

ров LA от β нейтральная граница устойчивости, LA(β), является моно-

тонно убывающей функцией. Тип бифуркации Андронова-Хопфа и свой-

ства пульсирующих решений, появляющихся в результате нее, детально

исследовались. Было показано, что бифуркация имеет надкритический ха-

рактер. Амплитуда осцилляций растет по коренному закону с увеличени-

ем энергии активации за значение, предписываемое нейтральной границей

устойчивости.

В двухмерном случае было установлено, что бегущая волна горения

теряет устойчивость либо из-за волновой, либо ячеистой неустойчивости

в зависимости от числа Льюиса для топлива. На плоскости параметров

число Льюиса для топлива – энергия активации найдена нейтральная гра-

ница устойчивости. В случае LA > 1 волна горения теряет устойчивость по

отношению к возмущениям волнового типа, причем это случается до то-
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го, как происходит бифуркация Андронова-Хопфа в одномерной модели.

Нейтральная граница устойчивости LA(β) так же является монотонно убы-

вающей функцией, которая стремиться к единице при больших значениях

энергии активации и неограниченно растет при стремлении β к некоторо-

му критическому значению. Для LA < 1, бегущая волна горения теряет

устойчивость по отношению к возмущениям ячеистого типа. Нейтральная

граница устойчивости, LA(β), является монотонно возрастающей функци-

ей. При β стремящихся к нулю LA так же затухает, а при больших β, кри-

тическая энергия активации, LA, стремиться к единице. В обоих случаях,

расположение нейтральной границы устойчивости качественно согласуется

с результатами для одно ступенчатой адиабатической модели.

Важным экспериментальным параметром, который так же присут-

ствует в одноступенчатых моделях, является температура окружающей

среды. Показано, что начальный прогрев свежей смеси стабилизирует рас-

пространение волны горения. Критическая граница для появления волно-

вой неустойчивости сдвигается в сторону больших значений β, а критиче-

ские параметры для ячеистой неустойчивости перемещаются к меньшим

значениям LA. Это приводит к расширению области существования устой-

чивых решений в виде бегущих волн горения в пространстве параметров и

качественно согласуется с предсказанием анализа устойчивости для одно-

ступенчатой модели.

Параметры LB и r специфичны для модели Зельдовича-Линяна и не

могут быть воспроизведены в рамках анализа одностадийной реакции. Из-

менение параметра рекомбинации так же сильно влияет на устойчивость

волн горения. Подобное изменение может контролироваться в эксперимен-

те за счет модификации давления смеси. Реакции разветвления цепи как

правило бимолерулярны, а реакции рекомбинации тримолекулярны, что

обуславливает различие в зависимости их скростей от давления и возмож-

ность манипулирования параметром r, о чем подробнее будет рассказано

ниже. В режиме медленной рекомбинации r < 1, уменьшение параметра

рекомбинации сдвигает нейтральную границу устойчивости в сторону боль-

ших значений энергии активации как для LA > 1 , так и для LA < 1. Таким

образом уменьшение параметра рекомбинации стабилизирует волну горе-
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ния. Когда r становится больше единицы, область устойчивых решений в

пространстве параметров стягивается к некоторому предельному поведе-

нию таким образом, что увеличение параметра рекомбинации на порядок

величины только очень слабо отражается на критических значениях пара-

метров как для волновой, так и для ячеистой неустойчивостей.

Влияние изменения числа Льюиса для радикалов на устойчивость

волн горения так же исследуется. В режиме быстрой рекомбинации уве-

личение LB сужает область параметров с устойчивым распространением

пламени, т.е. для более тяжелых радикалов пламя менее устойчиво. В ре-

жиме медленной рекомбинации такой же эффект наблюдается для ячеи-

стой неустойчивости, в то время как для волновой неустойчивости влияние

изменения LB более сложное и зависит от значения энергии активации. Па-

раметр LB может модифицироваться в эксперименте изменением состава

смеси, например, разбавлением смеси инертными газами.

Важно отметить, что модель Зельдовича-Линяна, рассмотренная в

данной главе и имеющая реакцию рекомбинации второго порядка, об-

ладает качественно схожими свойствами с одноступенчатой адиабатиче-

ской моделью. Это коренным образом отличается от модели Зельдовича-

Баренблатта с реакцией рекомбинации первого порядка по концентрации

радикалов, исследованной в прошлой главе, для которой было продемон-

стрировано существование затухания волн горения и присутствие бифур-

кации Богданова-Такенса даже в адиабатическом пределе. Другими слова-

ми, мы показали, что кинетика реакции рекомбинации, в частности поря-

док реакции, существенным образом влияет на динамику распространения

пламени, на свойства и устойчивость бегущих волн горения.

При пересечении критических параметров в пространстве параметров

для волновой неустойчивости появляются пульсирующие двухмерные вол-

новые решения. Для параметров вблизи нейтральной границы устойчиво-

сти временной период осцилляций и пространственный период структуры в

направлении, поперечном направлению распространения волны, появляю-

щихся решений хорошо согласуются с характеристиками доминирующей

неустойчивости задачи линейной устойчивости. Первичная бифуркация,

приводящая к рождению пульсирующих решений, имеет надкритический
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характер. С точки зрения концентрации радикалов, распространяющие-

ся пульсирующие волны имеют солитон-подобную структуру радикальных

пиков, которые следуют вдоль определенных траекторий. Здесь были рас-

смотрены условия нулевых потоков на боковых (по отношению к направ-

лению распространения волны) сторонах области интегрирования, а длина

области интегрирования в поперечном направлении подбиралась так, что-

бы уместить один пространственный период пульсирующего решения. В

случае других граничных условий рождаются решения с более сложной

динамикой. Распространение стоячей волны сопровождается осцилляция-

ми пиков концентрации радикалов. Амплитуда этих осцилляций следует

корневой зависимости от параметра закритичности (разности энергии ак-

тивации и ее критического значения).

При пересечении критических параметров для ячеистой неустойчиво-

сти в результате первичной бифуркации из плоской бегущей волны горения

появляется двухмерная ячеистая волна. Ячеистое решение распространя-

ется с постоянной скоростью без изменения своей формы в сопутствующей

волне системе отсчета. Скорость ячеистой волны совпадает со скоростью

распространения плоской бегущей волны с точностью до ошибки расче-

тов, которая составляет порядка одного процента. Профиль концентрации

радикалов представляет собой колокол-образную функцию продольной ко-

ординаты в то время, как вдоль поперечного направления пики распреде-

ления радикалов сдвинуты по фазе, т.е. фронт пламени имеет гофриро-

ванную, искривленную структуру. Максимальное значение концентрации

радикалов в продольном направлении так же варьируется при изменении

поперечной координаты. Эти изменения довольно малы и составляют по-

рядка нескольких процентов от максимального значения концентрации ра-

дикалов. В отличие от пульсирующих волн горения, амплитуда изменения

максимума концентрации радикалов линейно зависит от параметра закри-

тичности. Профили температуры и концентрации топлива отличаются от

соответствующих профилей решений в виде бегущей волны искривлением

формы фронта от плоского. При этом не наблюдается существенных пиков

температуры по сравнению с бегущей волной. Данные свойства значитель-

но усложняют экспериментальное наблюдение ячеистых волн, если толь-
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ко параметры не взяты далеко от критических. Определение нейтральной

границы устойчивости как численно, так и в эксперименте является плохо

разрешимой задачей.

Как показывают предварительные оценки и данные из литературы

модель Зельдовича-Линяна потенциально может быть применена для опи-

сания распространения пламени в богатых водород-кислородных (воздуш-

ных) смесях. В следующей главе мы развиваем этот подход более детально.
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Глава 4

Исследование устойчивости пламени в предварительно

перемешанной богатой водород-воздушной смеси

вблизи предела воспламенения

§ 4.1. Введение

В данной главе на основе двухступенчатых моделей с цепным ме-

ханизмом реакции исследуется устойчивость волн горения, свободно рас-

пространяющихся в богатой предварительно перемешанной смеси водоро-

да и воздуха при нормальных внешних условиях (298K и 1атм). Хорошо

известно, что волны горения могут распространяться в богатых водород-

воздушных смесях только до определенных значений коэффициента из-

бытка топлива, выше которых происходит гашение пламени. Несмотря

на то, что многие факторы могут влиять на наблюдаемые пределы вос-

пламенения, такие как подъёмная сила, диффузия, кинетика и т.д., ко-

торые также могут взаимодействовать друг с другом, как правило при

изучении таких сложных явлений фокусируются на отдельных наиболее

важных физико-химических процессах, обуславливающих появление гаше-

ния пламени. Здесь рассмотрение направлено на диффузионно-теплловое

приближение распространения пламени в перемешанных смесях. В рам-

ках этого подхода существование пределов воспламенения может быть вы-

звано несколькими факторами. В неадиабатическом случае пламя может

гаситься из-за присутствия теплоотдачи или радиационных тепловых по-

терь [47, 211]. В адиабатическом пределе объяснение затухания пламени

может быть дано как конкуренция реакций разветвления цепи и реком-

бинации [212], т.е. радикальное затухание, или через появление сложных

пульсирующих динамических режимов [70,180,211,213]. Последний сцена-

рий тесно связан с потерей устойчивости плоского пламени [70,180]. В свя-

зи с этим анализ устойчивости пламени является важным для понимания
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процесса затухания волн горения. Процесс затухания через возникновение

пульсаций в некотором смысле перекликается с концепцией динамическо-

го предела воспламенения [10]. Помимо интереса к этому вопросу с точки

зрения фундаментальных исследований, определение пределов воспламе-

нения так же важно для практических задач, связанных с безопасностью

использования водорода.

Несмотря на то, что на сегодняшний день есть хорошее понимание ки-

нетики окисления водорода, которая включает восемь химических реаген-

тов [214, 215], по прежнему существует недостаток редуцированных кине-

тических механизмов, необходимых для моделирования задач со многими

масштабами времени и длины таких, как изучение устойчивости пламени и

динамических нестационарных и многомерных режимов распространения

пламени. Одна из первых моделей горения смеси H2 - O2 была предложена

в работе Я.Б. Зельдовича [205]. Эта модель включает реакции разветвления

A+ B → 3B и рекомбинации B + B +M → P +M , где A - это дефицит-

ная компонента смеси, например, O2, B - это H атомы, которые считаются

единственным радикалом, вовлеченным в реакцию. В работе [216] исполь-

зовано приближение стационарного состояния дляO, OH иHO2 и была по-

лучена и исследована похожая модель для богатого водород-кислородного

пламени. В этом случае скорость первой глобальной реакции определятся

элементарных шагом H+O2 → OH+H, а скорость второй глобальной ре-

акции задается элементарной реакциейH+H+M → H2+M . В работе [217]

двухступенчатый механизм развит далее. Показано, что он способен давать

достаточно точные оценки скорости и структуры пламени по отношению

к данным, полученным из прямых численных расчетов с детальным ки-

нетическим механизмом и из экспериментов. Двухступенчатый механизм

использовался в [218] для изучения асимптотической структуры пламени

водород-воздушной смеси. Сравнительно недавно, [206, 207], модель была

опробована с помощью численного расчета с детальным кинетическим ме-

ханизмом реакции и было установлено, что двухступенчатая модель дает

хорошую оценку скорости распространения пламени.

Как обсуждается в работах [206,207], скорость рекомбинации H ради-

калов определятся двумя элементарными реакциями H+H+M → H2+M
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и H +O2 +M → HO2 +M . Рекомбинация H-атомов с O2 имеет более вы-

сокую скорость и должна проходить быстрее в присутствии молекул кис-

лорода с достаточной концентрацией. Квадратичная по концентрации H

реакция обрыва цепи может, однако, быть существенной в случае богатых

смесей и/или в режиме медленной рекомбинации, когда концентрация H

атомов становится существенной, а O2 быстро расходуются в ходе реак-

ции разветвления. Важность стадии с линейной рекомбинацией H так же

обсуждалась в [212, 219].

В работах [4, 212, 216, 220] отмечается значительность учета гидропи-

роксидных радикалов. В [212] показано, что в богатых водород-воздушных

пламенах концентрация HO2 может достигать достаточно существенных

значений и должна браться в расчет, в то время как концентрации O и

OH по прежнему малы и соответствующие реакции, связанные с ними

могут быть отброшены. Включение HO2 радикала в кинетическую схему

приводит к двухступенчатой модели, предложенной Линяном, как это ука-

зано в [4]. Модель была изучена в [212], где показано, что она способна

достаточно точно предсказывать скорость и структуру богатых водород-

кислородных пламен, что следует из сравнения с расчетами, основанны-

ми на детальном кинетическом механизме. В [220], механизм претерпевает

дальнейшую модификацию, направленную на включение реакции инициа-

ции H2 + O2 → HO2 + H и отбрасывание приближения равновесия для

гидропироксидных радикалов. Полученная модель оказалась пригодной

для анализа дефлаграции, самовоспламенения и диффузионного пламени

окисления водорода в воздухе.

Численный анализ моделей с детальным кинетическим механизмом

использовался для изучения различных аспектов пламен в заранее пере-

мешанных смесях водорода с окислителем, воздухом или кислородом, для

сравнения с экспериментами [221], выяснения влияния многокомпонентно-

го транспорта [222] и т.д. В ряде работ [211–213, 219, 223–225] детальный

кинетический механизм используется для численного исследования дина-

мики распространения водородных пламен в заранее перемешанных смесях

вблизи богатого предела воспламенения.

В [225] показано, что по мере того, как состав водород-воздушной сме-
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си становится богаче, наблюдаются осцилляций пламени. Появление пуль-

саций было найдено при содержанииH2 в смеси порядка 75−76%, при этом

неопределенность была связана с ошибками расчетной схемы. Качественно

сходные результаты были получены в [219]. В этой работе авторы приходят

к заключению, что наблюдаемые осцилляции являются объективных отра-

жением физических процессов в пламени, а не “численным артефактом”.

Появление осцилляций приписывается конкуренции за H радикалы меж-

ду реакциями разветвления и обрыва цепи. Критическое значение содер-

жания водорода в свежей смеси было определено равным примерно 79%.

По мене увеличения коэффициента избытка топлива осцилляции станови-

лись более релаксационными, амплитуда и период осцилляций возрастали.

При некоторых критических составах смеси на временных развертках ско-

рости пламени явно наблюдалось удвоение периода. Увеличение содержа-

ния водорода до 84% приводило к гашению пламени т.е. ни бегущие, ни

пульсирующие волны горения не могли распространяться в таких богатых

смесях. Подобное сложное динамическое поведение наблюдалось при рас-

пространении пламени в твердых смесях в рамках одно- и двухступенчатых

моделей (см. обзор литературы в [180]).

В [224] результаты, описанные выше, качественно подтверждаются,

хотя появление пульсаций было найдено в смесях с более чем 75% со-

держания H2. Предел воспламенения так же снижен до 82% водорода в

свежей смеси. В [211, 223], исследуются как адиабатический, так и неади-

абатический случай при нормальных условиях и повышенном давлении.

Для нормальных условий в адиабатическом случае появление пульсаций

было найдено для коэффициента избытка топлива около 7.4, а при 7.6

наблюдались решения периода два, в то время как при больших значени-

ях коэффициента избытка топлива осцилляции становились очень релак-

сационными так, что пламя испытывало длительные периоды “депресии”,

когда распространение практически останавливалось, которые сменялись

периодами восстановления, когда скорость пламени возрастала и достига-

ла максимальных значений. При более богатых смесях наблюдалось гаше-

ние пламени по осцилляционному сценарию. В неадиабатическом случае

граница появления пульсаций сдвигается в сторону более бедной смеси. В
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работе [223] граница появления пульсирующих решений и затухания через

осцилляции найдена на плоскости давление - стехиометрический коэффи-

циент. Показано, что появление пульсаций существенно сдвигает границу

затухания в сторону более бедных смесей. Появление пульсирующих ре-

шений также исследуется в водород-кислородной смеси в работе [213], где

найдено, что пламя в смеси водорода и кислорода испытывает пульсации

по мере изменения состава смеси к более богатому. Эти осцилляции были

связаны с диффузионно-тепловой неустойчивостью. Интересно сравнить

эти результаты с экспериментальными данными по оценке богатого пре-

дела воспламенения в водород-воздушных смесях. В работах [226, 227] и в

более поздних [228, 229] максимальное содержание водорода в свежей сме-

си, при котором возможно распространение волн горения составляет 75%

- значение согласующееся с нижней оценкой для появления пульсаций в

обсуждаемых выше работах по численному моделированию.

Несмотря на явный прогресс в анализе устойчивости одномерного

пламени в богатой водород-воздушной смеси с помощью моделей с деталь-

ными кинетическими схемами, наблюдается существенный разброс в оцен-

ке границы устойчивости и затухания. Это связанно как с использованием

разных кинетических механизмов, так и с точностью численных расчетов

нестационарных решений для моделей с детальной кинетикой. По видимо-

му, расчеты нестационарных многомерных решений еще долго будут техни-

чески невозможны в рамках данного подхода. Как следует из обсуждения

выше, модели с редуцированной двухступенчатой кинетикой способны до-

статочно точно предсказывать скорость и структуру дефлаграции. Вместе

с тем исследование устойчивости пламени и возникновения сложных ди-

намических режимов горения довольно мало изучалось в рамках данного

подхода. Однако, можно ожидать, что модели с редуцированной кинетикой

могут быть хорошей альтернативой затратным численным вычислениям на

основе детальной кинетики в задачах исследования устойчивости водород-

воздушных пламен и возникновения сложных динамических режимов та-

ких, как удвоение периода, хаотические режимы и гашение пламени через

пульсации. С математической точки зрения, из известных двухступенча-

тых моделей, с помощью которых проводилось исследование устойчивости
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волн горения, модель Зельдовича-Линяна и Зельдовича-Баренблатта яв-

ляются наиболее подходящими для анализа горения водород-воздушной

смеси в рамках подхода с редуцированной кинетикой. В данной главе мы

исследуем устойчивость волн горения в богатых смесях водорода и кисло-

рода вблизи предела воспламенения с помощью двухступенчатых моделей

с цепным механизмом реакции. Рассматривается три типа моделей: мо-

дель с квадратичной по концентрации радикалов реакцией рекомбинации,

модель, в которой учитывается как квадратичная, так и линейная рекомби-

нация H атомов и модель, в которую включены гидропироксил-радикалы.

§ 4.2. Математическая формулировка задачи

Рассмотрим диффузионно-тепловую модель для распространения

пламени в богатой водород-воздушной смеси в адиабатическом пределе

в одномерной пространственной конфигурации, включающую две стадии

протекания реакции: разветвление цепи 3H2 + O2 → 2H2O + 2H и реком-

бинацию H + H +M → H2 +M . В соответствие с [4, 212] в слуае, когда

температура горения не велика, то концентрации O, OH и H2O2 малы,

элементарные реакции, связанные с ними, могут быть отброшены и ско-

рости гросс реакций контролируются следующими тремя элементарными

шагами
ωI = w1 + αw4,

ωII = w4 + w5.

(4.1)

Скорости w1 (H + O2 → OH + O), w4 (H + O2 + M → HO2 + M)

и w5 (H + H + M → H2 + M) взяты либо из кинетического механиз-

ма [214], известного под названием Сан-Диего (соответствующие результа-

ты будут маркироваться как ‘SD’), либо из [215] (результаты будут под-

писываться, как ‘WB’). Константы реакций могут быть записаны в виде

ki(T ) = Aie
Ei/RT , где Ai(T ) = Ai(T0)(T/T0)

ni - это предэкспоненциальные

множители и T0 = 298K. Выражение для параметра α выводится в [4,212]

с использованием квазистационарного приближения для O, OH и HO2 и

записывается в виде α = (k7 + k8)(k6 + k7 + k8 + k9[OH]/[H])−1. Реакции
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6− 9, в которые вовлечен HO2, нумеруются как в работе [213]. Константы

реакций, необходимые для оценки α, взяты из [230].

Следуя работе [212], запишем размерные модельные уравнения, опи-

сывающие распространение волн горения, в виде

ρcp
∂T

∂t
= λ∆T + qIωI + qIIωII ,

ρ
∂YO2

∂t
= ρDO2

∆YO2
−WO2

ωI ,

ρ
∂YH
∂t

= ρDH∆YH + 2WH(ωI − ωII),

(4.2)

где ∆ = ∂2/∂x2 ; T - это температура; YO2
и YH представляют массовые

доли O2 и H, соответственно; ρ - это плотность смеси; λ - это теплопровод-

ность; cp - удельная теплоемкость; DO2
и DH обозначают коэффициенты

диффузии молекулярного кислорода и водородного радикала в смесь, со-

ответственно; WH и WO2
представляют молекулярный вес H и O2; qI - это

теплота реакции разветвления, а qII - реакции рекомбинации; E - это энер-

гия активации реакции разветвления; R - универсальная газовая постоян-

ная. Уравнения (4.2) рассматриваются совместно с граничными условиями

T = Ta, YO2
= Y ∞

O2
, YH = 0 при x→ +∞,

∂T/∂x = 0, ∂YO2
/∂x = 0, YH = 0 при x→ −∞,

(4.3)

которые соответствуют волне, бегущей в сторону положительных значений

оси x. На правой границе T равна внешней температуре окружающей сре-

ды, Ta; кислород еще не начал расходоваться и YO2
равна максимальному

значению в холодной не реагировавшей смеси, Y ∞
O2

; радикалы еще не нача-

ли производиться т.е. YH = 0. На левой границе мы требуем, чтобы реакции

завершились, поэтому решения достигают стационарной точки уравнений

(4.2) и накладывается условие нулевых потоков на T и YO2
, а также условие

равенства нулю массовой доли радикалов YH .

Вводя безразмерное время t′ = (ρA1/e
ββM∗)t, координату x′ =
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(ρ2A1cp/λM
∗βeβ)1/2x, переменные

u =
T

T ∗β
, v =

YO2

Y ∞
O2

, w =
WO2

YH
2WHY ∞

O2

, (4.4)

и параметры

β =
Ecp

RqIIY ∞
O2

, LO2,H =
λ

DO2,Hρcp
, Ri =

2i−4Ai[M ]eβ

A1
, (4.5)

где i = 4, 5; [M ] - это концентрация третьего тела, M∗ = WO2
/Y ∞

O2
и

T ∗ = qIIY
∞
O2
/WO2

cp - это референсные значения массы и температуры, со-

ответственно, β - это безразмерная энергия активации, LO2
и LH - числа

Льюиса для O2 и H-радикалов соответственно, запишем уравнения (4.2) и

(4.3), отбрасывая штрихи, как

ut = uxx +Ω2 +
qI
qII

Ω1,

vt = L−1
O2
vxx − βΩ1,

wt = L−1
H wxx + βΩ1 − βΩ2,

(4.6)

и
u = ua, v = 1, w = 0 при x→ +∞,

u = ub, ∂v/∂x = 0, w = 0 при x→ −∞.

(4.7)

Здесь ub является температурой продуктов реакции. Безразмерные

скорости реакций имеют вид

Ω1 = vweβ−1/u + αR4e
β−1/ub,

Ω2 = R4vwe
β−1/ub + R5w

2eβ−1/ub.

(4.8)

Физические величины, ρ, Di, cp и λ, характеризующие газовую смесь,

так же, как и коэффициенты скоростей реакций, Ri, рассматриваются как

константы и оцениваются при температуре 1/2Tb [207] и давлении 1 атм.

Для заданного состава смеси, определяемого через коэффициент избытка

топлива, φ, рассчитывается температура горения. Затем берутся термоди-

намические данные для составляющих компонент смеси из базы данных
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NIST [231] при температуре, равной половине температуры горения. Эти

данные затем используются для расчета физических свойств смеси в соот-

ветствие с методами, описанными в [232]. Численные значения, полученные

таким образом, для ρ, cp и λ, соответствуют определенному составу смеси

так же, как и коэффициенты диффузии Di для H или O2 в многоком-

понентную смесь. Числа Льюиса LO2,H рассчитываются в соответствии с

уравнением 4.5, как функции φ, и хорошо согласуются с данными, приве-

денными в [212,221], для области значений коэффициента избытка топлива,

рассматриваемой в нашей работе. На рис. 4.1 представлены результаты

расчета LO2,H , где числа Льюиса построены как функции коэффициента

избытка топлива для всех исследуемых моделей. Данные для различных

моделей практически совпадают. Параметр α слабо зависит от состава сме-

си и меняется от 0.837 до 0.846 при φ = 5 и 9, соответственно. Отношение

qI/qII ≈ 0.11 является константой, не связанной с φ. Энергия активации

представляет собой практически линейную функцию φ, как это показано

на рис. 4.1, где β построена для всех моделей и данные для них снова

находятся очень близко друг к другу. Константы реакций, R4,5, которые

входят в уравнения (4.8), рассчитываются в соответствие с определения-

ми (4.5) по кинетическим данным, взятым из [214] и [215]. Зависимость

R4,5 от величины, обратно пропорциональной температуре продуктов, ub,

представлена на рисунке 4.2. Константы реакций построены в логариф-

мическом масштабе. На графиках видно, что функции Ri(u
−1
b ) являются

практически линейными, что согласуется с уравнениями (4.5). Небольшое

отклонение от линейного поведения вызвано зависимостью плотности сме-

си и Ai от ub. Модельные уравнения (4.6) могут быть представлены в еди-

ном виде для всех моделей, рассмотренных в данной главе. Отличие между

ними проясняет таблица 1, а так же обсуждение, приведенное в следующем

параграфе.

Для того, чтобы найти скорость и структуру волн горения, зада-

ча (4.6)-(4.7) редуцируется к системе обыкновенных дифференциальных

уравнений. Решение уравнений ищем в виде бегущей волны u(x, t) = u(ξ),

v(x, t) = v(ξ) и w(x, t) = w(ξ), где введена координата в сопутствующей

системе отсчета, ξ = x − ct, и c обозначает скорость бегущей волны. Под-
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Рис. 4.1 . Зависимость числа Льюиса для O2 и H (левая ось) и энергии активации, β,
(правая ось) от коэффициента избытка топлива, φ.

u

Рис. 4.2 . Зависимость констант реакций, R4,5, от обратной температуры продуктов,
ub, для выбора кинетических данным из [214] или [215].
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Model α qI R4 R5

ZL 0 0 0 +1

ZLD 0 0 +1 +1

CL +2 +2 +1 +1

1) Reference [214,215], уравнение (4.5).
2) Reference [4, 212].

Таблица 4.1. Параметры α, qI и R4,5 для различных моделей. Аббревиатуры: ZL, ZLD и CL

соответствуют моделям Зельдовича-Линяна, Зельдовича-Баренблатта и Клавина-Линяна, со-

ответственно. Ненулевые значения параметров обозначены символом ‘+’ и даны соответству-

ющие ссылки на литературу и уравнения, использованные для вычисления параметров.

ставляя решение в таком виде в модельные уравнения, получаем

uξξ + cuξ + Ω2 + qI/qIIΩ1 = 0,

L−1
O2
vξξ + cvξ − βΩ1 = 0,

L−1
H wξξ + cwξ + βΩ1 − βΩ2 = 0.

(4.9)

Далее, умножаем первое уравнения в системе (4.9) на β, складываем его со

вторым уравнением для v, домноженным на 1 + qI/qII , и с третьим урав-

нением для w, а затем интегрируем один раз по ξ с пределами (−∞, +∞).

Это дает условие: limξ→−∞ S = limξ→+∞ S, где S = βu+ (1 + qI/qII)v + w.

Сопоставляя это выражение с граничными условиями (4.7), получаем сле-

дующее уравнение для температуры продуктов ub = ua+(1+qI/qII)/β. Си-

стема обыкновенных дифференциальных уравнений (4.9) составляет вме-

сте с граничными условиями (4.7) двухточечную краевую задачу, которая

решается численно с помощью алгоритма стрельбы со схемой интегриро-

вания Рунге-Кутта четвертого порядка и последующей коррекции методом

релаксации.

Анализ устойчивости волн горения проводится по стандартной схе-

ме, уже описанной выше. Решение системы (2.3) линеаризуем вблизи бе-

гущей волны, т.е. ищем решение вида u(x, t) = U(ξ) + ǫφ(ξ)eλt, v(x, t) =

V (ξ) + ǫψ(ξ)eλt и w(x, t) = W (ξ) + ǫχ(ξ)eλt, где [U(ξ), V (ξ), W (ξ)] пред-

ставляет бегущую волну. Члены, пропорциональные малому параметру ǫ,

являются линейным возмущением, λ - это спектральный параметр, опреде-

ляющий временную эволюцию возмущения. Подставляя это разложение в

систему (4.6), оставляя только члены пропорциональные первому порядку
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ǫ и определяя вектор функцию с элементами v(ξ) = [φ, ψ, χ, φξ, ψξ, χξ]
T ,

мы получаем

vξ = Â(ξ, λ)v, (4.10)

где

Â =

[
0 Î

Ĥ + λQ̂ −cQ̂

]
, Q̂ =




1 0 0

0 LO2
0

0 0 LH


 , (4.11)

Здесь H(ξ) - это Вронскиан источников в уравнениях (4.6), посчи-

танный на U(ξ), V (ξ), W (ξ), и Î - это единичная матрица 3 × 3. Как это

обсуждалось выше, устойчивость волн горения определяется дискретным

спектром задачи (4.10), который ищется методом функции Эванса.

Анализ решений, возникающих в результате бифуркации из реше-

ний в виде бегущей волны, проводится прямым численным интегрирова-

нием уравнений (4.6). Для этого был использован метод расщепления по

физическим процессам. Вначале решалась система обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений, описывающих процессы изменения температуры,

концентрации топлива и радикалов, за счет реакций разветвления и реком-

бинации. Для этого использовался метод Рунге-Кутта четвертого порядка.

На втором этапе решались уравнения переноса. В этом случае использова-

лась безусловно устойчивая схема Кранка-Николсона, обладающая вторым

порядком аппроксимации как по времени, так и по пространству. Началь-

ные условия берутся в виде бегущих волн - решений системы (4.9).

§ 4.3. Решение в виде бегущих волн

В данном параграфе представлены результаты численного анализа

для трех моделей распространения пламени в богатой водород-воздушной

смеси.

4.3.1. Модель Зельдовича-Линяна

Во-первых, рассмотрим модель, предложенную в [205, 216], которая

включает две глобальных стадии со скоростями реакции, ωI,II , определяе-

мыми элементарными реакциями w1 (H+O2 → OH+O) и w5 (H+H+M →
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H2 +M), соответственно, т.е. ωI = w1 и ωII = w5. Предполагается, что H

- это единственный тип радикалов, вовлеченных в реакции, а концентра-

цией остальных радикалов можно пренебречь. Первая реакция обладает

высокой энергией активации и пренебрежимо малой теплотой реакции в

то время, как реакция рекомбинации имеет нулевую энергию активации и

является экзотермической. Основываясь на этих предположениях, R5, α,

qI кладутся равными нулю в уравнениях (4.6). Как показано в работе [233],

в этом случае можно записать уравнения в виде, соответствующем моде-

ли Зельдовича-Линяна. В связи с этим, мы будем обозначать результаты

латинскими буквами ‘ZL’.

На рис. 4.3 показана зависимость скорости пламени, c, от коэффици-

ента избытка топлива, φ. Здесь и далее в данной главе подразумевается,

что смесь находится при нормальных внешних условиях – внешней тем-

пературе и давлении, т.е. Ta = 298K и P = 1atm. Скорость построена в

размерных единицах – метрах в секунду. Сплошной линией показаны чис-

ленные результаты, полученные в данной работе. Кривые, отмеченные ин-

дексами ‘SD’ или ‘WB’, соответствуют выбору констант реакции как в [214]

или в [215], соответственно. Как видно на рисунке, расчеты с данными, взя-

тыми из [215], дают систематически меньшее значение скорости пламени

в сравнении с расчетами, основанными на кинетических данных из рабо-

ты [214]. Скорость реакции, R5, в схеме ‘SD’ меньше, чем соответствующее

значение скорости реакции в схеме ‘WB’ во всем интервале значений φ,

рассматриваемых здесь. Как показано в [233], увеличение скорости реакции

рекомбинации, R5, сдвигает условия горения в сторону режима быстрой ре-

комбинации, что приводит к уменьшению скорости. Символы на рисунке

4.3 соответствуют различным экспериментальным и численным данным,

взятым из литературы [211, 219, 225, 234–237], как это описано на вкладке

рисунка. Как видно на рисунке, модель Зельдовича-Линяна с кинетически-

ми данными ‘SD’ дает очень хорошую аппроксимацию скорости пламени.

Для сравнения на рисунке 4.3 так же представлены примеры рас-

четов скорости пламени с помощью численного пакета FlameMaster [238],

позволяющего находить характеристики одномерного стационарно распро-

страняющегося плоского пламени с различными детальными кинетически-
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Dowdyet. al., Proc. Comb. Inst., 1990, 23,325-332 [34]

Takahashi et. al., Alter. Energy Sources III 1983, 5, 447-457 [35]
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Рис. 4.3 . Зависимость скорости, c, волны горения от коэффициента избытка топлива
для модели Зельдовича-Линяна. Тонкой сплошной линией показаны численные результаты,
полученные в работе, линии, отмеченные индексами ‘SD’ или ‘WB’, соответствуют выбору
констант реакции из [214] или из [215], соответственно. Различные символы представля-
ют экспериментальные и численные данные из литературы (см. пояснения в правом верх-
нем углу). Толстая пунктирная и точечно-пунктирная линии иллюстрируют результаты
расчетов численным пакетом FlameMaster [238] с кинетическими механизмами GRI-Mech
3.0 [239] и San Diego [214,240], соответственно.

ми механизмами. Здесь мы воспользовались механизмом GRI-Mech 3.0 [239]

и San Diego [214, 240], а так же термодинамическими данными, идущими

вместе с этими механизмами. Толстая пунктирная и точечно-пунктирная

линии иллюстрируют результаты этих расчетов численным пакетом с кине-

тическими механизмами GRI-Mech 3.0 и San Diego, соответственно. Видно,

что для больших значений коэффициента избытка топлива, φ ≥ 8, раз-

брос результатов для различных баз данных сравним с разбросом данных,

полученных для двухступенчатых моделей с механизмами [214] и [215].

Профили распределения молярной доли кислорода, XO2
, и H радика-

лов, XH , а так же температуры T , полученные численным решением урав-

нений (4.9), построены на рис. 4.4 как функции координаты, x, в системе

отсчета, бегущей вместе с волной. Результаты представлены для φ = 5.57,
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Рис. 4.4 . Профили распределения XO2
, XH и T как функции координаты x для φ = 5.57.

Сплошные линии соответствуют феноменологической модели ‘PN’. Точечная и пунктирная
линии представляют результаты для модели Зельдовича-Линяна с параметрами, взятыми
из кинетических схем ‘SD’ или ‘WB’, соответственно.

что соответствует содержанию водорода в 70% в свежей смеси. Данный

случай рассматривается в работе [222], результаты которой будут исполь-

зованы далее для сравнения. Молярная доля H умножена на 4 на рисунке

так, чтобы уместить как XO2
, так и XH на одном графике. Видно, что

отличие между ‘SD’ и ‘WB’ профилями молярной доли H значительно.

Максимальное значение содержания H радикалов maxXSD
H ≈ 0.0079 и

maxXWB
H ≈ 0.0039, в то время как результаты расчетов [222] с детальной

кинетикой дают maxXDet
H ≈ 0.0078. Мы снова видим, что данные, получен-

ные с помощью модели Зельдовича-Линяна с кинетическими параметрами

‘SD’, дают хорошую оценку структуры пламени. Существенное уменьше-

ние XH для модели с ‘WB’ кинетикой так же можно объяснить большим

значением скорости реакции рекомбинации в сравнении с соответствующим

членом в схеме ‘SD’. При этом быстрое потребление H радикалов приводит

к уменьшению XH .

На рисунке 4.5 так же представлены профили распределения моляр-
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Рис. 4.5 . Профили распределения XO2
и XH как функции координаты x для φ = 5.57.

Сплошные и пунктирная линии иллюстрируют результаты расчетов численным пакетом
FlameMaster [238] с кинетическими механизмами GRI-Mech 3.0 [239] и San Diego [214, 240],
соответственно. Кружок показывает максимальное значение XH , полученное в [222].

ной доли кислорода, XO2
, и H радикалов, XH , полученные с помощью чис-

ленного пакета FlameMaster [238] при φ = 5.57. Сплошная и пунктирная

линии иллюстрируют результаты расчетов численным пакетом с кинетиче-

скими механизмами GRI-Mech 3.0 и San Diego, соответственно. Видно, что

распределения XO2
и XH хорошо согласуются друг с другом. На графике

так же кружком показано максимальное значение молярной доли водоро-

да, взятое из работы [222] для тех же значений параметров. Как и на рис.

4.3 использование различных подходов в рамках численного моделирова-

ния на основе детальных кинетических механизмов приводит к заметному

разбросу характеристик пламени.

Устойчивость волн горения исследовалась методом функции Эванса,

как это описано ранее. Было установлено, что пламя устойчиво по отно-

шению к пульсирующим (продольным) возмущениям на всем отрезке зна-

чений коэффициента избытка топлива, рассмотренном в этой главе. Это

вполне ожидаемо, поскольку, как было показано в прошлой главе, в модели
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Зельдовича-Линяна нейтральная граница устойчивости для волн горения

сдвигается в сторону больших значений энергии активации при уменьше-

нии числа Льюиса для топлива. В нашем случае, лимитирующей компо-

нентой смеси является O2 и число Льюиса для топлива, LO2
, составляет

порядка 2. Высокая энергия активации соответствует большому φ для рас-

сматриваемой здесь модели, поэтому нейтральная граница устойчивости

сдвигается к значениям φ, значительно превышающим φ = 7 − 8, описан-

ным в литературе [211, 219, 223–225].

4.3.2. Модель Зельдовича-Баренблатта

Следующим шагом мы модифицируем рассмотренную выше модель

Зельдовича-Линяна, включая в кинетическую схему линейную по отноше-

нию к концентрации H реакцию рекомбинации. Подобное обобщение об-

суждается в [241]. В таком случае пара гросс реакций со скоростями ωI,II

контролируется элементарными реакциями w1 (H + O2 → OH + O), w4

(H + O2 +M → HO2 +M) и w5 (H + H +M → H2 +M), т.е. ωI = w1

и ωII = w4 + w5. Как и в предыдущем случае предполагается, что H -

это единственный вид радикалов, вовлеченный в процесс горения. Первая

гросс реакция имеет высокую энергию активации и пренебрежимо малую

теплоту в то время, как реакция рекомбинации обладает нулевой энергией

активации и является высоко экзотермической. Формально это означает,

что в уравнениях (4.6) параметры α и qI равны нулю. Данную модель бу-

дем обозначать латинскими буквами ‘ZLD’.

Модельные уравнения решаются численно. Результаты анализа пред-

ставлены на рисунке 4.6, где построена зависимость скорости пламени, c,

от коэффициента избытка топлива, φ. Как и ранее, символы на рис. 4.6 со-

ответствуют данным из литературы [211,219,225,234–237], как это указано

на вкладке к рисунку. Результаты нашей работы представлены сплошной

линией. Кривые, отмеченные индексами ‘SD’ или ‘WB’ соответствуют вы-

бору констант реакции как в [214] или [215], соответственно.

Включение реакции H+O2+M → HO2+M существенно усиливает

рекомбинацию радикалов H. В результате качественное поведение зависи-

мости скорости пламени для данной модели от коэффициента избытка топ-
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Рис. 4.6 . Зависимость скорости, c, волны горения от коэффициента избытка топлива
для модели Зельдовича-Баренблатта. Сплошной линией показаны численные результаты,
полученные в работе, линии, отмеченные индексами ‘SD’ или ‘WB’, соответствуют выбору
констант реакции из [214] или из [215], соответственно. Различные символы представляют
экспериментальные и численные данные из литературы (см. пояснения в правом верхнем
углу). Кривая, отмеченная буквами ‘PN’ представляет результаты для модели Зельдовича-
Баренблатта со свободными коэффициентами скоростей реакции.

лива меняется. С приближением φ к некоторому конечному предельному

значению скорость пламени стремиться к нулю и волна горения затухает.

Это показано на рис. 4.6, где обе кривые ‘SD’ и ‘WB’ пересекают ось c = 0.

Похожее поведение обсуждалось в работе [212] и так же отмечено в [179]

для модели Зельдовича-Баренблатта с только линейной зависимостью ско-

рости реакции рекомбинации от концентрации радикалов.

Скорость реакции H+O2+M → HO2+M можно записать в безраз-

мерном виде как w4 = R4vwe
β−1/ub, а скорость производства радикалов в

ходе реакции H+O2 → OH+O, как w1 = vweβ−1/u. Следовательно, суще-

ствует температура перекрытия u∗, при которой скорости w1 и w4 равны.

При умеренных значениях φ процесс идет с выделением достаточно боль-

шой теплоты и ub > u∗. Однако, с увеличением φ тепловыделение в ходе
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горения становится меньше и температура пламени приближается к тем-

пературе перекрытия. В результате пламя гаснет при дальнейшем сдвиге

в сторону более богатой смеси. Появление затухания еще более усилива-

ется, если брать в расчет реакцию рекомбинации w5. Численные расчеты

показывают, что в ZLD-модели волны горения испытывают гашение при

значениях φ около шести при обоих наборах констант реакции, ‘SD’ и ‘WB’.

Анализ устойчивости решений методом функции Эванса говорит о

том, что включение реакции w4 ускоряет появление пульсирующие неустой-

чивости. Таким образом роль реакции 4 двояка: с ее учетом как предел

воспламенения, так и нейтральная граница устойчивости сдвигаются в сто-

рону меньших значений φ. Как видно ZLD-модель плохо согласуется с дан-

ными из литературы [211, 219, 225, 234–237].

Дальше мы рассмотрим предэкспоненты реакций 4 и 5 как свобод-

ные параметры для того, чтобы, подбирая их, аппроксимировать как ско-

рость, так и устойчивость пламени с максимальной точностью в сравнении

с расчетами, основанными на детальных кинетических механизмах. Для

определенности возьмем результаты [211] как целевые данные для такого

анализа и остановимся на кинетических параметрах ’SD’. Будем называть

полученную модель - ‘PN’-моделью. Расчеты показывают, что скорости ре-

акций должны быть сильно снижены для того, чтобы достичь наилучшего

согласия с данными из работы [211], в которой предсказывается наступле-

ние пульсаций при φ лежащим в интервале между 7.3 и 7.4. Наилучшие

результаты были получены при APN
4 = 0.0655ASD

4 и APN
5 = 0.117ASD

5 .

Зависимость скорости пламени от φ для PN-модели показана на ри-

сунке 4.6 с помощью кривой, отмеченной буквами ‘PN’. Как и ожида-

лось, при коэффициенте избытка топлива около 7 она приближается к

результатам [211], построенным окружностями. Кривая показывает устой-

чивое решение и обрывается как только, оно становится неустойчивым при

φ = 7.31...

Метод функции Эванса позволяет предсказать частоту пульсаций, ко-

торые возникают в результате бифуркации Андронова-Хопфа [180]. В на-

ших расчетах было найдено, что f ≈ 64Hz, в то время как в [211, 223] она

составила около 80Hz. В более ранних работах [219, 224] предсказывается
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меньшее значение частоты, примерно 12−30Hz. Следует отметить, что ча-

стота нелинейных осцилляций может зависеть от амплитуды (не изохрон-

ность), в особенности, когда амплитуда становится большой. Однако, здесь

и далее мы обсуждем только малые осцилляции, которые возникают сра-

зу за критическими значениями параметров для бифуркации Андронова-

Хопфа, когда закритичность и амплитуды пульсаций малы. Профили ре-

шений для PN-модели построены на рисунке 4.4 с помощью сплошной ли-

нии. Видно, что PN-модель переоценивает максимальное значение H при

φ = 5.57, которое составляет maxXPN
H ≈ 0.014.

4.3.3. Модель Клавина-Линяна

Модель, которая допускает роль гидропироксил радикалов в процес-

се горения богатой водород-воздушной смеси, была предложена Линяном.

Она сформулирована в [4], исследовалась в [212] и мы будем называть ее

далее ’CL’ модель. С точки зрения кинетики предполагается, что H так

же потребляется в ходе реакций, включающих HO2. Это учитывается в

уравнениях (4.1) членами, пропорциональными α, в выражениях для ско-

рости глобальной реакции ωI . Помимо этого считается, что теплота реак-

ции разветвления, qI , не является пренебрежимо малой, а имеет конечное

значение.

Скорость пламени, как и ранее, находится численным решением мо-

дельных уравнений (4.9) с граничными условиями (4.7). Результаты пред-

ставлены на рис. 4.7, где построена зависимость скорости пламени, c, от

коэффициента избытка топлива, φ. Символы и обозначения имеют тот же

смысл, что и на на рисунках 4.3 и 4.6. Анализ устойчивости так же про-

водился с помощью метода функции Эванса. Сплошная линия на рисун-

ке соответствует устойчивым решениям, а пунктирная линия показывает

неустойчивые ветви решений. Точки на плоскости параметров, где проис-

ходит изменение устойчивости отмечены квадратами, расположенными на

‘SD’ и ‘WB’ кривых. Как видно на графиках результаты расчетов скоро-

сти пламени как с ’SD’, так и с ’WB’ кинетическими схемами лежат между

данными [219] и [211] при значениях φ, превышающих 8. При меньших

значениях коэффициента избытка топлива ’CL’-модель имеет тенденцию
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Рис. 4.7 . Зависимость скорости, c, волны горения от коэффициента избытка топлива
для модели Клавина-Линяна. Сплошной линией показаны численные результаты, полученные
в работе, линии, отмеченные индексами ‘SD’ или ‘WB’, соответствуют выбору констант
реакции из [214] или из [215], соответственно. Неустойчивые ветви решений показаны пунк-
тирной линией. Различные символы представляют экспериментальные и численные данные
из литературы (см. пояснения в правом верхнем углу).

переоценивать скорость пламени в сравнении с результатами из литерату-

ры, процитированными на рисунке.

Появление пульсаций найдено при φ = 7.32 и φ = 7.82, когда исполь-

зуются ’SD’ и ’WB’ константы реакций, соответственно. Эти результаты

согласуются с данными расчетов с детальной кинетикой [211–213,219,223–

225]. Частота Хопфа для схемы ’SD’ составила 220Hz, в то время как для

’WB’ кинетической схемы она была оценена в 70Hz. Значительно более

высокое значение частоты осцилляций для случая с константами реакций

’SD’ связано с тем, что время обезразмеривается на величину, обратно про-

порциональную константе реакции, A1, которая почти в 3 раз больше для

’SD’ механизма в сравнении с ’WB’ механизмом.

На рисунке 4.7 построены профили T , XO2
и XH при φ = 5.57.

Сплошная и пунктирная линии соответствуют ’SD’ и ’WB’ кинетическим
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Рис. 4.8 . Профили распределения XO2
, XH и T как функции координаты x для φ = 5.57.

Сплошная и пунктирная линии представляют результаты расчетов для CL-модели с ‘SD’
или ‘WB’ кинетическими параметрами, соответственно.

схемам, соответственно. Молярная концентрация H умножена на 10 для

того, чтобы построить ее на одном графике с XO2
. Структура решений

близка для обеих реакционных схем и видно, что распределение XH лежит

между результатами [222] и расчетами на основе пакета FlameMaster, по-

казанными на рис. 4.5. Отметим, что температура в зоне продуктов выше,

чем на рисунке 4.4. Это связано с дополнительным тепловыделением, qI ,

от реакции разветвления цепи, которое необходимо учитывать для точной

оценки температуры пламени.

§ 4.4. Анализ устойчивости

В этом параграфе мы выбираем три модели, а именно, мо-

дель Зельдовича-Баренблатта со свободными константами реакций (PN-

модель), модель Клавина-Линяна с двумя наборами констант реакций (CL-

SD и CL-WB) и исследуем устойчивость волн дефлаграции более подробно
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Рис. 4.9 . Действительная и мнимая части точек дискретного спектра, λ, как функции
φ − φh показаны сплошной и пунктирной линиями и представляют результаты расчетов
для CL-модели с ‘SD’ или ‘WB’ кинетическими параметрами, соответственно.

для этих случаев. Наш выбор продиктован результатами анализа, прове-

денного в предыдущем параграфе, которые говорят о том, что отобранные

модели способны предсказывать скорость и устойчивость пламени в бога-

тых смесях.

На рисунке 4.9 проиллюстрировано характерное решение задачи на

собственные значения (4.10) для модели Клавина-Линяна. С приближе-

нием к нейтральной границе устойчивости за счет увеличения коэффици-

ента избытка топлива пара комплексно сопряженных точек дискретного

спектра сдвигаются из левой в правую часть комплексной плоскости, при-

водя к потере устойчивости бегущих волн горения в результате бифур-

кации Андронова-Хопфа. Обозначим критическое значение коэффициента

избытка топлива, при котором происходит бифуркация, как φh. На рис.

4.9 действительная и мнимые части λ построены как функции разности

φ и критического значения φh с помощью сплошной и пунктирной линий,

соответственно. Здесь показана только одна точка дискретного спектра с

положительной мнимой частью λ. По мере увеличения бифуркационного
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Рис. 4.10 . Нейтральная граница устойчивости для бегущих волн горения как функция ко-
эффициента избытка топлива. Сплошная линия представляет результаты для ZLD-модели
со свободными константами реакции. Пунктирная и точечно-пунктирная линии соответ-
ствуют модели Клавина-Линяна с выбором параметров реакции как в [214] (‘SD’) или в [215]
(‘WB’), соответственно.

параметра, φ− φh, действительная часть Reλ растет, приводя к усилению

неустойчивости решения в виде бегущей волны, в то же время, Imλ, от-

ветственная за частоту осцилляций, затухает.

На рис. 4.10 построена нейтральная граница устойчивости, со-

ответствующая критическим значениям параметров для бифуркации

Андронова-Хопфа, на плоскости начальная температура от коэффициента

избытка топлива. Устойчивое распространение волн горения наблюдается

при параметрах, находящихся выше кривых в каждом из случаев. Тем-

пература отложена в Кельвинах. Устойчивость исследована с использова-

нием метода функции Эванса, как это описано выше. Все кривые имеют

похожее качественное поведение: нейтральная граница устойчивости сдви-

гается в сторону более богатой смеси с увеличением внешней температуры.

Модель Клавина-Линяна с кинетическими данными из [215] переоценивает

область устойчивых решений, в то время как CL-модель с ‘SD’ константа-

ми реакций и феноменологическая модель хорошо согласуются в особен-

ности для внешней температуры, близкой к нормальной. На рис. 4.10 так

же даны значения частоты Хопфа, f , для каждой кривой при начальной
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температуре T0 = 150K и коэффициенте избытка топлива φ = 11. Соб-

ственные значения, λ, задачи линейной устойчивости 4.10 используются

для расчета f по формуле Imλ/2π, где λ взято при критических усло-

виях для потери устойчивости, т.е. Reλ = 0. При T0 = 150K частоты

Хопфа равны fPN ≈ 89Hz, fCL−SD ≈ 400Hz и fCL−WB ≈ 120Hz, в то

время как при φ = 11 они составляют fPN ≈ 38Hz, fCL−SD ≈ 136Hz и

fCL−WB ≈ 36Hz. Таким образом, прогрев свежей смеси приводит к мень-

шим значениям частоты Хопфа. В модели Клавина-Линяна с кинетически-

ми данными из [215] (CL-WB) дает существенно более высокие оценки для

частоты Хопфа.

При пересечении нейтральной границы устойчивости в пространстве

параметров волна дефлаграции, бегущая без изменения скорости формы,

теряет устойчивости из-за бифуркации Андронова-Хопфа. Численное ин-

тегрирование модельных уравнений (4.6) говорит о том, что в результате

бифуркации Андронова-Хопфа появляется пульсирующий режим распро-

странения пламени. Данный сценарий наблюдается для всех трех моделей.

Типичный вид пульсирующей волны горения в PN модели проиллюстриро-

ван на рис. 4.11 при φ = 7.478 и нормальных внешних условиях. Значение

φ взято выше критического коэффициента избытка топлива, соответству-

ющего бифуркации Андронова-Хопфа, φh = 7.31... Начальные профили

брались в виде бегущей волны горения и были неустойчивы по отношению

к пульсирующим возмущениям. Эти неустойчивости искажают решение

уравнения (4.6) в виде бегущей волны на начальной стадии эволюции си-

стемы. Появляются переходные пики в пространственном распределении

температуры и осцилляции формы и максимального значения профиля

массовой доли H, max{XH}. Профиль XO2
главным образом подвержен

изменению крутизны фронта, хотя некоторые слабые осцилляции массо-

вой доли O2 так же наблюдаются в зоне продуктов.

С целью дальнейшего исследования пульсирующего поведения реше-

ний удобно определить ξ = x− cdriftt - координату в системе отсчета, дви-

жущейся со скоростью cdrift, являющейся средней скоростью распростра-

нения пламени, cdrift = limt→∞ xmax/t, где xmax - это координата максиму-

ма массовой доли H в лабораторной системе отсчета. Значение maxXH и
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Рис. 4.11 . Решение в виде пульсирующей волны горения при φ = 7.478. Температура
(левая ось) и массовая доля радикалов (правая ось), T (ξ) и XH(ξ), построены как функции
координаты в сопутствующей системе отсчета. Профили взяты в моменты времени t1 = 0,
t2 = 3.148 × 10−3 и t3 = 1.25918 × 10−2 с, и изображены сплошной, точечно-пунктирной и
пунктирной линией, соответственно.

положение максимума концентрации радикалов ξmax являются удобными

параметрами для описания пульсирующей природы решений.

С развитием пульсирующих возмущений значение maxXH колеблет-

ся с амплитудой, которая на начальном этапе нарастает экспоненциально со

временем. Частота этих осцилляций задается мнимой частью Imλ, а инкре-

мент экспоненциального роста определяется действительной частью, Reλ,

пары комплексно сопряженных точек дискретного спектра, ответственных

за появление неустойчивости. На временах порядка (Reλ)−1 амплитуда ос-

цилляций maxXH выходит на насыщение и стабилизируется на некотором

значении. Поведение профилей T (ξ, t) и XH,O2
(ξ, t) становится периоди-

ческим во времени и таким образом формируются пульсирующие волны

горения. На рис. 4.11 построены профили температуры и массовой доли

H-радикалов для пульсирующей волны горения в три последовательных

момента времени t1 = 0 (сплошная линия), t2 = 3.148 × 10−3 (точечно-

пунктирная линия) и t3 = 1.25918× 10−2с (пунктирная линия). Поскольку

решения периодические, то время измеряется от 0 до T , где T ≈ 0.0223 с -

это период пульсаций.

На рис. 4.12 построена зависимость максимального значения массо-
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Рис. 4.12 . Временные пульсации максимума XH при φ = 7.478.

вой доли H от времени для периодической пульсирующей волны горения

с φ = 7.478. Пл мере того, как мы сдвигаемся в пространстве парамет-

ров от границы устойчивости, увеличивая φ от критического значения для

бифуркации Андронова-Хопфа, пульсации начинают носить все более ре-

лаксационный характер т.е. maxXH(t) содержит все больше высоких гар-

моник в Фурье спектре. Это видно на рис. 4.12, где осцилляции носят

явно не гармонический характер и характеризуются острыми пиками и

более пологими впадинами. Увеличение φ так же сопровождается ростом

периода пульсаций. Так на рисунке период функции maxXH(t) составляет

T ≈ 0.0223 с, в то время как сразу за границей устойчивости период равен

0.015625... с.

Далее, мы исследуем, как амплитуда осцилляции max{XH}(t) зави-

сит от бифуркационного параметра φ. Для этого при заданном фиксиро-

ванном значении φ на рисунке 4.13 мы откладываем по оси ординат ми-

нимум и максимум этой функции для пульсирующих периодических волн

горения, а по оси ординат - соответствующий коэффициент избытка топ-

лива. При стационарном распространении волн горения пульсаций нет и
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Рис. 4.13 . Временной максимум и минимум локального пикового по пространству значе-
ния молярной доли H, maxXH как функция φ. Толстая сплошная линия и точки, соединен-
ные тонкой сплошной линией, представляют решение в виде бегущей волны и пульсирующей
волны, соответственно.

max{XH}(t) не изменяется со временем. Эти ветви решений показаны с

помощью толстых сплошных линий. В случае пульсирующих решений ми-

нимальное и максимальное значения пика масовой доли радикалов, XH ,

в пространстве построены в виде двух точек. Как видно на рис. 4.13,

при увеличении φ за пороговое значение, соответствующее бифуркации

Андронова-Хопфа, амплитуда пульсаций растет непрерывным образом по

коренному закону. Такое поведение типично для надкритической бифурка-

ции Андронова-Хопфа. Отменим, что амплитуда пульсаций растет сильнее

с увеличением φ для PN модели, чем для CL модели.

Скорость пламени так же меняется при появлении пульсаций. На рис.

4.14 построена зависимость как c, так и cdrift от φ для бегущей и пульсиру-

ющей волн горения соответственно. Устойчивые ветви решений показаны

сплошной линией, а точечные линии представляют неустойчивые решения

в виде бегущей волны, которые теряют устойчивость из-за бифуркации

Андронова-Хопфа. Сразу за точкой бифуркации пульсирующие ветви ре-

шений рождаются из решений в виде бегущей волны. Как видно на рис.
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Рис. 4.14 . Зависимость скорости пламени, c, от коэффициента избытка топлива для
PN, CL-SD и CL-WB моделей. Сплошная линия представляет численные результаты, по-
лученные в работе, в то время как различные символы показывают экспериментальные и
расчетные данные из литературы. Неустойчивые ветви решений показаны пунктирной ли-
нией.

4.14 пульсирующие волны в среднем распространяются медленней, чем

бегущие волны горения и разность c − cdrift растет с увеличением φ от

значения, соответствующего бифуркации Андронова-Хопфа.

§ 4.5. Выводы

В этой главе было рассмотрено четыре двухступенчатых адиабати-

ческих модели с цепным механизмом реакции, описывающих распростра-

нение волн горения в богатой водород-воздушной смеси, с целью исследо-

вать диффузионно-тепловую устойчивость вблизи предела воспламенения.

Было предположено, что реакция проходит в два глобальных шага, H яв-

ляется единственный радикалом, вовлеченным в процесс горения. Первая

реакция имеет большую энергию активации и малую теплоту, а вторая

реакция обладает нулевой энергией активации и является высоко экзотер-

мической.

В модели Зельдовича-Линяна глобальные реакции разветвления и ре-

комбинации контролируются следующими элементарными шагами: H +
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O2 → OH + O и H +H +M → H2 +M , соответственно. Численный ана-

лиз показал, что модель с кинетическими данными из работы [214] хорошо

предсказывает значение нормальной скорости распространения пламени в

богатой смеси по отношению к данным, полученным в расчетах с деталь-

ным кинетическим механизмом. Однако, решения в виде бегущих волн го-

рения оказались устойчивыми до очень больших значений коэффициента

избытка топлива (более десяти). Это не согласуется с расчетами на основе

детальных кинетических механизмов [211,219,224,225]. Следовательно, эта

модель подходит для исследования только стационарного распространения

пламени и не подходит для анализа устойчивости и генерации сложных

пространственно временных режимов горения.

В модели Зельдовича-Баренблатта глобальная реакция рекомбина-

ции контролируется двумя элементарными шагами:H+O2+M → HO2+M

и H+H +M → H2+M . Включение реакции H +O2+M → HO2+M су-

щественным образом интенсифицирует рекомбинацию H радикалов. В ре-

зультате волна горения гаснет при конечных значениях коэффициента из-

бытка топлива, равного примерно шести, что делает данную модель непри-

годной для исследования богатых водород-воздушных пламен. Основыва-

ясь на модели Зельдовича-Баренблатта, мы сформулировали феноменоло-

гическую модель, в которой константы реакций H +O2 +M → HO2 +M

и H+H+M → H2+M рассматриваются как свободные параметры. Дан-

ный подход дает достаточно точную аппроксимацию для скорости распро-

странения пламени вблизи предела воспламенения, критического значения

коэффициента избытка топлива для появления пульсирующих неустойчи-

востей и частоты осцилляций. Структура волны горения так же относи-

тельно неплохо согласуется с результатами расчетов, основанных на де-

тальных кинетических механизмах, хотя, для феноменологической модели

наблюдается тенденция переоценки концентрации H радикалов.

Модель Клавина-Линяна учитывает, что H так же вовлечены в ре-

акции, включающие HO2, хотя сами гидропироксил радикалы считаются

находящимися в стационарном состоянии. В результате скорость глобаль-

ной реакции разветвления модифицируется. Помимо этого, теплота реак-

ции разветвления тоже берется в расчет. Полученная таким образом мо-
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дель с кинетическими данными, взятыми из [215], дает оценку скорости и

структуры пламени, а так же границы устойчивости и частоты пульсаций,

с хорошей точностью при больших коэффициентах избытка топлива. Вме-

сте с тем модель переоценивает скорость пламени для умеренно богатых

смесей.

Модели Клавина-Линяна и Зельдовича-Баренблатта со свободными

константами реакций были выбраны для дальнейшего анализа устойчиво-

сти, поскольку они продемонстрировали способность предсказывать ско-

рость, структуру и устойчивость пламени. Нейтральная граница устойчи-

вости была найдена как функция температуры окружающей среды. Было

показано, что увеличение начальной температуры свежей смеси расширя-

ет область устойчивого горения в сторону более богатых составов смесей.

Зависимость частоты Андронова-Хопфа от начальной температуры так-

же исследовалась и найдено, что частота пульсаций убывает с прогревом

свежей смеси. Помимо этого модель Клавина-Линяна дает завышенную

оценку частоты Хопфа по сравнению с другими моделями.

Бифуркация Андронова-Хопфа, ответственная за потерю устойчиво-

сти бегущих волн горения, детально исследована. Показано, что она яв-

ляется надкритической и устойчивые пульсирующие волны горения по-

являются при пересечении нейтральной границы устойчивости в резуль-

тате этой бифуркации. Пульсирующий режим горения характеризуется

осцилляциями максимального значения температуры и концентрации H-

радикалов. Пульсирующие волны являются периодическим функциями

времени в системе отсчета, в среднем бегущей вместе с волной. Установле-

но, что средняя скорость пламени убывает быстрее, чем скорость бегущей

волны горения с ростом коэффициента избытка топлива от критического

значения для бифуркации Андронова-Хопфа. При удалении в пространстве

параметров от нейтральной границы устойчивости период и амплитуда ос-

цилляции растет.

Резюмируя, наши исследования различных двухступенчатых моде-

лей показали, что модель Клавина-Линяна может быть использована для

анализа сложной пульсирующей динамики пламени в богатой водород-

воздушной смеси вблизи предела воспламенения.
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Глава 5

Исследование устойчивости бегущих волн горения

методом функции Эванса

§ 5.1. Введение

Анализ линейной устойчивости бегущих волн обычно сводится к ис-

следованию дискретного спектра некоторого линейного дифференциаль-

ного оператора, который может быть получен линеаризацией модельных

уравнений в частных производных, описывающих задачу, около исследуе-

мого решения в виде бегущей волны. Функция Эванса впервые была вве-

дена в 1972 году в работе [198] для изучения устойчивости нервных им-

пульсов, как аналитическая функция, нули которой соответствуют изоли-

рованным собственным значениям этого дифференциального оператора. С

момента, когда функция Эванса была впервые введена, идея ее использо-

вания для анализа устойчивости была обобщена и развита целым рядом

авторов [242–245]. Сравнительно недавно функция Эванса была продлена

через непрерывный спектр для определения точек дискретного спектра,

вложенных в непрерывный спектр [246–248]. Метод функции Эванса был

использован для анализа устойчивости решений в виде бегущей волны в

большом количестве примеров, включающих различные области естество-

знания, такие как: оптика [247–251], биология [198, 252–255], химия [256],

теория горения [62, 66, 67, 73, 74, 77, 111, 131, 134–136, 172, 174–176, 179, 180,

197, 199, 209, 233, 257] и т.д.

В ряде случаев таких, как нелинейное уравнение Шрёдингера [248],

уравнения типа Буссинеска [258], уравнение синус-Гордона [259], для си-

стем, описывающих прохождение света через нелинейные периодические

структуры [251], функция Эванса может быть найдена в явном виде.

В других случаях, таких как обобщенное уравнение Кортевега-де

Фриза [260], Буссинеска [261], Шрёдингера [249, 250] и в целом ряде дру-
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гих [254,255,262–266], поведение функции Эванса для малых значений ар-

гумента может быть найдено с помощью результатов, полученных в [246]

и [267], где установлена связь между производными функции Эванса в ну-

ле с методом интеграла Мельникова [268]. Знание этих производных поз-

воляет авторам найти нули функции Эванса, разлагая ее в ряд Тейлора, и

таким образом решить задачу устойчивости решений в виде бегущей волны

аналитически.

Эта глава посвящена обзору метода функции Эванса и его примене-

ния к анализу устойчивости систем типа реакция–диффузия. Делается как

обзор основных определений и свойств функции Эванса, так и методов ее

численного расчета.

§ 5.2. Решение в виде бегущей волны

В данной главе мы рассматриваем уравнения типа реакция–

диффузия, которые могут быть записаны в следующем виде

∂u

∂t
= D

∂2u

∂r2
+N(u), (5.1)

где r и t это пространственная и временная координаты соответственно.

Вектор u(r, t) = (u1, u2, . . . , un)
T ∈ Rn это неизвестная вектор-функция с n

компонентами (здесь (·)T означает транспонирование). В задачах горения

u обычно представляет температуру и концентрацию различных химиче-

ских соединений, вовлеченных в реакцию. Матрица D - это n× n матрица

коэффициентов диффузии и в задачах, рассматриваемых в данной работе,

она имеет диагональный вид

D =




d1 0 . . . 0

0 d2 . . . 0
...

... . . . ...

0 0 . . . dn



, (5.2)

с положительными элементами di > 0, в то время как N(u,−→µ ) =

(N1, N2, . . . , Nn)
T это нелинейная вектор-функция u и параметров −→µ ∈ R

m,

представляющая члены, описывающие реакцию. Здесь мы требуем, чтобы
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система (5.1) имела по крайней мере два стационарных состояния u− и u+

таких, что N(u±) = 0. Это является необходимым условием существования

решения в виде бегущей волны.

Решение системы уравнений (5.1) в виде плоской бегущей волны - это

решение вида u(r, t) = us(x − ct), где c является константой, обозначаю-

щей скорость. Вводя новую координату ξ = x − ct, мы можем получить

следующее уравнение для стационарного распространения волны, бегущей

без изменения скорости и формы,

D
d2us

dξ2
+ c

dus

dξ
+N(us) = 0. (5.3)

Система (5.3) имеет по крайней мере два стационарных решения

us(ξ) = u+ и us(ξ) = u−. Поведение решений системы (5.3) вблизи этих

стационарных точек описывается линеаризованными уравнениями

L±u = 0, (5.4)

где

L± ≡ D
d2

dξ2
+ cI

d

dξ
+W±. (5.5)

Здесь мы ввели следующие обозначения: I это единичная матрица разме-

ром n× n и

W± ≡
(
∂N

∂u

)

u=u±

=




∂N1

∂u1

∂N1

∂u2
. . .

∂N1

∂un

∂N2

∂u1

∂N2

∂u2
. . .

∂N2

∂un
...

... . . . ...
∂Nn

∂u1

∂Nn

∂u2
. . .

∂Nn

∂un




u=u±

(5.6)

это матрица, элементами которой являются производные нелинейной

вектор–функции N(u). Фундаментальная система решений уравнений (5.4)

может быть записана в виде u±
si(ξ) = u±

0i exp(λ
±
i ξ), где u±

0i - это векторы-

константы, а λ±i являются корнями алгебраического уравнения

det(λ2D+ cλI+W±) = 0, (5.7)
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которое имеет 2n решений. Предположим, что существует по крайней мере

одно решение, λ−i , с положительной реальной частью и по крайней мере од-

но решение, λ+i , с отрицательной реальной частью. Аналогично, мы можем

предположить, что в фазовом пространстве (5.4) существует по крайней

мере одномерное неустойчивое многообразие неподвижной точки u = u− и

по крайней мере одномерное устойчивое многообразие неподвижной точки

u = u+. Предположим, что в некоторой области параметров существу-

ет решение системы (5.3), соединяющее устойчивое и неустойчивое много-

образия неподвижных точек u+ и u− соответственно и удовлетворяющее

граничным условиям

us(ξ) → u− при ξ → −∞,

us(ξ) → u+ при ξ → +∞.
(5.8)

В случае, когда u− = u+, это решение является импульсом, в против-

ном случае, когда u− 6= u+, решение называется бегущим фронтом.

§ 5.3. Задача линейной устойчивости и ее непрерывный спектр

Для исследования устойчивости решения в виде бегущей волны си-

стема (5.1) линеаризуется около us(ξ), где ξ это координата в бегущей си-

стеме отсчета, т.е. мы ищем решение следующего вида u(ξ, t) = us(ξ) +

u(ξ)eλt+iK⊥r⊥, где K⊥ и r⊥ - это волновой число и радиус вектор в направ-

лении, ортогональном оси x, вдоль которой распространяется решение в

виде бегущей волны. Для определенности будем считать, что K направлен

вдоль оси z и K⊥r⊥ = Kz. Это дает

Lu = λu, (5.9)

где мы ввели линейный дифференциальный оператор,

L(ξ,−→µ ,K) = D
d2

dξ2
+ cI

d

dξ
+W −K2D, (5.10)

зависящий от координаты в бегщей системе отсчета ξ, параметров −→µ и

волнового числа, которое входит в него как дополнительный параметр.

Матрица W определяется аналогично (5.6), как

W(ξ) =

(
∂N

∂u

)

u=us(ξ)

. (5.11)
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Из определения (5.5) и (5.10) следует, что lim
ξ→±∞

L = L± −DK2.

Устойчивость решения в виде бегущего фронта определяется спектром ли-

нейного оператора L.

В [189] и [5] показано, что непрерывный спектр операторов L и

L± − DK2, который мы обозначим как Σess и Σ±
ess, соответственно, свя-

заны. Далее мы исследуем структуру Σ±
ess и, используя соотношение спек-

тров операторов L±−DK2 и L, определим положение Σess на комплексной

плоскости.

Для этого мы подставляем L± − DK2 вместо L в уравнения (5.9) и

ищем решение в виде u ∼ eiτξ, где τ - произвольное действительное число.

Это дает следующее уравнение

det(−D(τ 2 +K2) + iτcI+W± − λI) = 0. (5.12)

Непрерывный спектр L± состоит из конечного числа алгебраических

кривых λi(τ), которые являются корнями уравнения (5.12). Далее, если мы

знаем, что для некоторого τ ′, λi(τ ′) принадлежит Σ±
ess, то, взяв комплекс-

но сопряженное (5.12), мы получим, что λ∗i (−τ ′) ∈ Σ±
ess (где * обозначает

комплексное сопряжение). Следовательно, кривые λi(τ) симметричны от-

носительно действительной оси. Более того, они асимптотически являются

параболами: λi(τ) → −diτ 2 +O(τ) при |τ | → ∞.

Для того, чтобы получить более детальную картину о расположении

Σ±
ess на комплексной плоскости, мы должны подробнее определить класс

проблем, которые рассматриваются в данной работе. Для примера рассмот-

рим случай моделей с одноступенчатым механизмом реакции. Они вклю-

чают два уравнения: одно из них описывает температуру, а второе кон-

центрацию топлива. По этой причине вектор u является двумерным, а D,

W, и I являются матрицами размерности 2× 2. Предельные матрицы W±

имеют оба собственных значения w±
1,2 ≤ 0 (так называемый бистабильный

случай [5]). Мы определяем s = λ + iτc. В этих обозначениях уравнения

(5.12) запишутся

det(−D(τ 2 +K2) +W± − sI) = 0. (5.13)
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Корни (5.13) могут быть выражены в явном виде как

s±1,2 =
−τ̃ 2Tr(D) + Tr(W±)±

√
[τ̃ 2Tr(D)− Tr(W±)]2 − 4(τ̃ 2|D|+ |W±|)

2
,

(5.14)

где τ̃ 2 = τ 2 + K2, а Tr(·) и | · | обозначают след и детерминант матрицы

соответственно. По определению действительная часть s±1,2 равна действи-

тельной части соответствующего λ±1,2.

Рассмотрим одномерный случай, K = 0. Максимум Re(s±1,2) может

быть найден из решения уравнения d(s±1,2)/dτ = 0, которое имеет два ре-

шения: τ1 = 0 и τ2 =
√
−|W±|/|D|. Как |W±| так и |D| положительные

числа. Следовательно, τ2 является чисто мнимым и может быть отброшено.

Подставляя τ1 в (5.14), мы получаем

maxRe
(
λ±1,2(τ)

)
= maxRe

(
s±1,2(τ)

)
= w±

1,2 ≤ 0. (5.15)

Для случая K 6= 0, τ̃ положительно и соответствующие значения

maxRe
(
λ±1,2(τ)

)
сдвигаются в сторону меньших действительных значений.

Это доказывает, что непрерывный спектр Σ±
ess оператора L±, который яв-

ляется набором алгебраических кривых λ = λ±1,2(τ), лежит в левой полу-

плоскости. Тогда, в соответствии с [189], непрерывный спектр оператора L

так же лежит в левой полуплоскости и, в частности, включает в себя Σ±
ess.

Пусть область K комплексной плоскости такая, что она содержит все точ-

ки C, лежащие левее верхней границы действительной части Σess. Тогда

непрерывный спектр оператора L содержится в K и, в частности, включа-

ет в себя Σ±
ess. На рисунке 5.1 мы схематично иллюстрируем расположение

областей K и Σ±
ess на комплексной плоскости. Заштрихованная область ри-

сунка соответствует K.

В случае моделей с двухступенчатой кинетикой, исследуемых в этой

работе, аналогичное рассмотрение показывает, например см. [179], что

непрерывный спектр оператора L лежит в левой полуплоскости.

§ 5.4. Дискретный спектр и функция Эванса

В связи с тем, что непрерывный спектр оператора L полностью ле-

жит в левой полуплоскости, устойчивость бегущего фронта определяется
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Рис. 5.1 . Спектр оператора L. Непрерывная линия показывает Σ±
ess. Кружок обозначает

точку дискретного спектра, расположенную на действительной оси, а крестики - пару ком-
плексно сопряженных точек дискретного спектра.

дискретным спектром L. В соответствии с [5] в области C\K существу-

ет конечное число точек дискретного спектра оператора L, приводящих к

неустойчивости. Из определения (5.10) следует, что L∗ = L, поэтому, если

λ′ - это собственное значение оператора L, то λ′∗ тоже является собствен-

ным значением. Следовательно, точки дискретного спектра располагаются

либо на действительной оси, либо симметрично относительно действитель-

ной оси, как показано на рисунке 5.1.

Для последующего анализа удобно переписать задачу на собственные

значения (5.9), которая является системой дифференциальных уравнений

второго порядка, в виде системы уравнений первого порядка. Определяя

вектор z = (u,uξ), мы получаем систему обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений вида

ż = Az, (5.16)

где

A(ξ, λ) =

(
0 I

D−1(λI−W) −cD−1

)
. (5.17)

Мы используем уравнение (5.16) для исследования устойчивости бе-

гущего фронта. Следуя [269], мы говорим, что бегущий фронт линейно

устойчив, если для некоторого фиксированного значения λ с Re(λ) > 0, су-
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ществует решение (5.16), которое экспоненциально затухает при ξ → ±∞
(локализованное решение). Мы будем называть это λ собственным значе-

нием и соответствующее ему решение собственной модой.

Далее, мы определяем предельные матрицы

A±(λ) ≡ lim
ξ→±∞

A(ξ, λ) =

(
0 I

D−1(λI−W±) −cD−1

)
. (5.18)

Они являются матрицами 2n×2n и, следовательно, имеют по 2n собствен-

ных значения µ±i (i = 1, ...2n) и соответствующих им собственных векторов

k±
i . Для моделей, рассмотренных в данной работе, A− имеет n собственных

значений с положительной действительной частью и n собственных значе-

ний с отрицательной действительной частью µ−1,3...2n−1 для λ ∈ C\K (см.

рисунок 5.1). Аналогично в области C\K для A+ мы имеем Re(µ+2,4...2n) > 0

и Re(µ+1,3,...2n−1) < 0.

Следовательно, для любого значения λ ∈ C\K существуют n ли-

нейно независимых решения z−2,4...2n(ξ, λ) системы (5.16), соответствующих

неустойчивому подпространству A−, удовлетворяющих условиям

lim
ξ→−∞

exp(−µ−i ξ)z−i (ξ, λ) = k−
i , i = 2, 4 . . .2n, (5.19)

и n линейно независимых решения z+1,3,...2n−1(ξ, λ) системы (5.16), соответ-

ствующих устойчивому подпространству A+, удовлетворяющих условиям

lim
ξ→+∞

exp(−µ+i ξ)z+i (ξ, λ) = k+
i , i = 1, 3, . . .2n− 1. (5.20)

Теперь мы рассмотрим пространство решений E− системы (5.16),

ограниченных при ξ → −∞, которое является линейной оболочкой

z−2 (ξ, λ), z
−
4 (ξ, λ), ... а именно

E−(ξ, λ) =
∑

i=2,4,...2n

αiz
−
i (ξ, λ), (5.21)

где αi - это постоянные коэффициенты. Аналогично, пространство решений

E+, ограниченных при ξ → +∞, которое является линейной оболочкой

z+1 (ξ, λ), z
+
3 (ξ, λ), ... может быть представлено как

E+(ξ, λ) =
∑

i=1,3,...2n−1

βiz
+
i (ξ, λ), (5.22)
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где βi - это постоянные коэффициенты. Если эти пространства пересекают-

ся нетривиальным образом для какого-либо значения λ, то это λ является

собственным значением. Мы будем называть функцию, которая показы-

вает, пересекаются ли эти два пространства решений или нет, функцией

Эванса (следует отметить, что существует несколько определений функ-

ции Эванса, которые мы обсудим позднее). Геометрически это значит, что

для некоторого λ и любого значения координаты ξ плоскость, натянутая

на решения z−2,4,...2n, нетривиально пересекается с плоскостью, натянутой

на решения z+1,3,...2n−1. Также мы можем сказать, что λ - это собственное

значение тогда, когда решения z−2,4,...2n и z+1,3,...2n−1 линейно зависимы или,

эквивалентно, Вронскиан, определенный на этих решениях (детерминант

матрицы, столбцами которой являются координаты векторов z−2,4,...2n(ξ) и

z+1,3,...2n−1(ξ)) равен нулю. Одно из определений функции Эванса, данное

в [62] и [245], основано на использовании этого Вронскиана, который для

определенности берется при ξ = 0. Пусть ei – это ортонормированный базис

в 2n-мерном пространстве решений системы (5.16). В этом базисе векторы

z±i имеют координаты (z±i1, z
±
i2, . . . , z

±
i2n)

T и функция Эванса определяется

как

D(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z−21(0, λ) z−41(0, λ) . . . z+11(0, λ) z+31(0, λ) . . .

z−22(0, λ) z−42(0, λ) . . . z+12(0, λ) z+32(0, λ) . . .

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

z−22n(0, λ) z−42n(0, λ) . . . z+12n(0, λ) z+32n(0, λ) . . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (5.23)

Главным преимуществом данного определения D(λ) через Вронскиан

(5.23) является его простота. Далее мы переходим к описанию свойств

функции Эванса.

§ 5.5. Свойства функции Эванса

В этом параграфе мы перечислим основные свойства функции Эван-

са, которые следуют из ее определения (5.23). Эти свойства часто исполь-

зуются при исследовании устойчивости бегущих фронтов.

• 1. Функция Эванса D(λ), определенная по формуле (5.23), является

аналитической функцией в C\K.
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• 2. D(λ) = 0 тогда и только тогда, когда λ является собственным

значением.

• 3. Порядок нуля функции Эванса D(λ) и алгебраическая кратность

соответствующего собственного значения равны.

Здесь порядок нуля функции Эванса D(λ) = 0 определяется как однознач-

но определяемое целое число m, для которого

dkD

dλk
= 0 при k < m,

dmD

dλm
6= 0. (5.24)

Доказательство свойств 1− 3 может быть найдено в [242], [246], и [245].

• 4. Функция Эванса равна нулю в начале координат: D(0) = 0.

Это свойство связанно с трансляционной инвариантностью решений систе-

мы (5.3), т. е. если us(ξ) является решением системы (5.3), то us(ξ + h)

тоже решение (5.3). Здесь h - это произвольное число. Далее мы подстав-

ляем us(ξ + h) в (5.3) и, дифференцируя по h, получаем

Lusξ = 0. (5.25)

Здесь мы учли, что d/dh ≡ d/dξ. Решение usξ локализовано (ограниченно)

при ξ → ±∞ и удовлетворяет (5.3) с λ = 0. Следовательно, usξ - это соб-

ственная мода (5.16), соответствующая нулевому собственному значению,

и D(0) = 0. Это решение иногда называют нейтральной модой.

• 5. Функция Эванса удовлетворяет свойству симметрии: D(λ∗) =

(D(λ))∗.

Действительно, матрица A(ξ, λ), определенная в (5.17), зависит от λ ли-

нейным образом, а именно,

A(ξ, λ) = A(ξ, 0) +
∂A

∂λ
(ξ, 0)λ, (5.26)

где как A(ξ, 0), так и A(ξ, 0) - это действительные матрицы. Следователь-

но, мы имеем A(ξ, λ∗) = (A(ξ, λ))∗. Это свойство приводит к аналогично-

му свойству решений системы (5.16): z(ξ, λ∗) = (z(ξ, λ))∗. Далее, учитывая
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определение функции Эванса (5.23), мы получаем

D(λ∗) = det
[
z−2 (0, λ

∗), z−4 (0, λ
∗), . . . , z+1 (0, λ

∗), z+3 (0, λ
∗), . . .

]

= det
[
z−2 (0, λ), z

−
4 (0, λ), . . . , z

+
1 (0, λ), z

+
3 (0, λ), . . .

]∗
= (D(λ))∗ .

(5.27)

Отсюда следует, что если λ′ - это собственное значение (5.16), то λ′∗ тоже

является собственным значением (или D(λ′) = D(λ′∗) = 0). Это свойство

отражает симметрию дискретного спектра оператора L относительно ре-

альной оси, о котором уже упоминалось в начале предыдущего параграфа.

• 6. D(λ) - это действительная функция действительного аргумента:

D(x) ∈ R для x ∈ R.

Это свойство является следствием свойства 5.

В определении (5.23) есть неопределенность в выборе длины векто-

ров z±i (0, λ) и выборе базисных векторов ei. Это приводит к следующему

свойству:

• 7. Функция Эванса определена с точностью до множителя, которым

может быть любая функция спектрального параметра, не обращаю-

щаяся в ноль и аналитическая в C\K.

Понятно, что свойство 7 не отражается ни на числе нулей функции

Эванса, ни на их расположении на комплексной плоскости. Следовательно,

указанная выше неопределенность не сказывается на связи функции Эван-

са и спектральной задачи (5.16), которые перечисляются в первых трех

свойствах. Более того, неопределенность может быть убрана, во-первых,

заданием |z±i (0, λ)| = 1. Во-вторых, для каждого базиса мы выбираем мно-

житель перед детерминантом таким образом, что выполняется следующее

условие:

• 8. Функция Эванса имеет следующее асимптотическое поведение:

D(λ) → 1 при |λ| → ∞ и λ ∈ C\K.

Для того чтобы найти необходимый коэффициент перед детермина-

том, который должен быть аналитической не обращающейся в ноль функ-

цией λ в C\K, необходимо вернуться к задаче на собственные значения
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(5.16). Мы перепишем ее в асимптотически согласованном виде, определяя

шкалированную переменную η = εξ, как

L0u = −εcuη − ε2Wu+ ε2DK2, (5.28)

где ε = 1/
√
|λ| и L0 = Dd2/dη2 − λ/|λ|I. Решение (5.28) ищется в виде

бесконечного ряда с ε в качестве малого параметра, т. е. u = u0+ εu1+ . . .

Однако здесь мы интересуемся только задачей в ведущем порядке асимпто-

тического разложения, которая может быть записана как L0u = 0. Общим

решением этой задачи является

ui(η) =
(
αie

η
√

λ/|λ|di + βie
−η
√

λ/|λ|di
)
, (5.29)

где αi и βi - это константы. Возвращаясь к оригинальным переменным, мы

можем представить решения (5.16), ограниченные при ξ → −∞, как

z−2j(ξ) =

(
ej + ej+n

√
λ/dj

)
eξ
√

λ/dj (5.30)

где j = 1, 2, . . . n. Аналогично, решения (5.16), ограниченные при ξ → ∞,

могут быть представлены в виде

z+2j−1(ξ) =

(
ej − ej+n

√
λ/dj

)
e−ξ

√
λ/dj (5.31)

где j = 1, 2, . . . n.

Далее мы нормализуем эти решения таким образом, что |z±i (0, λ)| = 1.

Подставляя их в (5.23) и устремляя |λ| → ∞, мы получаем в ведущем

порядке

det
[
z−2 (0, λ), z

−
4 (0, λ), . . . , z

+
1 (0, λ), z

+
3 (0, λ), . . .

]
= (−2)n

√
d1 . . . dnλn

|λ|n
(5.32)

Если мы хотим, чтобы свойство 8 было удовлетворено, мы должны

разделить детерминант в (5.23) на функцию равную выражению, стоящему

в правой части (5.32). На практике удобно использовать в качестве калиб-

ровочных множителей собственные значения предельных матриц (5.18).

Для рассматриваемых в данной работе задач они имеют асимптотики вида√
λ/di при |λ| → ∞ в C\K. Более того мы берем собственные значения

предельных матриц A±, которые не обращаются в ноль в C\K, поэтому

умножение на них не приводит к внесению дополнительных нулей функ-

ции Эванса в C\K, не связанных с точками дискретного спектра L.
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§ 5.6. Численный метод расчета функции Эванса

Этот параграф посвящен численным методам нахождения D(λ). Ал-

горитм для расчета функции Эванса может быть найден в [260], где иссле-

дуется устойчивость решений в виде бегущей волны обобщенного уравне-

ния КдВ–Бюргерса. Задача линейной устойчивости формулируется в виде

(5.16), где A - это матрицы размером 3×3. Предельные матрицы A± имеют

собственные значения, распределенные на комплексной плоскости следую-

щим образом

Re
(
µ±1
)
< 0 < Re

(
µ±j
)
, j = 2, 3. (5.33)

Собственные моды задачи на линейную устойчивость охватывают одномер-

ное устойчивое подпространство A+ и двухмерное неустойчивое подпро-

странство A−. Решение задачи на линейную устойчивость, ограниченное

при ξ → ∞, удовлетворяет

lim
ξ→∞

exp
(
−µ+1 ξ

)
z1(ξ, λ) = k+

1 . (5.34)

Аналогично, решение, ограниченное при ξ → −∞, удовлетворяет

lim
ξ→−∞

exp
(
−µ−2,3ξ

)
z2,3(ξ, λ) = k−

2,3. (5.35)

Для расчета функции Эванса, достаточно найти решение, удовлетво-

ряющее (5.34). Затем функция Эванса может быть определена через Врон-

скиан на ξ = −∞

D(λ) ∼ det
[
z1(−∞, λ),k−

2 ,k
−
3

]
, (5.36)

где |z1(−∞, λ)| = 1. Для того чтобы найти это решение, мы берем на-

чальные условия z = k+
1 и интегрируем уравнения (5.16) назад от ξ = l1

до ξ = −l2, где l1 и l2 берутся достаточно большими числами. Однако

в нашем случае решение испытывает экспоненциальный рост из-за соб-

ственных значений с отрицательными реальными частями µ±1 . Для того

чтобы обойти эту проблему, в [260] предлагается специальный алгоритм

интегрирования. Следуя авторам, нам необходимо ввести новые перемен-
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ные v(ξ, λ) = exp (−µ1(ξ, λ) ξ) z(ξ, λ), где

µ1(ξ, λ) = µ−1 при ξ < 0,

µ1(ξ, λ) = µ+1 при ξ > 0.
(5.37)

Функция v(ξ, λ) удовлетворяет

vξ = (A− µ1I)v. (5.38)

Предельные матрицы limξ→±∞ (A− µ1I) имеют собственные значе-

ния 0, µ±2 − µ±1 , and µ±3 − µ±1 . Следовательно, решение (5.38) с начальными

условиями v = k+
1 не испытывает экспоненциального роста при интегриро-

вании назад от ξ = l1 до ξ = −l2 и может быть найдено численно. Далее, мы

подставляем v(−l2, λ)/|v(−l2, λ)| в (5.36) вместо z1, поскольку направле-

ния обоих векторов совпадают. Таким образом мы можем посчитать D(λ)

для любого значения λ ∈ C\K.

Однако метод расчета функции Эванса, кратко описанный выше, не

применим к задачам, рассматриваемым в данной диссертации. Главная

сложность связана с тем, что данный метод может быть применим только

для узкого класса систем с одномерным пространством решений, ограни-

ченных (или неограниченных) при ξ = +∞ или −∞. Другими словами,

численный алгоритм, приведенный в [260], позволяет найти только реше-

ния с максимальным (минимальным) коэффициентом экспоненциального

роста (затухания) при ξ → ±∞.

В дальнейшем проиллюстрируем это на случае модели с одноступен-

чатой кинетикой и матрицей A(ξ, λ) размерности 4 × 4 [66]. Необходимо

найти две пары решений: одну пару решений, ограниченных при ξ стре-

мящимся к +∞, другую пару решений ограниченных при ξ → −∞. Для

определенности рассмотрим область ξ < 0. В нашем случае система (5.16)

имеет два решения z−2,4, ограниченных при ξ → −∞, и два решения z−1,3,

неограниченных при ξ → −∞, которые не представляют для нас интереса.

Для того чтобы отбросить z−1,3, мы должны интегрировать систему (5.16)

численно от ξ = −l1 до ξ = 0 (где l1 выбрано достаточно большим числом).

Есть два коэффициента µ−2 и µ−4 , и один из них всегда больше другого

(за исключением, быть может, специального случая, когда они равны для
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какого-то значения λ). Интегрируя вперед, мы можем найти только ре-

шение, соответствующее наибольшему коэффициенту экспоненциального

роста, решение с меньшим коэффициентом экспоненциального роста все-

гда подавляется из-за численных ошибок, неизбежных в любой расчетной

схеме. Иными словами, решения z−2 и z−4 теряют линейную независимость

при численном интегрировании. В пределе ξ → +∞ мы сталкиваемся с

теми же сложностями. Системы с такими свойствами называются жестки-

ми [269,270]. Жесткость приводит к тому, что прямые численные расчеты

с использованием (5.23) невозможны и требуется некоторая процедура ор-

тогонализации.

Существует несколько методов решения этой проблемы. Один из них

используется в [271] при расчете спектра показателей Ляпунова для хао-

тических систем. Он основан на применении процедуры ортогонализации

Грама–Шмидта к паре решений каждые несколько шагов и обычно назы-

вается дискретной ортогонализацией [269].

Вернемся к рассмотрению решений в области ξ < 0. Для определенно-

сти мы также предполагаем, что Reµ−2 < Reµ−4 . Алгоритм, предложенный

в [260] и описанный выше, позволяет нам найти решение, соответствующее

наибольшему коэффициенту экспоненциального роста z−4 (ξ, λ) (точнее, мы

получаем v−
4 (ξ, λ) на интервале ξ ∈ [−l1, 0]. Далее, мы берем начальные

условия в виде v(−l1, λ) = k−
2 + k−

4 , где |k−
2,4| = 1, и используем данный

алгоритм для нахождения решения. Строго говоря, решение данной про-

блемы это v(ξ, λ) = v−
2 (ξ, λ) + v−

4 (ξ, λ). Однако |v−
2 (ξ, λ)| экспоненциально

уменьшается и для некоторого −l1 < ξ′ < 0 решение v−
2 (ξ, λ) становится

численно неразрешимым из-за конечной машинной точности. Предполо-

жим, что мы интегрируем от −l1 до ξ′′ так, что |v−
2 (ξ, λ)| не отличается

существенно от единицы. Мы знаем решение v−
4 (ξ

′′, λ) и, следовательно, ре-

шение может может быть найдено с помощью алгоритма Грама–Шмидта.

Мы сначала находим v−
2 (ξ

′′, λ) = v(ξ′′, λ) − v−
4 (ξ

′′, λ). Затем мы норма-

лизуем оба вектора и берем начальные условия при ξ′′ в виде v(ξ′′, λ) =

v−
4 (ξ

′′, λ)/|v−
4 (ξ

′′, λ)|+v−
2 (ξ

′′, λ)/|v−
2 (ξ

′′, λ)|. Повторяя эту процедуру рекур-

рентно, мы получаем направление обоих векторов v−
2 (0, λ) и v−

4 (0, λ). За-

тем этот алгоритм используется для ξ > 0 и функция Эванса находится с
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помощью определения (5.23).

§ 5.7. Метод составной матрицы

В предыдущем параграфе мы рассмотрели метод дискретной орто-

гонализации для расчета функции Эванса. Недостатком этого метода яв-

ляется то, что решение (5.16), соответствующее меньшему коэффициен-

ту экспоненциального роста, убывает экспоненциально при использовании

данного алгоритма. Другими словами, метод не исключает жесткость про-

блемы полностью. В качестве альтернативы дискретной ортогонализации

существуют гораздо более сильные методы: непрерывная ортогонализа-

ция [272–276] и метод составной матрицы [277–283]. При расчете функции

Эванса мы будем пользоваться вторым методом. Поясним его применение

к задаче поиска дискретного спектра задачи линейной устойчивости на

примере моделей с одноступенчатой кинетикой.

Пусть z1 и z2 - это решения системы (5.16). Рассмотрим матрицу 4×2,

составленную из этих решений,

U(ξ, λ) =




z11 z21

z12 z22

z13 z23

z14 z24



. (5.39)

Если z1(ξ, λ) и z2(ξ, λ) линейно независимы, то матрица U(ξ) представ-

ляет двухмерное подпространство решений системы (5.16). В этом случае

мы можем упорядочить все 2 × 2 миноры матрицы U в виде вектора с

компонентами

v1 = z11z22 − z12z21, v4 = z12z23 − z13z22,

v2 = z11z23 − z13z21, v5 = z12z24 − z14z22,

v3 = z11z24 − z14z21, v6 = z13z24 − z14z23.

(5.40)

Компоненты вектора v удовлетворяют квадратичному тождеству

v1v6 − v2v5 + v3v4 = 0, (5.41)

которое может быть проверено прямой подстановкой (5.40) в (5.41). Инте-

грал (5.41) показывает, что пространство векторов v является поверхно-

стью в C
6.
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Вектор v обычно называется вторым компаундом матрицы U. Диф-

ференцируя (5.40) и используя (5.16), можно показать, что v удовлетворяет

уравнению

v̇ = Bv, (5.42)

где B(ξ, λ) – это матрица 6 × 6, элементы которой могут быть выражены

через A(ξ, λ) = ||ai,j|| (5.17) [278].

Можно показать, что собственные значения s±i матриц B±(λ) (кото-

рые равны B(ξ, λ) в пределе ξ → ±∞) могут быть записаны как

s±1 = µ±1 + µ±2 , s±4 = µ±2 + µ±3 ,

s±2 = µ±1 + µ±3 , s±5 = µ±2 + µ±4 ,

s±3 = µ±1 + µ±4 , s±6 = µ±3 + µ±4 .

(5.43)

Более того, если k±
i и k±

j (i < j) являются собственными векторами A±,

соответствующими µ±i и µ±j , то собственный вектор q±
k матрицы B±, со-

ответствующий s±k = µ±i + µ±j , определяется формулой (5.40), где z1 и z2

заменены на k±
i и k±

j .

Двухмерное пространство E−(ξ, λ) решений (5.16), ограниченных при

ξ → −∞, переходит в одномерное пространство, представленное решением

v−(ξ, λ) уравнений (5.42). Это решение удовлетворяет следующим гранич-

ным условиям

lim
ξ→−∞

exp(−s−5 ξ)v−(ξ, λ) = q−
5 (5.44)

с наибольшим коэффициентом экспоненциального затухания при ξ → −∞
(т. е. Re(s−5 ) = min

(
Re(s−i )

)
для i = 1, 2, ..., 6). Аналогично, двухмерное

пространство E+(ξ, λ) решений (5.16), ограниченных при ξ → +∞, пере-

ходит в одномерное пространство, представленное решением v+(ξ, λ) урав-

нений (5.42), удовлетворяющее

lim
ξ→+∞

exp(−s+2 ξ)v+(ξ, λ) = q+
2 (5.45)

с наибольшим коэффициентом экспоненциального затухания при ξ → +∞
(т. е. Re(s+2 ) = max

(
Re(s+i )

)
для i = 1, 2, ..., 6).

Решения v−(ξ, λ) и v+(ξ, λ) уравнений (5.42), соответствующие наи-

большим коэффициентам экспоненциального роста при интегрировании от
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ξ = −l1 до ξ = 0 и от ξ = l2 до ξ = 0, могут быть найдены с помощью ал-

горитма, предложенного [260] и описанного в предыдущем параграфе. Ис-

пользуя этот подход, можно полностью избавиться от жесткости системы,

как описано в [260], где рассматривался случай с одномерным устойчивым

(неустойчивым) подпространством A при ξ → ∞ (ξ → −∞). Как толь-

ко векторы v−(0, λ) и v+(0, λ) найдены, мы можем инвертировать (5.40) и

(5.41) для того, чтобы найти z−2,4(0, λ), соответствующее v− и, аналогично,

z+1,3(0, λ) соответствующее v+.

Действительно, используя связь (5.41), решения (5.40) могут быть

записаны как

Vz = 0, (5.46)

где матрица V выражается через координаты v± как

V(v±) =




v±4 −v±2 v±1 0

v±5 −v±3 0 v±1
v±6 0 −v±3 v±2
0 v±6 −v±5 v±4



. (5.47)

По определению (5.41) детерминант V равен нулю. Более того, приводя V

к ступенчатой форме, можно показать, что ранг матрицы V равен двум.

Следовательно, система линейных алгебраических уравнений (5.46) име-

ет два линейно независимых решения. Если мы подставим координаты

v−(0, λ) (или v+(0, λ)) в (5.47), то мы получим z−2,4(0, λ) (или z+1,3(0, λ)).

Затем функция Эванса может быть найдена через детерминант (5.23). Од-

нако удобнее выразить этот детерминант через координаты векторов v±, а

именно,

D(λ) ∼ det
[
z−2 (0, λ), z

−
4 (0, λ), z

+
1 (0, λ), z

+
3 (0, λ)

]
=
(
v−(0, λ)∗ · Σv+(0, λ)

)
,

(5.48)
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где ( · ) обозначает скалярное произведение векторов и

Σ =




0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 −1 0

0 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 0

0 −1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0




. (5.49)

Прямой подстановкой v− и v+ в виде (5.40) можно показать, что опреде-

ления в (5.48) эквивалентны.

§ 5.8. Функция Эванса, метод составной матрицы и внешняя ал-

гебра

В параграфе § 5.4 функция Эванса определена через Вронскиан

(5.23). Она показывает, пересекаются ли пространства решений E−, огра-

ниченных при ξ → −∞, и E+, ограниченных при ξ → −∞, нетривиаль-

но. Геометрическая интерпретация этого состоит в том, что при каком-то

значении λ и любом значении координаты ξ плоскость E−, натянутая на

векторы z−2,4, нетривиально пересекается с плоскостью E+, натянутой на

векторы z+1,3. Однако, для того чтобы геометрическая картина была пол-

ной, нам необходимо определить ориентацию n-мерных плоскостей E± в

2n-мерном пространстве решений задачи (5.16).

Рассмотрим сначала случай, когда пространство решений является

трехмерным C
3, как в приведенном выше примере [260], где исследует-

ся устойчивость решений в виде бегущих волн обобщенного уравнения

КдВ–Бюргерса. Плоскость E−, натянутая на решения, ограниченные при

ξ → −∞ может быть представлена векторным произведением этих реше-

ний [z2, z3], принадлежащим C
3. Подпространство E+ одномерно и может

быть представлено решением z1, ограниченным при ξ → ∞. Следователь-

но, вопрос о том, пересекаются ли E− и E+, нетривиально можно пере-

формулировать как, принадлежит ли z1 плоскости E−, и функция Эванса

может быть определена как смешанное произведение (z1 · [z2, z3]). Этот

пример показывает, что можно дать простое геометрическое определение
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функции Эванса, если определить ориентацию k–мерного подпространства

C
n. Далее мы изложим вышесказанное более формальным образом.

Пусть z1, z2, ..., zk – это набор из k векторов, принадлежащих Cn, ко-

торые образуют k–мерное подпространство C
n. Тогда z1 ∧ z2 ∧ ... ∧ zk яв-

ляется k–формой (k–вектором), представляющим k–мерное подпростран-

ство (здесь ‘∧’ – это внешнее произведение [284]). Линейная оболочка всех

k–векторов образует векторное пространство
∧k(Cn), которое называется

k–ой внешней степенью Cn.

Предположим, что e1, e2, ..., en это ортонормированный базис в C
n;

следующий набор k–форм формирует базис в
∧k(Cn):

gj = ei(1) ∧ ei(2) ∧ . . . ∧ ei(k), 1 ≤ i(1) < i(2) < . . . < i(k) ≤ n. (5.50)

Из (5.50) немедленно следует, что размерность векторного пространства
∧k(Cn) задается как

dim
∧k

(Cn) =
n!

(n− k)!k!
. (5.51)

Важным свойством (5.51) является то, что dim
∧n−k(Cn) = dim

∧k(Cn).

В частности, dim
∧n−1(Cn) = dim

∧1(Cn) = n and dim
∧n(Cn) =

dim
∧0(Cn) = 1.

Построим внутреннее произведение в
∧k(Cn). Внутреннее произведе-

ние в Cn определяется обычным образом, как билинейное отображение из

C
n × C

n в R:

〈z1|z2〉 =
n∑

i=1

z∗1iz2i. (5.52)

Тогда внутреннее произведение в
∧k(Cn) двух k–форм z1 ∧ z2 ∧ ... ∧ zk ∈

∧k(Cn) and y1 ∧ y2 ∧ ...∧ yk ∈
∧k(Cn), где zi, yi ∈ Cn, определяется через

детерминант

〈z1 ∧ z2 ∧ ... ∧ zk|y1 ∧ y2 ∧ ... ∧ yk〉k =

∣∣∣∣∣∣∣

〈z1|y1〉 . . . 〈z1|yk〉
... . . . ...

〈zk|y1〉 . . . 〈zk|yk〉

∣∣∣∣∣∣∣
. (5.53)

Это билинейное отображение из
∧k(Cn)×

∧k(Cn) в R, которое, оче-

видно, симметрично. Следствием (5.53) является то, что базис (5.50) в
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∧k(Cn) тоже ортонормированный. Это можно проверить прямой подста-

новкой (5.50) в (5.53). Индекс k в обозначении 〈·|·〉k указывает, что множи-

тели в формуле принадлежат
∧k(Cn).

Далее мы переходим к описанию частного случая второй внешней

степени C4, который непосредственно связан с задачами линейной устой-

чивости для моделей с одноступенчатой кинетикой.

5.8.1. Вторая внешняя степень C4. Индуцированная система.

Разложимость

Рассмотрим вторую внешнюю степень C
4. В соответствии с формулой

(5.50) ортонормированный базис в
∧2(C4) может быть построен, используя

ортонормированный базис в {ei} ∈ C
4 (i = 1, 2, ..., 4), а именно:

g1 = e1 ∧ e2, g4 = e2 ∧ e3,

g2 = e1 ∧ e3, g5 = e2 ∧ e4,

g3 = e1 ∧ e4, g6 = e3 ∧ e4.

(5.54)

Предположим, что у нас есть пара векторов z1,2 ∈ C4 с координатами

zi = (zi1, zi2, zi3, zi4)
T в базисе {ei}. Линейная оболочка, натянутая на эти

векторы, образует двухмерное подпространство C4, которое может быть

представлено 2–вектором v = z1 ∧ z2 ∈
∧2(C4). Координаты z1 ∧ z2 ∈

∧2(C4) в {gi} можно найти, подставляя zi =
∑j=4

j=1 zijej , где i = 1, 2, в

z1 ∧ z2 и учитывая (5.50),

v1 = z11z22 − z12z21, v4 = z12z23 − z13z22,

v2 = z11z23 − z13z21, v5 = z12z24 − z14z22,

v3 = z11z24 − z14z21, v6 = z13z24 − z14z23.

(5.55)

Здесь мы используем свойства внешнего произведения: ‘∧’ - это билиней-

ная и антисимметричная операция [284]. Сравнивая эту формулу с (5.40),

мы заключаем, что второй компаунд – это просто внешнее произведение

z1 ∧ z2, записанное в координатах базиса {gi}. Это заключение перебра-

сывает логический мостик между методом составной матрицы и внешней

алгеброй.
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Вернемся к уравнениям (5.16). Предположим, что z1,2(ξ, λ) это два

линейно независимых решения (5.16). Тогда двухмерное подпространство,

натянутое на эти решения, может быть представлено 2–формой v(ξ, λ) =

z1 ∧ z2. Дифференцируя это выражение по ξ и учитывая (5.16), можно

показать, что v удовлетворяет уравнению

v̇ = Bv, (5.56)

где

Bv = B(z1 ∧ z2) = (Az1) ∧ z2 + z1 ∧ (Az2). (5.57)

Система (5.56) называется индуцированной системой, а матрица B – ин-

дуцированной матрицей [283]. Фактически уравнения (5.56) и (5.42) иден-

тичны, однако внешняя алгебра позволяет нам построить индуцированную

матрицу B более простым способом. Например, построим элемент B11 ин-

дуцированной матрицы [283]

B11 = 〈g1|Bg1〉k = 〈e1 ∧ e2|Ae1 ∧ e2〉k + 〈e1 ∧ e2|e1 ∧Ae2〉k. (5.58)

Затем, учитывая (5.53), мы получим

B11 =

∣∣∣∣∣
〈e1|Ae1〉 〈e1|e2〉
〈e2|Ae1〉 〈e2|e2〉

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
〈e1|e1〉 〈e1|Ae2〉
〈e2|e1〉 〈e2|Ae2〉

∣∣∣∣∣ = a11 + a22. (5.59)

Используя этот подход, мы можем получить все другие элементы матрицы

B.

Далее, мы показываем, что предельные матрицы B± имеют собствен-

ные значения s±k , определенные в (5.43). Для этого мы начнем с предпо-

ложения, что A± имеет собственные значения µ±i и соответствующие соб-

ственные вектора k±
i . Мы определяем q±

k = k±
i ∧ k±

j . Далее, мы получаем

B±q±
k = A±k±

i ∧ k±
j + k±

i ∧A±k±
j = (µ±i + µ±j )q

±
k . (5.60)

Это доказывает, что s±k данные в (5.43) действительно являются собствен-

ными значениями B±.

Теперь мы видим, что любые двухмерные подпространства в C4 могут

быть представлены 2–формами в
∧2(C4). Однако не каждая 2–форма пред-

ставляет двухмерное подпространство в C
4. Другими словами, не каждая
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2–форма является чистой или разложимой формой, т.е. формой, которая

может быть записана в виде внешнего произведения z1 ∧ z2, где zi ∈ C
4.

Для того чтобы 2–форма v была разложимой, она должна удовлетворять

уравнению (см. [283])

v ∧ v = (v1v6 − v2v5 + v3v4) e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 = 0. (5.61)

Объемная форма Γ = e1 ∧ e2 ∧ e3 ∧ e4 не равна нулю, следовательно, мы

должны заключить, что

I = v1v6 − v2v5 + v3v4 = 0. (5.62)

Это важное ограничение, которое должно быть удовлетворено при ин-

тегрировании уравнений (5.56) для того, чтобы решение представляло

путь в двухмерном подпространстве. Поверхность, определенная урав-

нением I(v) = 0, называется Грассманнианом 2–плоскостей в C4 (см.

[283, 285, 286]).

5.8.2. Функция Эванса и оператор звезда Ходжа

В данной главе мы вводим определение функции Эванса, которое име-

ет ясный геометрический смысл. Возвращаясь к геометрической картине,

мы можем сказать, что для нахождения собственных значений нам не надо

искать решения z−2,4 и z+1,3 системы (5.16), ограниченные при ξ → ±∞, а

достаточно определить ориентацию плоскостей, натянутых на соответству-

ющие пары векторов, в пространстве C4 решений системы (5.16).

В нашем случае плоскость может быть задана шестикомпонентным

вектором. Например, мы определяем

V− = z−2 ∧ z−4 , V+ = z+1 ∧ z+3 , (5.63)

где V± ∈
∧2(C4). Если λ является собственным значением, то плоскости,

связанные с векторами V+ и V−, пересекаются нетривиально. Это значит,

что V+ и V− линейно зависимы и внешнее произведение V+ ∧ V− равно

нулю. Теперь мы используем определение функции Эванса, данное в [242],

D(λ) = exp

[
−
∫ ξ

0

Tr(A(s, λ))ds

]
V−(ξ, λ) ∧V+(ξ, λ). (5.64)
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Удобно взять ξ = 0 в определении (5.64). Векторы V±(0, λ) могут

быть найдены интегрированием (5.42) с подходящими начальными усло-

виями. Однако, для того чтобы воспользоваться определением (5.64), нам

необходимо записать внешнее произведение V−(0, λ) и V+(0, λ) в координа-

тах базиса (5.54). Для этого воспользуемся оператором звезда Ходжа [283],

чтобы выразить V− ∧V+ через внутреннее произведение.

Предположим, что λ ∈ ∧k(Cn) – это k–форма и µ ∈ ∧n−k(Cn) – это

(n − k)–форма. Существует [284] единственный элемент ⋆λ ∈
∧n−k(Cn)

такой, что

λ ∧ µ = 〈⋆λ|µ〉n−kΓ. (5.65)

Звезда Ходжа – это оператор, который переводит λ в ⋆λ. Действие ⋆ также

включает комплексное сопряжение [283]. В нашем случае k = n − k = 2

и
∧k(Cn) =

∧2(C4),
∧n−k(Cn) =

∧2(C4). Следовательно, мы можем ис-

пользовать один и тот же базис (5.50) для обоих векторных пространств. В

этом базисе оператор звезда Ходжа может быть найден в явном виде по его

действию на базисные векторы. Например, ⋆g1 может быть представлено

в координатах базиса (5.54) как

⋆g1 =

6∑

j=1

Σ1jgj . (5.66)

С другой стороны из (5.65) следует, что

g1 ∧ gk = 〈⋆g1|gk〉2Γ. (5.67)

Используя (5.50), мы находим, что правая часть (5.67) равна нулю, если

k 6= 6, для которого g1∧gk = Γ. Следовательно, Σ1,j = 0 для j < 6 и Σ1,j =

1 для j = 6. Продолжая эту процедуру для других ⋆gk, мы можем найти

все элементы Σi,j и показать, что они даются формулой (5.49). Теперь,

следуя [283], мы находим, что

〈⋆λ|µ〉2 =
6∑

i=1

6∑

j=1

λiµj〈⋆gi|gj〉2 =
6∑

i=1

6∑

j=1

λiµjΣij = 〈λ∗|Σµ〉. (5.68)

Следовательно, определение (5.63) может быть записано для фиксирован-

ного ξ = 0 как

D(λ) = 〈V−(0, λ)∗|ΣV+(0, λ)〉, (5.69)
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что совпадает с правой частью (5.48).

Таким образом, описана операционная процедура расчета функции

Эванса для случая четырехмерного пространства решений (5.16) с двух-

мерными устойчивыми подпрастранствами решений при ξ → ±∞. С помо-

щью подобной геометрии введены основные понятия и процедуры связан-

ные с поиском собственных значений задачи линейной устойчивости.

5.8.3. Третья внешняя степень C
6. Индуцированная система.

Разложимость

При решении задач линейной устойчивости во всех моделях, рассмот-

ренных в данной работе, мы сталкиваемся с ситуацией, когда решения си-

стемы (5.16) принадлежат C6 и имеют экспоненциальную дихотомию с под-

пространствами решений устойчивых и неустойчивых при ξ → ±∞ оди-

наковой размерности равной трем. При этом мы считаем, что собственные

значения предельных матриц A± размерности 6× 6 упорядочены так, что

Reµ±1,3,5 < 0 и Reµ±2,4,6 > 0. Подпространства E− и E+ являются линей-

ными оболочками, натянутыми на наборы из трех векторов z−
2,4,6 и z+

1,3,5,

соответственно, и представляются 3–векторами v = zi ∧ zi+2 ∧ zi+4, при-

надлежащими
∧3(C6) (i = 1, 2).

Размерность пространства
∧3(C6) равна 20 (5.51). Ортонормирован-

ный базис может быть построен по формуле (5.50) как

g1 = e1 ∧ e2 ∧ e3, g2 = e1 ∧ e2 ∧ e4, . . . g20 = e4 ∧ e5 ∧ e6 (5.70)

Индексы i, j, k в gl = ei∧ej∧ek упорядочены лексикографическим образом.

Запишем их в матрицу индексов Il,k, где l = 1...20 и k = 1..3. Тогда в

координатах 3–векторы могут быть записаны

vl =
3∑

i,j,k=1

εr,j,kzrIl,izr+2Il,jzr+4Il,k , (5.71)

где εi,j,k - символ Леви-Чивита, а r = 1, 2. Векторы v удовлетворяют си-

стеме уравнений (5.56), где индуцированная матрица записывается анало-

гично (5.57)
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Bv = B(zi∧zi+2∧zi+4) = Azi∧zi+2∧zi+4+zi∧Azi+2∧zi+4+zi∧zi+2∧Azi+4.

(5.72)

Индуцированная матрица B имеет размерность 20×20 и может быть выра-

жена через элементы A. Явное выражение дано в [280]. Методика постро-

ения индуцированной матрицы в общем случае
∧p(Cn) приведена в [257].

В базисе {gi} она может быть записана

Bnm = 〈gn|Bgm〉 = 〈ei(1) ∧ ei(2) ∧ . . . ∧ ei(p)|Aej(1) ∧ ej(2) ∧ . . . ∧ ej(p)〉+

〈ei(1) ∧ ei(2) ∧ . . . ∧ ei(p)|ej(1) ∧Aej(2) ∧ . . . ∧ ej(p)〉+ ...+

〈ei(1) ∧ ei(2) ∧ . . . ∧ ei(p)|ej(1) ∧ ej(2) ∧ . . . ∧Aej(p)〉 =

=
∑p

k=1〈ei(1) ∧ . . . ∧ ei(p)|ej(1) ∧ . . . ∧Aej(k) ∧ . . . ∧ ej(p)〉,
(5.73)

что представим в виде

Bnm =

p∑

k=1

n∑

s=1

as,j(k)〈ei(1) ∧ . . . ∧ ei(p)|ej(1) ∧ . . . ∧ es ∧ . . . ∧ ej(p)〉. (5.74)

Суммируемые члены в (5.74) не равны нулю, если (i) все числа в

наборе j(1), j(2), . . . s . . . j(k) различны; (ii) наборы чисел {i(1), . . . , i(p)} и

{j(1), . . . , s, . . . , j(p)} идентичны или представляют один и то же вектор

gn. Это возможно в нескольких случаях, рассмотренных далее.

Во-первых, это происходит, когда n = m ({i(1), . . . , i(p)} и

{j(1), . . . , j(p)}) идентичны). В этом случае вместо (5.74), получаем

Bnn =

p∑

k=1

ai(k),i(k). (5.75)

Во-вторых, слагаемые не равны нулю, когда n 6= m, но все чис-

ла в наборе {i(1), . . . , i(p)} совпадают с {j(1), . . . , j(p)} за исключением

одного. Для определенности будем считать, что элемент s1 (или i(s1)) в

наборе {i(1), . . . , i(p)} не совпадает с элементом s2 (или j(s2)) в наборе
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{j(1), . . . , j(p)}. В этом случае соответствующие матричные элементы рав-

ны

Bnm = (−1)s1−s2ai(s1),j(s2). (5.76)

Во всех остальных случаях, когда наборы индексов {i(1), . . . , i(p)} и

{j(1), . . . , j(p)} отличаются на два и более числа, матричные элементы рав-

ны нулю.

На практике удобно ввести матрицу Θ, элементы которой показы-

вают на сколько индексов набор {i(1), . . . , i(p)}, соответствующий gn, от-

личается от {j(1), . . . , s, . . . , j(p)}, соответствующего gm. Она может быть

определена как

Θnm =
∑

i,j=1...p

θ(|Ini − Imj|)− p(p− 1), (5.77)

где θ - это степ-функция Хевисайда. Тогда генерация индуцированной мат-

рицы задается простым алгоритмом: (i) если Θnm = 0, то Bnm определяет-

ся по формуле (5.75); (ii) если Θnm = 1, то Bnm определяется по формуле

(5.76); (iii) Θnm > 1, то Bnm = 0.

Вернемся к рассмотрению системы (5.56) в
∧3(C6). Еще одним клю-

чевым элементом, необходимым для расчета функции Эванса, является по-

строение координатного представления звезды Ходжа в базисе {gn}. Ана-

логично тому, как это было сделано в случае
∧2(C4), можно получить сле-

дующее представление оператора ⋆,

Σnm = δ(21−n),mΓn, (5.78)

где δi,j - это символ Кронекера, а Γ =

[1,−1, 1,−1, 1,−1, 1, 1,−1, 1,−1, 1,−1,−1, 1,−1, 1,−1, 1,−1]. Теперь,

пользуясь этим выражением, можно рассчитывать функцию Эванса по

формуле (5.69). Условие разложимости 3–формы, v∧ v = 0, так же может

быть выражено через представление оператора ⋆ в виде билинейной

формы

I = 〈v∗|Σv〉 = 0. (5.79)

Однако, условия разложимости в случае
∧3(C6) выглядят более

сложным образом по сравнению со случаем
∧2(C4). Допустим, что v =
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z1 ∧ z2 ∧ z3 и zi ∈ C6. Тогда ориентация плоскости в C6, натянутой на

векторы zi, задается 15 числами. Формально можно записать, что любой

z ∈ C6 принадлежит линейной оболочке векторов zi, если v∧z = 0. Данное

произведение принадлежит
∧4(C6), имеющей размерность 15, а соответ-

ствующее уравнение дает систему 15 алгебраических уравнений, которые

запишем в виде Vz = 0, где

V =




−V11 V5 −V2 V1 0 0

−V12 V6 −V3 0 V1 0

−V13 V7 −V4 0 0 V1

−V14 V8 0 −V3 V2 0

−V15 V9 0 −V4 0 V2

−V16 V10 0 0 −V4 V3

−V17 0 V8 −V6 V5 0

−V18 0 V9 −V7 0 V5

−V19 0 V10 0 −V7 V6

−V20 0 0 V10 −V9 V8

0 −V17 V14 −V12 V11 0

0 −V18 V15 −V13 0 V11

0 −V19 V16 0 −V13 V12

0 −V20 0 V16 −V15 V14

0 0 −V20 V19 −V18 V17




. (5.80)

Из пятнадцати строк матрцы V только три являются линейно независи-

мыми т.е. rank V = 3. Выбирая любые три строки матрицы V и решая

соответствующие однородные алгебраические уравнения, мы можем найти

подпространство, натянутое на векторы zi. Все миноры матрицы V ранга

четыре и больше обращаются в ноль, а те из них, которые не обращают-

ся в ноль тривиально, задают квадратичные соотношения, определяющие

разложимость V. Очевидно, что при интегрировании уравнений (5.56) все

эти квадратичные соотношения должны быть малы с заданной расчетной

точностью вычислений.
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§ 5.9. Выводы

В данной главе мы рассмотрели задачу линейной устойчивости для

класса уравнений типа реакция–диффузия для трех независимых перемен-

ных. Исследовались свойства операторов, которые появляются в форму-

лировке задачи на линейную устойчивость. Показано, что непрерывный

спектр лежит в левой комплексной полуплоскости и что устойчивость ре-

шений полностью определяется дискретным спектром этих операторов.

Расположение дискретного спектра на комплексной плоскости связывается

с нулями функции Эванса.

Мы определяем функцию Эванса двумя разными способами: через

Вронскиан, построенный на решениях задачи на линейную устойчивость,

ограниченных при ξ → ±∞, и в терминах внешней алгебры. Мы показа-

ли, как эти определения связаны друг с другом, продемонстрировали ос-

новные свойства функции Эванса, обрисовали сложности, связанные с ее

численным расчетом и продемонстрировали пути их преодоления с помо-

щью метода составной матрицы. Мы описали метод составной матрицы и

показали, как он может быть обобщен в рамках внешней алгебры. Алгорит-

мы построения индуцированного пространства и индуцированной системы,

предложенные в этой работе, носят общий характер и могут быть пере-

несены на случай систем большей размерности таких, как системы типа

реакция диффузия, описываемые более чем тремя уравнениями в частных

производных второго порядка.

Здесь мы хотим отметить, что существует и другое определение функ-

ции Эванса, которое основано на использовании уравнений, сопряженных

задаче линейной устойчивости [287, 288]. Оно было успешно использовано

для исследования поведения функции Эванса для |λ| ≪ 1 [245]. Однако для

систем типа реакция–диффузия, моделирующих горение, обычно тяжело

исследовать сопряженную задачу, поскольку ее решения не могут быть вы-

ражены через решение исходной задачи или ее производные, как это имеет

место в [246], [243] и [260], поэтому данное определение не обсуждалось в

настоящей главе.
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Заключение

1. Исследованы свойства, структура и устойчивость решений в ви-

де бегущих волн горения в модели Зельдовича-Баренблатта, описывающей

распространение ламинарного пламени в заранее перемешанной смеси с

цепным двухступенчатым кинетическим механизмом и реакцией рекомби-

нации первого порядка по концентрации радикалов, как в адиабатическом

случае, так и с учетом тепловых потерь. В пространстве параметров уста-

новлены область существования, границы воспламенения и устойчивости

бегущих волн горения, а так же типы и свойства бифуркаций, приводя-

щих к затуханию волны горения и потере устойчивости. В частности были

получены следующие результаты:

(а) Установлено, что в адиабатическом пределе в зависимости от чис-

ла Льюиса для топлива возможно два сценария затухания пламени: либо

скорость волны горения стремиться к нулю при конечных значениях па-

раметров, либо затухание происходит в результате бифуркации складки

при конечной скорости волны горения. С учетом тепловых потерь скорость

пламени становится двухзначной функцией энергии активации и затухание

наступает в результате бифуркации складки. Показано, что вблизи предела

затухания волны горения ее структура носит характер режима быстрой, а

вдали от предела затухания режима медленной рекомбинации. В простран-

стве параметров найдена граница затухания и исследовано каким образом

параметры модели влияют на ее расположение.

(б) Исследована устойчивость волн горения в модели Зельдовича-

Баренблатта, установлены типы бифуркаций, приводящих потере устойчи-

вости, в пространстве параметров найдена нейтральная граница устойчиво-

сти и изучены сложные пространственно-временные режимы распростра-

нения пламени, возникающие в результате потери устойчивости бегущих

волн горения.

(в) Методами нелинейной динамики исследовано возникновение ха-
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отических режимов распространения волн горения в результате каскада

бифуркаций удвоения периода по сценарию Фейгенбаума, что характеризу-

ется непрерывным Фурье спектром наблюдаемых динамических перемен-

ных, случайным нерегулярным распределением изображающих точек на

сечении Пуанкаре и положительным максимальным показателем Ляпуно-

ва. Так же было продемонстрировано, что область с хаотическим режимом

имеет конечную ширину в пространстве параметров и сменяется затухани-

ем при дальнейшем увеличении параметра закритичности.

(г) Исследован сценарий динамического затухания волн горения, при-

водящий к исчезновению хаотического режима распространения пламени.

Установлено, что возникновение затухания происходит по сценарию пере-

ходного хаоса за счет кризиса хаотического аттрактора, исследованы ста-

тистические свойства данного процесса, а так же показано, что полученные

результаты качественно согласуются в результатами экспериментов.

(д) На основе бифуркационного анализа и исходя из расположения

в пространстве параметров областей существования различных динамиче-

ских режимов показано, что при приближении числа Льюиса для топлива

к единице, система становится чрезвычайно чувствительна к малому из-

менению параметров. Это объясняет то, что удвоение периода осцилляций

волнового фронта практически не фиксируется в экспериментах в данном

пределе.

(e) Показано, что при пересечении в пространстве параметров крити-

ческих значений для появления волновой неустойчивости рождаются двух-

мерные пульсирующие решения, бифуркация является надкритической,

распределение концентрации радикалов имеет вид солитонно-подобных

уединенных пиков, распространяющихся по определенным траекториям.

2. Исследованы свойства, структура и устойчивость решений в виде

бегущих волн горения в модели Зельдовича-Линяна, описывающей рас-

пространение ламинарного пламени в заранее перемешанной смеси с цеп-

ным двухступенчатым кинетическим механизмом и реакцией рекомбина-

ции второго порядка по концентрации радикалов. В пространстве парамет-

ров установлены область существования, границы воспламенения и устой-

чивости бегущих волн горения, а так же типы и свойства бифуркаций,
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приводящих к затуханию волны горения и потере устойчивости, и иссле-

дованы свойства и структура решений, возникающих при потере устойчи-

вости бегущих волн горения в одномерной и двухмерной пространственной

геометрии.

(а) Установлено, что для заданных значений параметров решение в

виде бегущей волны единственно. Структура волны горения зависит от

соотношения между характерными временами стадий. Наблюдается либо

режим медленной, либо режим быстрой рекомбинации распространения

пламени.

(б) В одномерном случае бегущая волна горения теряет устойчивость

в результате бифуркации Андронова-Хопфа. В двухмерном случае бегу-

щая волна горения теряет устойчивость либо из-за волновой, либо ячеистой

неустойчивости в зависимости от числа Льюиса для топлива. Найдена ней-

тральная граница устойчивости. Оценено влияние основных параметров

модели на устойчивость волн горения.

(в) При пересечении критических параметров в пространстве па-

раметров для волновой неустойчивости появляются пульсирующие двух-

мерные волновые решения, в которых концентрация радикалов имеет

структуру уединенных пиков с осциллирующими максимумами, следую-

щих вдоль определенных траекторий. Амплитуда этих осцилляций следует

корневой зависимости от параметра закритичности. При пересечении кри-

тических параметров для ячеистой неустойчивости появляется двухмерная

ячеистая волна, распространяющаяся с постоянной скоростью без измене-

ния своей формы в сопутствующей системе отсчета. Фронт пламени имеет

гофрированную, искривленную структуру.

3. Сравнение полученных результатов для моделей Зельдовича-

Линяна и Зельдовича-Баренблатта позволяет сделать вывод о том, что

кинетика реакции рекомбинации, в частности порядок реакции, существен-

ным образом влияет на динамику распространения пламени, на свойства

и устойчивость бегущих волн горения.

4. В рамках диффузионно-тепловых моделей с двухступенчатой

кинетикой исследована устойчивость волн горения в богатых водород-

воздушных смесях при нормальных внешних условиях и показано, что дан-
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ный подход позволяет получить адекватное описание скорости, структуры

и устойчивости пламени, что подтверждается сравнением с данными экс-

периментов и прямого численного счета на основании моделей с детальной

кинетикой.

5. Разработана методика и численные алгоритмы исследования устой-

чивости решений в виде бегущих волн для моделей, описываемых тремя

и более уравнениями в частных производных второго порядка в одно-,

двух- и трехмерной пространственной геометрии, путем обобщения метода

функции Эванса. Полученный подход применим для анализа устойчивости

нелинейно-волновых процессов для широкого класса физических, физико-

химических и биофизический моделей.

В заключение хочу выразить искреннюю признательность А.А. Поле-

жаеву, А.В. Колобову и всем сотрудникам Отделения теоретической физи-

ки им. И.Е.Тамма Физического института им. П. Н. Лебедева Российской

академии наук, своим соавторам, родным и близким, всем тем, кто помогал

и поддерживал меня при работе над данной диссертацией.
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and engineering applications of computational methods.

169. Dold J. W. Premixed flames modelled with thermally sensitive interme-

diate branching kinetics // Combust. Theory Mod. — 2007. — Vol. 11. —

Pp. 909–948.

170. Sharpe G. J. Effect of thermal expansion on the linear stability of planar

premixed flames for a simple chain-branching model: The high activation

energy asymptotic limit // Combustion Theory and Modelling. — 2008. —

Vol. 12, no. 4. — Pp. 717–738.

171. Sharpe G. J., Falle S. A. E. G. Numerical simulations of premixed flame

cellular instability for a simple chain-branching model // Combustion and

Flame. — 2011. — Vol. 158, no. 5. — Pp. 925–934.

172. Gubernov V. V., Mercer G. N., Sidhu H. S. Combustion waves in a model

with chain branching reaction // J. Math. Chem. — 2006. — Vol. 39. —

Pp. 1–14.

173. Mikolaitis D. W. Adiabatic flame speeds and the zeldovich-liñán mod-
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