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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü ðàáîòû. Åùå íà çàðå ñîçäàíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè ïðè-

íèìàëèñü íåîäíîêðàòíûå ïîïûòêè åå ïîñòðîåíèÿ â ôîðìå äèíàìè÷åñêîé òåî-

ðèè êëàññè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. [1, 2, 3, 4, 5]. Ð. Ôåéíìàí ïðåäëîæèë ðàññìîò-

ðåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè â òåðìèíàõ èíòåãðàëîâ ïî òðàåêòîðèÿì [6].

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íàõîæäåíèÿ àäåêâàòíîãî âåðîÿòíîñòíîãî îïèñàíèÿ

êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé, ðàçëè÷íûìè àâòîðàìè áûëî ïðåäëîæåíî ìíîæåñòâî

ôóíêöèé êâàçèâåðîÿòíîñòè, òàêèõ êàê ôóíêöèÿ Âèãíåðà [7], ôóíêöèÿ Õóñèìè

[8], ôóíêöèÿ Ãëàóáåðà-Ñóäàðøàíà [9, 10], êîòîðûå ïîçæå áûëè îáúåäèíåíû â

îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî [11]. Íî áëàãîäàðÿ ïðèíöèïó íåîïðåäåëåííî-

ñòåé Ãåéçåíáåðãà, â îòëè÷èå îò êëàññè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè, âñå ýòè ôóíêöèè

êâàçèâåðîÿòíîñòè íå îïèñûâàþò ðàñïðåäåëåíèé èçìåðèìûõ ïåðåìåííûõ íà

ôàçîâîé ïëîñêîñòè.

Ôîðìóëèðîâêà êâàíòîâîé ìåõàíèêè, ïîõîæàÿ íà êëàññè÷åñêóþ ñòîõàñòè-

÷åñêóþ ìåõàíèêó, áûëà ïðåäëîæåíà Ìîéàëîì [12], íî ââåäåííîå èì óðàâíåíèå

ýâîëþöèè áûëî óðàâíåíèåì äëÿ ôóíêöèè êâàçèâåðîÿòíîñòè (ôóíêöèè Âèã-

íåðà), íå ÿâëÿþùåéñÿ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíîñòè.

Â 1987 ãîäó Äæ. Áåðòðàíîì è Ï. Áåðòðàíîì [13] äëÿ ïðèìåíåíèÿ â êâàíòîâî-

îïòè÷åñêèõ èçìåðåíèÿõ áûëà ââåäåíà îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà w(X, θ), èìå-

þùàÿ ñìûñë ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ èçìåðÿåìîé êâàíòîâî-îïòè÷åñêèì áà-

ëàíñíûì ãîìîäèííûì äåòåêòîðîì êâàäðàòóðíîé êîìïîíåíòû X̂θ = (eiθâ†s +

e−iθâs)/
√

2, ãäå θ � ôàçà ëîêàëüíîãî îñöèëëÿòîðà è âs � îïåðàòîð óíè÷òîæå-

íèÿ äëÿ ìîäû ñèãíàëà. Ýòà òîìîãðàììà, ñîäåðæàùàÿ âñþ äîñòóïíóþ èíôîð-

ìàöèþ î êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå)

îáðàòíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà [14] îò ôóíêöèè Âèãíåðà (ñì. [15]).

Îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà è åå ñâÿçü ñ ôóíêöèåé Âèãíåðà áûëè èñïîëüçîâà-

íû â ýêñïåðèìåíòàõ ïî ãîìîäèííîìó äåòåêòèðîâàíèþ êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé
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ôîòîíîâ [16] (ñì. îáçîðíóþ ñòàòüþ [17]), â êîòîðûõ èçìåðåíèå îïòè÷åñêîé

òîìîãðàììû ïðèìåíÿëîñü â êà÷åñòâå òåõíè÷åñêîãî èíñòðóìåíòàðèÿ äëÿ ðå-

êîíñòðóêöèè ôóíêöèè Âèãíåðà.

Â ðàáîòå [18] áûëà ââåäåíà ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîçæå íàçâàííàÿ ñèì-

ïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììîé [19]. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìî-

ãðàììà M(X,µ, ν), ÿâëÿþùàÿñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

ãîìîäèííîé êâàäðàòóðíîé êîìïîíåíòû X̂µν, çàâèñÿùåé îò âíåøíèõ äåéñòâè-

òåëüíûõ ïàðàìåòðîâ µ è ν, ñâÿçàíà ñ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììîé è ýòà ñâÿçü

äàåò âîçìîæíîñòü ðåêîíñòðóèðîâàíèÿ ôóíêöèè Âèãíåðà èç ñèìïëåêòè÷åñêîé

òîìîãðàììû ïðè ïîìîùè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Â ðàáîòàõ [20], [21] ïðåäëîæåíà íîâàÿ ôîðìóëèðîâêà êâàíòîâîé ìåõàíèêè,

íàçâàííàÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðåäñòàâëåíèåì êâàíòîâîé ìåõàíèêè (ñì. íåäàâ-

íèå îáçîðû [22], [23]). Âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå ðàçâèâàëîñü â ðÿäå ðàáîò

[24], [25], [26]. Â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè êâàíòîâûå ñîñòîÿíèÿ îïèñûâà-

þòñÿ íåïîñðåäñòâåííî ôóíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, íàçûâàåìûìè

êâàíòîâûìè òîìîãðàììàìè èëè òîìîãðàôè÷åñêèìè ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðî-

ÿòíîñòè. Òîìîãðàììû ñîäåðæàò âñþ äîñòóïíóþ èíôîðìàöèþ î êâàíòîâîì

ñîñòîÿíèè è ñâÿçàíû ñ îïåðàòîðàìè ïëîòíîñòè ïîñðåäñòâîì îáðàòèìûõ ïðå-

îáðàçîâàíèé. Âîîáùå ãîâîðÿ, ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî âèäîâ òîìîãðàìì, ñâÿ-

çàííûõ ñ îïåðàòîðàìè ïëîòíîñòè ðàçëè÷íûìè îáðàòèìûìè ïðåîáðàçîâàíèÿ-

ìè. Íàïðèìåð, â ðàáîòå [27] ðàññìîòðåíà òàê íàçûâàåìàÿ òîìîãðàôèÿ öåíòðà

ìàññ.

Ðàçâèòîå ñíà÷àëà äëÿ íåïðåðûâíûõ ïåðåìåííûõ, òîìîãðàôè÷åñêîå ïðåä-

ñòàâëåíèå çàòåì áûëî îáîáùåíî íà ñëó÷àé äèñêðåòíûõ ñïèíîâûõ ïåðåìåííûõ

(ñïèíîâàÿ òîìîãðàôèÿ [28, 29, 30]) è íà ñëó÷àé äèñêðåòíîé ïåðåìåííîé ÷èñëà

ôîòîíîâ (òîìîãðàôèÿ ÷èñëà ôîòîíîâ [31, 32]).

Íåîòðèöàòåëüíîñòü òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíî-

ñòè ÿâëÿåòñÿ âåñüìà ïðèâëåêàòåëüíûì ñâîéñòâîì äëÿ êîìïüþòåðíîãî ìîäå-
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ëèðîâàíèÿ êâàíòîâûõ ñèñòåì [33].

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñîâðåìåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèÿõ øè-

ðîêî ïðèìåíÿåòñÿ èìåííî îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàôèÿ, è ïîýòîìó äàëüíåéøåå

ðàçâèòèå ïðåäñòàâëåíèÿ îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè ÿâëÿåòñÿ îñîáåííî àêòóàëü-

íûì.

Êâàíòîâàÿ îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàôèÿ, ðåàëèçóåìàÿ ïîñðåäñòâîì áàëàíñíîãî

ãîìîäèííîãî äåòåêòèðîâàíèÿ, íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì èí-

ñòðóìåíòîì ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé íåêëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ïî-

ëÿ èçëó÷åíèÿ.

Òàêèå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïåðñïåêòèâíûìè äëÿ ñîçäàíèÿ íîâûõ óñòðîéñòâ,

îáëàäàþùèõ ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ, ñóùåñòâåííî ïðåâûøàþùåé ñòàíäàðòíûé

êâàíòîâûé ïðåäåë [34], äëÿ îïòè÷åñêîé ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè [35], êâàíòî-

âîé êðèïòîãðàôèè [36], è äðóãèõ ïðèìåíåíèé. Â ñâÿçè ñ ýòèì â ïîñëåäíèå

äâà äåñÿòèëåòèÿ èññëåäîâàëèñü ðàçëè÷íûå âèäû íåêëàññè÷åñêèõ ôîòîííûõ

ñîñòîÿíèé (ñì., íàïðèìåð, îáçîð [37]).

Ñðåäè íèõ � ñîñòîÿíèÿ ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè [38], ÿâëÿþùèåñÿ ðå-

çóëüòàòîì ýëåìåíòàðíûõ ïðîöåññîâ óñèëåíèÿ êâàíòîâîãî ñèãíàëà [39]. Íåêîòî-

ðûå èç ýòîãî êëàññà ñîñòîÿíèé áûëè ýêñïåðèìåíòàëüíî ðåàëèçîâàíû â íåäàâ-

íèõ ðàáîòàõ [39], [40], [41], [42], [43], â ÷àñòíîñòè, â ñâÿçè ñ òåñòèðîâàíèåì

êâàíòîâûõ êîììóòàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé áîçîííûõ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è

óíè÷òîæåíèÿ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ñîñòîÿíèé ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè è íåäàâ-

íèå ýêñïåðèìåíòû ïî èõ ðåàëèçàöèè ïðåäîïðåäåëÿþò àêòóàëüíîñòü èõ èññëå-

äîâàíèé.

Êðîìå òîãî, ïî íàøåìó ìíåíèþ, îñîáåííî ïåðñïåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå ìåòîäîâ êâàíòîâîé òîìîãðàôèè è êâàíòîâîé îïòèêè êëàññè÷å-

ñêèõ è íåêëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé íà êâàíòîâûå ñèñòåìû àòîìîâ â ìàãíèòíûõ

ëîâóøêàõ [44], ÿâëÿþùèåñÿ îñíîâîé ýêñïåðèìåíòîâ ïî ñîçäàíèþ òàê íàçûâàå-
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ìûõ ¾àòîìíûõ ëàçåðîâ¿, ïðîòîòèïû êîòîðûõ ðåàëèçîâàíû â íàñòîÿùåå âðåìÿ

âî ìíîãèõ ñòðàíàõ ìèðà [45, 46].

Ââèäó âûøåñêàçàííîãî, èññëåäîâàíèå è ðàçâèòèå âåðîÿòíîñòíîãî ïîäõîäà

â åãî ïðèìåíåíèè ê êâàíòîâûì ñèñòåìàì, à òàêæå èçó÷åíèå íåêëàññè÷åñêèõ

ñîñòîÿíèé ïîëÿ èçëó÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé, ïðåäñòàâëÿþùåé

íàó÷íûé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äàëüíåéøåå ðàçâèòèå âå-

ðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòîâîé ìåõàíèêè è èññëåäîâàíèå íåêëàññè-

÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ïîëÿ èçëó÷åíèÿ.

Îñíîâíûìè çàäà÷àìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ:

Ðàçâèòèå ðàññìàòðèâàåìîãî ðàíåå âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êâàíòî-

âîé ìåõàíèêè â òåðìèíàõ îïòè÷åñêîé òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, èìåþùåé ðàâíîå ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ÷èñëî ñòåïåíåé

ñâîáîäû, è äîêàçàòåëüñòâî âîçìîæíîñòè âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êâàí-

òîâîé ìåõàíèêè áåç óâåëè÷åíèÿ ìåðíîñòè çàäà÷è, ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ

ïåðåìåííûõ è ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ.

Ïîëó÷åíèå ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷å-

ñêîé òîìîãðàôèè è èõ äóàëüíûõ ñèìâîëîâ â âèäå ðåãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ

ôóíêöèé.

Âûâîä äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è óðàâíåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé

êâàíòîâûõ ñèñòåì â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè äëÿ ïðîèçâîëü-

íûõ ìíîãîìåðíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ; ïîëó÷åíèå óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ â ïðåä-

ñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè.

Ïîëó÷åíèå óðàâíåíèÿ äëÿ ïðîïàãàòîðà îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû êâàíòî-

âîé ñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì; íàõîæäåíèå èíòåãðàëüíûõ âû-

ðàæåíèé ñâÿçè îïòè÷åñêîãî ïðîïàãàòîðà è êâàíòîâîãî ïðîïàãàòîðà äëÿ ìàò-

ðèöû ïëîòíîñòè; íàõîæäåíèå ÿâíîãî âûðàæåíèÿ ïðîïàãàòîðà îïòè÷åñêîé òî-

ìîãðàììû ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòè÷íîé êâàíòîâîé ñèñòåìû.
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Èññëåäîâàíèå ñâîéñòâ íåêëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñ äîáàâëåííûìè ôîòî-

íàìè äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé êâàíòîâî-îïòè÷åñêîé ñèñòåìû; ïîëó÷åíèå ÿâíûõ

âûðàæåíèé äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ñ äî-

áàâëåííûìè ôîòîíàìè, ÷åòíûõ/íå÷åòíûõ ñîñòîÿíèé ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíà-

ìè, à òàêæå òåìïåðàòóðíûõ ñîñòîÿíèé ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè; ïðåäëîæå-

íèå äîïîëíèòåëüíûõ òåñòîâûõ âûðàæåíèé äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ

â êâàíòîâî-îïòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ òîìîãðàìì ñîñòîÿíèé.

Èññëåäîâàíèå îïòè÷åñêèõ òîìîãðàìì ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé âîäîðîäî-

ïîäîáíûõ àòîìîâ è èîíîâ.

Ðàçâèòèå îáîáùåíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà ñëó÷àé ðåëÿòèâèñò-

ñêèõ êâàíòîâûõ ñèñòåì; íàõîæäåíèå ðåëÿòèâèñòñêîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ â

ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè è äèíàìè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ äëÿ îï-

òè÷åñêîé òîìîãðàììû ñëàáî-ðåëÿòèâèñòñêîé áåññïèíîâîé êâàíòîâîé ÷àñòèöû

â äîñòàòî÷íî ñëàáûõ ïîëÿõ.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåííûõ â íàñòîÿùåì èññëåäîâà-

íèè, ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1. Ðàçâèòî ðàññìàòðèâàåìîå ðàíåå âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòî-

âîé ìåõàíèêè â òåðìèíàõ îïòè÷åñêîé òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäå-

ëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, èìåþùåé ðàâíîå ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ÷èñëî ñòåïåíåé

ñâîáîäû, è òåì ñàìûì äîêàçàíî, ÷òî âîçìîæíî âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëå-

íèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè áåç óâåëè÷åíèÿ ìåðíîñòè çàäà÷è, ââåäåíèÿ äîïîëíè-

òåëüíûõ ïåðåìåííûõ è ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðîèëëþñòðèðîâàíî ïðèìåíå-

íèå ðàçðàáîòàííîãî ôîðìàëèçìà íà ïðèìåðàõ êîíêðåòíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì

è ñîñòîÿíèé.

2. Ïîëó÷åíû ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷å-

ñêîé òîìîãðàôèè. Íàéäåíû äóàëüíûå ñèìâîëû îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè

îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè â âèäå ðåãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

3. Âûâåäåíû äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå è óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíûõ ñîñòî-
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ÿíèé êâàíòîâûõ ñèñòåì â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè äëÿ ïðî-

èçâîëüíûõ ìíîãîìåðíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â

ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè.

4. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå äëÿ ïðîïàãàòîðà îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû êâàíòî-

âîé ñèñòåìû ñ ïðîèçâîëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì. Íàéäåíû èíòåãðàëüíûå âûðà-

æåíèÿ ñâÿçè ïðîïàãàòîðà äëÿ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû è êâàíòîâîãî ïðîïà-

ãàòîðà äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Íàéäåíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîïàãàòîðà

îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû ïðîèçâîëüíîé êâàäðàòè÷íîé êâàíòîâîé ñèñòåìû.

5. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà íåêëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñ äîáàâëåííûìè ôî-

òîíàìè äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé êâàíòîâî-îïòè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîëó÷åíû ÿâíûå

âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ñ äî-

áàâëåííûìè ôîòîíàìè, ÷åòíûõ/íå÷åòíûõ ñîñòîÿíèé ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíà-

ìè, à òàêæå òåìïåðàòóðíûõ ñîñòîÿíèé ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè. Ïðåäëîæå-

íû äîïîëíèòåëüíûå òåñòîâûå âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ

â êâàíòîâî-îïòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ òîìîãðàìì ñîñòîÿíèé.

6. Èññëåäîâàíû îïòè÷åñêèå òîìîãðàììû ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé âîäîðî-

äîïîäîáíûõ àòîìîâ è èîíîâ.

7. Ðàçâèòî îáîáùåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà ñëó÷àé ðåëÿòè-

âèñòñêèõ êâàíòîâûõ ñèñòåì. Íàéäåíî ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â

ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè è äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïòè-

÷åñêîé òîìîãðàììû ñëàáî-ðåëÿòèâèñòñêîé áåññïèíîâîé êâàíòîâîé ÷àñòèöû â

äîñòàòî÷íî ñëàáûõ ïîëÿõ.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ: Ðåçóëüòàòû äèñ-

ñåðòàöèè âíîñÿò çàìåòíûé âêëàä â ðàáîòû ïî äàëüíåéøåìó ðàçâèòèþ êâàí-

òîâîé ìåõàíèêè è èññëåäîâàíèþ ñîñòîÿíèé êâàíòîâûõ ñèñòåì.

Â äèññåðòàöèè ðàçâèòî ïðåäëîæåííîå ðàíåå âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå

êâàíòîâîé ìåõàíèêè â òåðìèíàõ îïòè÷åñêîé òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè (îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû). Âàæíîñòü òàêîãî ïðåä-
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ñòàâëåíèÿ äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé îáóñëîâëå-

íà âîçìîæíîñòüþ íåïîñðåäñòâåííîãî ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçìåðåíèÿ îïòè÷å-

ñêîé òîìîãðàììû ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñèñòåìû.

Ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòîâ ïðè ðàññìîòðåíèè ñî-

ñòîÿíèé êâàíòîâûõ ñèñòåì (â ÷àñòíîñòè, â êâàíòîâîé îïòèêå) â òåîðåòè÷å-

ñêèõ èññëåäîâàíèÿõ è àíàëèçå ïîëó÷àåìûõ â ýêñïåðèìåíòàõ îïòè÷åñêèõ òî-

ìîãðàìì ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü äîïîëíèòåëüíûå òåñòû îöåíêè òî÷íîñòè ýêñ-

ïåðèìåíòîâ, à òàêæå âû÷èñëÿòü çíà÷åíèÿ ïðàêòè÷åñêè ëþáûõ èíòåðåñóþùèõ

íàáëþäàåìûõ ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí êâàíòîâûõ ñîñòîÿíèé íåïîñðåäñòâåííî èç

îïòè÷åñêèõ òîìîãðàìì ñ ïîìîùüþ íàéäåííûõ â ðàáîòå ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ

áåç èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êâàçèâåðîÿòíîñòè èëè ïðåäñòàâëåíèÿ ìàò-

ðèöû ïëîòíîñòè.

Ïðîïàãàòîð è äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû, íàé-

äåííûå â äèññåðòàöèè, ïîçâîëÿþò îñóùåñòâëÿòü ìîíèòîðèíã ñîñòîÿíèÿ êâàí-

òîâîé ñèñòåìû â ïðîöåññå ýâîëþöèè. Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïòè÷åñêîé

òîìîãðàììû è óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷å-

ñêîé òîìîãðàôèè äîïóñêàþò äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíîå ïðèìåíåíèå èòåðàöè-

îííûõ ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâ.

Äóàëüíûå ñèìâîëû îïåðàòîðîâ â âèäå ðåãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé

íàðÿäó ñ äèíàìè÷åñêèì óðàâíåíèåì è óðàâíåíèåì ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé è

äðóãèìè ðåçóëüòàòàìè äèññåðòàöèè â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôè-

÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, êîãäà â ôóíêöèè pàñïpåäåëåíèÿ

ñîäåðæèòñÿ âñÿ äîñòóïíàÿ èíôîpìàöèÿ î êâàíòîâîì ñîñòîÿíèè, ïðè÷åì áåç

âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ¾ñêpûòûõ¿ ïàpàìåòpîâ è äpóãîãî pîäà ïåpåîïpåäå-

ëåíèé (óâåëè÷åíèé pàçìåpíîñòè çàäà÷è), ïðåäîñòàâëÿþò ñîâðåìåííîé ôèçèêå

ýôôåêòèâíûé íîâûé èíñòðóìåíòàðèé äëÿ àêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ âî ìíî-

ãèõ ïðèëîæåíèÿõ.

Ïî ìíåíèþ àâòîðà, ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, íåñîìíåííî, íàéäóò ïðèìåíå-
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íèå, â ÷àñòíîñòè, â ïðåöèçèîííûõ èññëåäîâàíèÿõ ôóíäàìåíòàëüíûõ àñïåêòîâ

êâàíòîâîé ìåõàíèêè.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëî-

æåíèÿ:

1. Âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè â òåðìèíàõ îïòè÷å-

ñêîé òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, èìåþùåé ðàâ-

íîå ñ ìàòðèöåé ïëîòíîñòè ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, äîêàçûâàþùåå, ÷òî âîç-

ìîæíî âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè áåç óâåëè÷åíèÿ ìåð-

íîñòè çàäà÷è, ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ.

Èëëþñòðàöèÿ ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ôîðìàëèçìà íà ïðèìåðàõ êîíêðåò-

íûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì è ñîñòîÿíèé.

2. Àíàëèòè÷åñêèå ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè îï-

òè÷åñêîé òîìîãðàôèè, äóàëüíûå ñèìâîëû îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè îïòè-

÷åñêîé òîìîãðàôèè â âèäå ðåãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

3. Äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå è óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé êâàíòî-

âûõ ñèñòåì â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíî-

ãîìåðíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ; óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé

òîìîãðàôèè.

4. Óðàâíåíèå äëÿ ïðîïàãàòîðà îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû êâàíòîâîé ñèñòå-

ìû ñ ïðîèçâîëüíûì ãàìèëüòîíèàíîì; èíòåãðàëüíûå âûðàæåíèÿ ñâÿçè ïðîïà-

ãàòîðà äëÿ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû è êâàíòîâîãî ïðîïàãàòîðà äëÿ ìàòðèöû

ïëîòíîñòè; ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîïàãàòîðà îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû ïðî-

èçâîëüíîé êâàäðàòè÷íîé êâàíòîâîé ñèñòåìû.

5. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñâîéñòâ íåêëàññè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé ñ äîáàâ-

ëåííûìè ôîòîíàìè äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé êâàíòîâî-îïòè÷åñêîé ñèñòåìû, ÿâ-

íûå âûðàæåíèÿ äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé

ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè, ÷åòíûõ/íå÷åòíûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòîÿíèé ñ äî-

áàâëåííûìè ôîòîíàìè, à òàêæå òåìïåðàòóðíûõ ñîñòîÿíèé ñ äîáàâëåííûìè
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ôîòîíàìè, äîïîëíèòåëüíûå òåñòîâûå âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó-

÷àåìûõ â êâàíòîâî-îïòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ òîìîãðàìì ñîñòîÿíèé.

6. Îïòè÷åñêèå òîìîãðàììû ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé âîäîðîäîïîäîáíûõ

àòîìîâ è èîíîâ.

7. Ðåçóëüòàòû îáîáùåíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà ñëó÷àé ðåëÿ-

òèâèñòñêèõ êâàíòîâûõ ñèñòåì; ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â ïðåä-

ñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè è äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïòè÷åñêîé

òîìîãðàììû ñëàáî-ðåëÿòèâèñòñêîé áåññïèíîâîé êâàíòîâîé ÷àñòèöû â äîñòà-

òî÷íî ñëàáûõ ïîëÿõ.

Ýòè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è äîñòîâåðíûìè.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà

ñåìèíàðå îòäåëåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè Ôèçè÷åñêîãî èíñòèòóòà èìåíè

Ï.Í.Ëåáåäåâà ïî êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, íà îáùåïðåäìåòíîì ñåìèíàðå êà-

ôåäðû òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêè Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà.

Êðîìå òîãî, ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè íàïðàâëåíû è áóäóò äîêëàäûâàòüñÿ

ìåòîäîì çàî÷íîãî ñîäîêëàäà íà 12-é ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ñæà-

òûì ñîñòîÿíèÿì è ñîîòíîøåíèÿì íåîïðåäåëåííîñòåé ICSSUR 2011, Foz do

Igua�cu, Brazil, May 02-06, (2011).

Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ áûëè îïóáëè-

êîâàíû â 7 íàó÷íûõ ðàáîòàõ (ñì. Ñïèñîê ïóáëèêàöèé). Èç ïðèâåäåííîãî ïå-

ðå÷íÿ 5 ñòàòåé îïóáëèêîâàíî â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ æóðíàëàõ [À1, À2,

À3, À4, À6], äâå ñòàòüè îïóáëèêîâàíû â àðõèâå Ëîñ-Àëàìîñà [À5, À7]. Êðî-

ìå òîãî, ñòàòüÿ [À5] ïðèíÿòà 15 àïðåëÿ 2011 ãîäà ê ïóáëèêàöèè â æóðíàëå

Physical Review A.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà ñîñòîÿë â íàõîæäåíèè ïðåäñòàâëåííûõ àíàëèòè-

÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ, ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ, íàïèñàíèè ïðîãðàììíûõ êîäîâ,

íåîáõîäèìûõ äëÿ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ïîëó÷åííûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðå-

çóëüòàòîâ, â ïðåäëîæåíèÿõ ìåòîäîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà ïî ñóùåñòâó âûïîë-
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íÿåìûõ ðàáîò. Âêëàä ñîèñêàòåëÿ â ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ îïðåäå-

ëÿþùèì.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèè. Ïðåäñòàâëåííàÿ äèññåðòàöèÿ ñîñòî-

èò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà âêëþ÷à-

åò â ñåáÿ áîëåå 120 ñòðàíèö, áîëåå 10 èëëþñòðàöèé è áîëåå 110 öèòèðîâàíèé

ëèòåðàòóðû. Â êîíöå êàæäîé ãëàâû ñîäåðæàòñÿ âûâîäû, â êîòîðûõ ñôîðìó-

ëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèé.

Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ñôîð-

ìóëèðîâàíà öåëü è àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà èññëåäîâàíèé, ïîêàçà-

íà ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, à òàêæå ïðåäñòàâëåíû

âûíîñèìûå íà çàùèòó íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ.

Â ïåðâîé ãëàâå ââîäÿòñÿ îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ îïòè÷åñêîãî

òîìîãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà äëÿ ìíîãîìåðíîé

êâàíòîâîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ Âèãíåðà ñëåäóþùèì îáðà-

çîì:

w( ~X, ~θ, t) =

∫
W (~q, ~p, t)

n∏
σ=1

δ

(
Xσ − qσ cos θσ − pσ

sin θσ
mσωσ

)
dnq dnp

(2πh̄)n
, (1)

ãäå mσ è ωσ - ðàçìåðíûå ïîñòîÿííûå äëÿ σ−é ñòåïåíè ñâîáîäû. Ïîñòîÿííûå

mσ è ωσ âûáèðàþòñÿ èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà èñõîäÿ èç ãàìèëüòîíèàíà ñè-

ñòåìû è ÿâëÿþòñÿ õàðàêòåðíûìè ìàññîâûìè è ÷àñòîòíûìè ïàðàìåòðàìè çà-

äà÷è. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè, ôóíêöèÿ Âèãíåðà è, ñîîòâåòñòâåííî, îïòè÷åñêàÿ

òîìîãðàììà ñîñòîÿíèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ íîðìèðîâàííûìè.

Äàëåå, ÷òîáû íå çàãðîìîæäàòü ôîðìóëû, â ðÿäå ñëó÷àåâ, ãäå ðàçìåð-

íûå ïîñòîÿííûå î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîãóò áûòü âîññòàíîâëåíû, ìû áóäåì

èõ îïóñêàòü, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñèñòåìû åäèíèö èçìåðåíèÿ.
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Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþ ñèììåòðèè

∂lθw(X, θ, t) = ∂lθw((−1)kX, θ+πk, t), k = 0, ±1, ±2, · · · , l = 0, 1, 2, · · · (2)

Ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî âèäà íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñ ôèçè÷å-

ñêîé òî÷êè çðåíèÿ îïåðàòîðîâ â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè. Åñëè

Â - îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà ìàòðèöó ïëîòíîñòè ρ̂ ñîñòîÿíèÿ êâàíòîâîé ñè-

ñòåìû, òî ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà ðåçóëüòàòà òàêîãî äåéñòâèÿ R[Âρ̂]( ~X, ~θ) ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå äåéñòâèÿ ýòîãî îïåðàòîðà â òîìîãðàôè÷åñêîì

ïðåäñòàâëåíèè R[Â]( ~X, ~θ) íà îïòè÷åñêóþ òîìîãðàììó w( ~X, ~θ).

Òàê, â ÷àñòíîñòè, â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè äëÿ i−õ êîì-

ïîíåíò îïåðàòîðîâ q̂, p̂ ÿâíûå âûðàæåíèÿ âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

q̂i = sin θi

[
∂

∂Xi

]−1
∂

∂θi
+Xi cos θi +

i

2

h̄

miωoi
sin θi

∂

∂Xi
;

p̂i = miω0i

(
− cos θi

[
∂

∂Xi

]−1
∂

∂θi
+Xi sin θi

)
− ih̄

2
cos θi

∂

∂Xi
;

q̂2i = sin2 θi

[
∂

∂Xi

]−2(
∂2

∂θ2i
+ 1

)
+Xi

[
∂

∂Xi

]−1(
sin 2θi

∂

∂θi
− sin2 θi

)

+ X2
i cos2 θi + i

h̄

miωoi

{
sin2 θi

∂

∂θi
+

sin 2θi
2

(
1 +Xi

∂

∂Xi

)}

− 1

4

h̄2

m2
iω

2
oi

sin2 θi
∂2

∂X2
;

p̂2i = m2
iω

2
oi

{
cos2 θi

[
∂

∂Xi

]−2(
∂2

∂θ2i
+ 1

)

− Xi

[
∂

∂Xi

]−1(
sin 2θi

∂

∂θi
+ cos2 θi

)
+X2

i sin2 θi

}

+ ih̄miω0i

{
cos2 θi

∂

∂θi
− sin 2θi

2

(
1 +Xi

∂

∂Xi

)}
− h̄2

4
cos2 θi

∂2

∂X2
;
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q̂ip̂i = miωoi

{
−sin 2θi

2

[
∂

∂Xi

]−2(
∂2

∂θ2i
+ 1

)

+ Xi

[
∂

∂Xi

]−1(
sin 2θi

2
− cos 2θi

∂

∂θi

)
+X2

i

sin2 θi
2

}

− ih̄

{
Xi

2

∂

∂Xi
cos 2θi +

sin 2θi
2

∂

∂θi
− sin2 θi

}
+

h̄2

8miωoi
sin 2θi

∂2

∂X2
.

Îïåðàòîð ìîìåíòà èìïóëüñà äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè â êîîðäèíàòíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè l̂ = −ih̄[~q,∇~q], èëè l̂1 = q̂2p̂3 − p̂2q̂3.

Â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè

l̂1 = −i

{
1

2

(
sin θ2

[
∂

∂X2

]−1
∂

∂θ2
+X2 cos θ2

)
cos θ3

∂

∂X3

+ i

(
sin θ2

[
∂

∂X2

]−1
∂

∂θ2
+X2 cos θ2

)(
− cos θ3

[
∂

∂X3

]−1
∂

∂θ3
+X3 sin θ3

)

+
i

4
sin θ2

∂

∂X2
cos θ3

∂

∂X3
+

sin θ2
2

∂

∂X2

(
cos θ3

[
∂

∂X3

]−1
∂

∂θ3
−X3 sin θ3

)}

+ i
{

2↔ 3
}
,

à êîìïîíåíòû l2 è l3 ïîëó÷àþòñÿ èç âûðàæåíèÿ äëÿ l̂1 öèêëè÷åñêîé ïåðåñòà-

íîâêîé èíäåêñîâ.

Îïåðàòîðû ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà ìàòðèöó ïëîòíî-

ñòè, â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìåþò ôîðìó

â =
1√
2

(
q +

∂

∂q

)
; â† =

1√
2

(
q − ∂

∂q

)
.

Â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè ýòèì îïåðàòîðàì ñîîòâåòñòâóþò

îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå íà îïòè÷åñêóþ òîìîãðàììó

âi =
exp(iθi)√

2

{
1

2

∂

∂Xi
+Xi − i

[
∂

∂Xi

]−1
∂

∂θi

}
,
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â†i =
exp(−iθi)√

2

{
−1

2

∂

∂Xi
+Xi + i

[
∂

∂Xi

]−1
∂

∂θi

}
.

Äëÿ îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèö N̂i = â†i âi â i−é ìîäå n−ìåðíîãî îñöèëëÿòîðà

èìååì:

N̂iρ(~q, ~q′) = â†i âiρ(~q, ~q′) =
1

2

{
q2i −

∂2

∂q2i
− 1

}
ρ(~q, ~q′),

à â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè

N̂iw( ~X, ~θ) = â†i âiw( ~X, ~θ) =
1

2

{[
∂

∂Xi

]−2(
∂2

∂θ2i
+ 1

)

+ X2
i −Xi

[
∂

∂Xi

]−1
− 1

4

∂2

∂X2
i

+ i
∂

∂θi
− 1

}
w( ~X, ~θ).

Îïåðàòîð N̂i äåéñòâóåò íà îïòè÷åñêèå òîìîãðàììû wn( ~X, ~θ) ñòàöèîíàðíûõ

ñîñòîÿíèé ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé

N̂iwni(
~X, ~θ) = niwni(

~X, ~θ),

ãäå ni - ÷èñëî êâàíòîâ â i−é ìîäå.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûâîäå ïðàâèë ñîîòâåòñòâèÿ ôàêòè÷åñêè èñïîëüçîâà-

ëàñü ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè W (~q, ~p) ïðîñòðàíñòâó [47] îñíîâíûõ ôóíêöèé

S2n, íà êîòîðîì ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ïðîñòðàíñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé

ìåäëåííîãî ðîñòà S ′2n.

Äàëåå â äèññåðòàöèè ðåøàåòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÿâíîãî âèäà ñèìâîëîâ

îïåðàòîðîâ â âèäå ñèíãóëÿðíûõ è ðåãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìàòðèöåé ïëîòíîñòè è îïòè÷åñêîé òîìîãðàììîé ìî-

æåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåé ôîðìå:

w(X, θ) = Tr{ρ̂Û(X, θ)}, ρ̂ =

∫
w(X, θ)D̂(X, θ)dX dθ,

ãäå îïåðàòîðû

Û(X, θ) = δ(X 1̂− q̂ cos θ − p̂ sin θ),
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D̂(X, θ) =
1

2π

∫
|η| eiη(X − q̂ cos θ − p̂ sin θ)dη

- äåêâàíòàéçåð è êâàíòàéçåð ñîîòâåòñòâåííî. Ýòè îïåðàòîðû óäîâëåòâîðÿþò

ñîîòíîøåíèÿì îðòîãîíàëüíîñòè è ïîëíîòû

Tr{Û(X, θ)D̂(X ′, θ′)} = δ(X cos(θ − θ′)−X ′)δ(sin(θ − θ′)),∫
D̂q̂′p̂′(X, θ)Ûq̂p̂(X, θ) dX dθ = δ(q̂ − q̂′)δ(p̂− p̂′). (3)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå îïåðàòîðà Â, äåéñòâóþùåãî íà ìàòðèöó ïëîòíîñòè, ðàâíî

Tr{Âρ̂} =

∫
w(X, θ)Tr{ÂD̂(X, θ)}dX dθ =

∫
w(X, θ)w

(d)

Â
(X, θ)dX dθ, (4)

ãäå ââåäåíî îïðåäåëåíèå äóàëüíîãî ñèìâîëà îïåðàòîðà Â

w
(d)

Â
(X, θ) = Tr{ÂD̂(X, θ)}. (5)

Ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ ïîëíîòû (3) îïåðàòîð Â ìîæåò áûòü íàéäåí èç åãî

äóàëüíîãî ñèìâîëà:

Â =

∫
w

(d)

Â
(X, θ)Û(X, θ)dX dθ.

Èç îïðåäåëåíèÿ äóàëüíîãî ñèìâîëà (5) äëÿ îïåðàòîðîâ 1̂, q̂, p̂ è q̂p̂ ïîñëå

âû÷èñëåíèé íàõîäèì ÿâíûå âûðàæåíèÿ èõ äóàëüíûõ ñèìâîëîâ â ôîðìå ñèí-

ãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé:

w
(d)

1̂
(X, θ) = δ(sin(θ − θo)), θo ∈ [0, π];

w
(d)
q̂ (X, θ) = X cos θδ(sin θ);

w
(d)
p̂ (X, θ) = Xδ(θ − π/2);

w
(d)
q̂p̂ (X, θ) = X2δ(θ − π/4)− 1

2
X2δ(sin θ)− 1

2
X2δ(θ − π/2) +

i

2π
.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (4) ñèìâîë w
(d)

Â
(X, θ) îïåðàòîðà Â çàäàåò

ëèíåéíûé íåïpåpûâíûé ôóíêöèîíàë íà ìíîæåñòâå ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
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w(X, θ), ïðèíàäëåæàùèõ ïðîñòðàíñòâó S2n îñíîâíûõ ôóíêöèé, ò.å. ìíîæå-

ñòâî w
(d)

Â
(X, θ) ôàêòè÷åñêè çàäàåò ìíîæåñòâî îáîáùåííûõ ôóíêöèé íà S2n.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ îïåðàòîðà Â ñóùåñòâóåò, âîîáùå ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî ñèì-

âîëîâ, ðàâíûõ â ñìûñëå ôóíêöèîíàëüíîãî ðàâåíñòâà îáîáùåííûõ ôóíêöèé

(4).

Ñèíãóëÿpíûé âèä ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ ÿâëÿåòñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, áîëåå

óäîáíûì äëÿ òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ, ÷åì ðåãóëÿðíûé, îäíàêî äëÿ ìàøèí-

íûõ ðàñ÷åòîâ è îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëü-

íî èìåòü ñèìâîëû îïåðàòîðîâ â âèäå ðåãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé (â âè-

äå ãëàäêèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, èìåþùèõ íå áîëåå ÷åì êîíå÷íî-ñòåïåííîé

ðîñò íà áåñêîíå÷íîñòè ïî ïåðåìåííûì ~X è ðåãóëÿðíûõ íà ãðàíèöàõ îáëàñòè

èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïåðåìåííûì ~θ).

Åñëè Â � íåêîòîðûé ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð â âèãíåðîâñêîì ïðåäñòàâëå-

íèè, ñðåäíåå çíà÷åíèå êîòîðîãî ñóùåñòâóåò, òî èíòåãðàë∫
R[Â W (~q, ~p)]( ~X, ~θ)dnX = 〈Â〉

íå çàâèñèò îò ~θ. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå îïðåäåëåíèå ñèìâîëà îïåðàòîðà èìå-

åì:

〈Â〉 =

∫
w

(d)

Â
( ~X, ~θ)w( ~X, ~θ)dnXdnθ

=
1

πn

∫
R[ÂW (~q, ~p)]( ~X, ~θ)dnXdnθ =

1

πn

∫
R[Â]R[W (~q, ~p)]( ~X, ~θ)dnXdnθ.

Òàêèì îáðàçîì, ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå ôóíêöèîíàëû (îáîáùåííûå ôóíê-

öèè) âèäà
1

πn

∫
dnXdnθR[K̂]w( ~X, ~θ),

äåéñòâóþùèå íà ìíîæåñòâå îïòè÷åñêèõ òîìîãðàìì w( ~X, ~θ), â ñîîòâåòñòâèè

ñ íàéäåííûìè â äèññåðòàöèè ïðàâèëàìè ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

ðåãóëÿðíûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé.
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Òàê, â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîìïîíåíò îïåðàòîðîâ ~̂q è ~̂p â äèññåðòàöèè íàéäåíû

âûðàæåíèÿ èõ äóàëüíûõ ñèìâîëîâ â ñëåäóþùåì âèäå :

w
(d)
q̂i

( ~X, ~θ) =
2

πn
Xi cos θi; w

(d)
p̂i

( ~X, ~θ) =
2

πn
Xi sin θi;

w
(d)

q̂2i
( ~X, ~θ) =

X2
i

πn
(1 + 2 cos 2θi); w

(d)

p̂2i
( ~X, ~θ) =

X2
i

πn
(1− 2 cos 2θi);

w
(d)
q̂ip̂i

( ~X, ~θ) =
2

πn
X2
i sin 2θi +

i

2πn
.

Äóàëüíûå ñèìâîëû êîìïîíåíò îïåðàòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà â âèäå ðåãóëÿð-

íûõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ìîãóò áûòü âûðàæåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:

w
(d)

l̂1
(X1, X2, X3; θ1, θ2, θ3) =

4

π2n
X2X3 sin(θ3 − θ2);

w
(d)

l̂2
(X1, X2, X3; θ1, θ2, θ3) =

4

π2n
X3X1 sin(θ1 − θ3);

w
(d)

l̂3
(X1, X2, X3; θ1, θ2, θ3) =

4

π2n
X1X2 sin(θ2 − θ1).

Äëÿ äóàëüíûõ ñèìâîëîâ îïåðàòîðîâ ðîæäåíèÿ è óíè÷òîæåíèÿ ìû ìîæåì çà-

ïèñàòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ:

w
(d)
âi

( ~X, ~θ) =

√
2

πn
Xi(cos θi + i sin θi); w

(d)

â†i
( ~X, ~θ) =

√
2

πn
Xi(cos θi − i sin θi);

w
(d)

â†i âi
( ~X, ~θ) = w

(d)

N̂i
( ~X, ~θ) =

1

πn
(X2

i − 1/2).

Âî âòîðîé ãëàâå èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà îïòè÷åñêèõ òîìîãðàìì ñîñòîÿ-

íèé êâàíòîâûõ ñèñòåì ñ ïðîèçâîëüíûì ìíîãîìåðíûì ãàìèëüòîíèàíîì; âûâî-

äèòñÿ óðàâíåíèå ýâîëþöèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû äëÿ òàêèõ ãàìèëüòîíèà-

íîâ.

Òàê, äëÿ ãàìèëüòîíèàíîâ âèäà

Ĥ =
n∑
σ=1

p̂2σ
2mσ

+ V (~q), ~q = {qσ}, (6)
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àâòîðîì ïîëó÷åíî äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå

∂

∂t
w( ~X, ~θ, t) =

[
n∑
σ=1

ωσ

[
cos2 θσ

∂

∂θσ
− 1

2
sin 2θσ

{
1 +Xσ

∂

∂Xσ

}]

+
2

h̄
Im V

{
sin θσ

∂

∂θσ

[
∂

∂Xσ

]−1
+Xσ cos θσ + i

h̄ sin θσ
2mσωσ

∂

∂Xσ

}]
w( ~X, ~θ, t),

(7)

ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèÿìØðåäèíãåðà-Ðîáåðòñîíà è ôîí-Íåéìàíà â ïðåä-

ñòàâëåíèè âîëíîâîé ôóíêöèè è ìàòðèöû ïëîòíîñòè.

Äëÿ êëàññè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå f(~q, ~p)

îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà wcl( ~X, ~θ, t) ìîæåò áûòü ââåäåíà ïî àíàëîãèè ñî ñëó-

÷àåì êâàíòîâîé ñèñòåìû:

wcl( ~X, ~θ, t) =

∫
f(~q, ~p, t)

n∏
σ=1

δ

(
Xσ − qσ cos θσ − pσ

sin θσ
mσωσ

)
dnq dnp. (8)

Òîãäà èç n−ìåðíîãî óðàâíåíèÿ Ëèóâèëëÿ äëÿ ïîòåíöèàëà V (~q) â ôàçîâîì

ïðîñòðàíñòâå

∂f(~q, ~p, t)

∂t
+

n∑
σ=1

pσ
mσ

∂f(~q, ~p, t)

∂qσ
−

n∑
σ=1

∂V (~q, t)

∂qσ

∂f(~q, ~p, t)

∂pσ
= 0, (9)

ìû ìîæåì âûâåñòè óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â òîìîãðàôè÷åñêîé ôîðìå:

∂

∂t
wcl( ~X, ~θ, t) =

n∑
σ=1

ωσ

[
cos2 θσ

∂

∂θσ
− 1

2
sin 2θσ

{
1 +Xσ

∂

∂Xσ

}]
wcl( ~X, ~θ, t)

+

[
n∑
σ=1

∂

∂qσ
V

{
qσ → sin θσ

∂

∂θσ

[
∂

∂Xσ

]−1
+Xσ cos θσ

}
sin θσ
mσωσ

∂

∂Xσ

]
wcl( ~X, ~θ, t).

(10)

Óðàâíåíèå (7) ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå (10) ïðè h̄→ 0.

Äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ãàìèëüòîíèàíîâ, êîãäà ïîòåíöèàë V (~q) íå çàâèñèò îò

âðåìåíè, â äèññåðòàöèè ïîëó÷åíî óðàâíåíèå íà ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ êâàí-
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òîâîé ñèñòåìû â òîìîãðàôè÷åñêîé ôîðìå:

E wE( ~X, ~θ) =

[
n∑
σ=1

mσω
2
σ

{
cos2 θσ

2

[
∂

∂Xσ

]−2(
∂2

∂θ2σ
+ 1

)

−Xσ

2

[
∂

∂Xσ

]−1(
cos2 θσ + sin 2θσ

∂

∂θσ

)
+
X2
σ

2
sin2 θσ −

h̄2

8m2
σω

2
σ

cos2 θσ
∂2

∂X2
σ

}

+ Re V

{
sin θσ

∂

∂θσ

[
∂

∂Xσ

]−1
+Xσ cos θσ + i

h̄ sin θσ
2mσωσ

∂

∂Xσ

}]
wE( ~X, ~θ). (11)

Óñëîâèå ñòàöèîíàpíîñòè îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû wE( ~X, ~θ) ïîëó÷àåòñÿ èç ópàâ-

íåíèÿ ýâîëþöèè (7), ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ∂twE = 0. Òàêèì îápàçîì,

îïòè÷åñêèå òîìîãðàììû ñòàöèîíàpíûõ ñîñòîÿíèé êâàíòîâûõ ñèñòåì óäîâëå-

òâîpÿþò îäíîâpåìåííî äâóì ópàâíåíèÿì: (11) è óñëîâèþ ñòàöèîíàpíîñòè.

Ýâîëþöèþ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû w(X, θ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ñëåäóþùåãî èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ :

w(X, θ, t) =

π∫
0

dθ

∞∫
−∞

dX Π(X, θ, t;X ′, θ′, t′)w(X ′, θ′, t′), t ≥ t′, (12)

ãäå Π(X, θ, t;X ′, θ′, t′) - ôóíêöèÿ Ãðèíà óðàâíåíèÿ (7). Ìû íàçûâàåì ýòó

ôóíêöèþ îïòè÷åñêèì ïðîïàãàòîðîì. Áëàãîäàðÿ (2), îïòè÷åñêèé ïðîïàãàòîð

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñèììåòðèè

Π (X, θ, t;X ′, θ′, t′) = Π
(
(−1)kX, θ + πk, t;X ′, θ′, t′

)
, t ≥ t′. (13)

Ïî ôèçè÷åñêîìó ñìûñëó, ïðîïàãàòîð óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîìó èíòåãðàëü-

íîìó ñîîòíîøåíèþ äëÿ N ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîìåíòîâ âðåìåíè tk (k = 1, N)

ìåæäó t1 = tin and tf = tN

Π(XN , θN , tf ;X1, θ1, tin) =

∫ {N−1∏
k=1

Π(Xk+1, θk+1, tk+1;Xk, θk, tk)

}
N−1∏
k=2

dXk dθk.

(14)
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Åñëè ïðèíÿòü â ýòîì âûðàæåíèè tf − tin = Nτ , tk = tin + kτ , òî â ïðåäåëå

τ → 0, N → ∞, ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ îïòè÷åñêîãî ïîïàãàòîðà â

âèäå ôóíêöèîíàëüíîãî èíòåãðàëà.

Â äèññåðòàöèè íàéäåíà ñâÿçü ìåæäó îïòè÷åñêèì ïðîïàãàòîðîì è êâàíòî-

âûì ïðîïàãàòîðîì (ôóíêöèåé Ãðèíà) äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè ρ(q, q′, t).

Äëÿ ÷èñòîãî ñîñòîÿíèÿ ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé Ψ(q, t) èìååì:

ρ(q, q′, t) = Ψ(q, t)Ψ∗(q′, t).

Òàê êàê âîëíîâàÿ ôóíêöèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t ñâÿçàíà ñ âîëíîâîé ôóíêöèåé

â ìîìåíò âðåìåíè t′ ôóíêöèåé Ãðèíà G(q, q′, t, t′) äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

Ψ(q, t) =

∫
G(q, q̃, t, t′)Ψ(q̃, t′)dq̃, t ≥ t′,

òî ìîæíî çàïèñàòü :

ρ(q, q′, t) =

∫
K(q, q′, t; q̃, q̃′, t′)ρ(q̃, q̃′, t′) dq̃ dq̃′, t ≥ t′,

ãäå K(q, q′, t; q̃, q̃′, t′) = G(q, q̃, t, t′)G∗(q′, q̃′, t, t′) - êâàíòîâûé ïðîïàãàòîð äëÿ

ìàòðèöû ïëîòíîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî êâàíòîâûé ïðîïàãàòîð óäîâëåòâîðÿåò íà-

÷àëüíîìó óñëîâèþ

K(q, q′, t′; q̃, q̃′, t′) = δ(q − q̃)δ(q′ − q̃′), (15)

è îáû÷íî îí ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì íóëþ ïðè t < t′.

Çíàÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìàòðèöåé ïëîòíîñòè è îïòè÷åñêîé òîìîãðàììîé,

áûëî ïîëó÷åíî ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîïàãàòîðàìè:

K(q, q′, t; q̃, q̃′, t′) =
1

(2π)2

∫
Π

(
X, θ, t;

1

2
(q̃ + q̃′) cos θ′ + p′ sin θ′, θ′, t′

)
×e−ip′(q̃−q̃′)eiη[X−((q+q′) cos θ)/2]|η|δ(q − q′ − η sin θ) dη dp′ dX dθ dθ′. (16)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èçâåñòåí ïðîïàãàòîð äëÿ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû w(X, θ),

ìû ìîæåì íàéòè êâàíòîâûé ïðîïàãàòîð äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè êâàíòîâîãî

ñîñòîÿíèÿ.
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Ôîðìóëà (16) ìîæåò áûòü îáðàùåíà:

Π(X, θ, t;X ′, θ′, t′) =
1

(2π)2

∫
K

(
q +

k sin θ

2
, q − k sin θ

2
, t; q̃′ + η sin θ′, q̃′, t′

)
× exp

{
iη

(
X ′ − 2q̃ + η sin θ′

2
cos θ′

)}
exp {−ik(X − q cos θ)} |η| dk dη dq dq̃′.

(17)

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (15) äëÿ êâàíòîâîãî ïðîïàãàòîðà â

âûðàæåíèå (17), ìîæíî ïîëó÷èòü íà÷àëüíîå óñëîâèå äëÿ îïòè÷åñêîãî ïðîïà-

ãàòîðà, à èìåííî:

Π(X, θ, t′;X ′, θ′, t′) = δ(X cos(θ − θ′)−X ′)δ(sin(θ − θ′)). (18)

Î÷åâèäíî, ýòî óñëîâèå óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ñèììåòðèè (13).

Â ñèëó (12), ñ ó÷åòîì íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ (18), à òàêæå îïðåäåëÿÿ

Π(X, θ, t;X ′, θ′, t′) = 0, ïðè t < t′,

èç (7) ïîëó÷àåòñÿ äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïòè÷åñêîãî ïðîïàãàòîðà

∂

∂t
Π(X, θ, t;X ′, θ′, t′)−

[
cos2 θ

∂

∂θ
− 1

2
sin 2θ

{
1 +X

∂

∂X

}]
Π(X, θ, t;X ′, θ′, t′)

−2

[
Im V

{
sin θ

∂

∂θ

[
∂

∂X

]−1
+X cos θ + i

sin θ

2

∂

∂X

}]
Π(X, θ, t;X ′, θ′, t′)

= δ(X cos(θ − θ′)−X ′)δ(sin(θ − θ′))δ(t− t′). (19)

Äàëåå â äèññåðòàöèè ðàññìîòðåíû êèíåòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ â êëàññè÷å-

ñêîé ðåëÿòèâèñòñêîé êèíåòèêå, äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè Âèã-

íåðà áåññïèíîâîé ðåëÿòèâèñòñêîé êâàíòîâîé ÷àñòèöû â ýëåêòðî-ìàãíèòíîì è

ñêàëÿðíîì ïîëÿõ, à òàêæå, ðàçâèâàÿ ïîäõîäû ðàáîò [48], [49], ïðåäïðèíÿòà

ïîïûòêà ðàñïðîñòðàíåíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî òîìîãðàôè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ

íà ðåëÿòèâèñòñêèå ñèñòåìû.

Òàê, â äèññåðòàöèè íàéäåíî ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â ïðåä-

ñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè:

∂

∂t
wcl( ~X, ~θ, t) =
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=
N∑
j=1

mjcωj

3∑
i=1

[
cos2 θji

∂

∂θji
− 1

2
sin 2θji

{
1 +Xji

∂

∂Xji

}]
√√√√m2

jc
2 +m2

jω
2
j

3∑
i=1

(
cos θji

[
∂

∂Xji

]−1
∂

∂θji
−Xji sin θji

)2
wcl( ~X, ~θ, t)

+

[
N∑
j=1

3∑
i=1

Fji

{
sin θσ

∂

∂θσ

[
∂

∂Xσ

]−1
+Xσ cos θσ

}
sin θji
mjωj

∂

∂Xji

]
wcl( ~X, ~θ, t),

(20)

ãäå Fji(~q) � i−ÿ êîìïîíåíòà ñèëû, äåéñòâóþùåé íà j−þ ÷àñòèöó.

Òàêæå â äèññåðòàöèè íàéäåíî äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïòè÷åñêîé

òîìîãðàììû ñëàáî-ðåëÿòèâèñòñêîé áåññïèíîâîé êâàíòîâîé ÷àñòèöû â äîñòà-

òî÷íî ñëàáîì ïîëå:

∂

∂t
w( ~X, ~θ, t) =

=

1 +
h̄2

8m2c2

3∑
j=1

cos θj
∂2

∂X2
j

− ω2

2c2

3∑
i=1

(
cos θj

[
∂

∂Xj

]−1
∂

∂θj
−Xj sin θj

)2


×

[
3∑

σ=1

ω

[
cos2 θσ

∂

∂θσ
− 1

2
sin 2θσ

{
1 +Xσ

∂

∂Xσ

}]]
w( ~X, ~θ, t)

+
2

h̄
Im V

{
sin θσ

∂

∂θσ

[
∂

∂Xσ

]−1
+Xσ cos θσ + i

h̄ sin θσ
2mω

∂

∂Xσ

}]
w( ~X, ~θ, t).

(21)

Ìû âèäèì, ÷òî ïðè c→∞ ýòî óðàâíåíèå ïåðåõîäèò â ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâ-

íåíèå (7), à ïðè h̄ → 0 îíî ïåðåõîäèò â óðàâíåíèå (20), â êîòîðîì ó÷òåíû

òîëüêî ðåëÿòèâèñòñêèå ïîïðàâêè ñ òî÷íîñòüþ äî c−2 âêëþ÷èòåëüíî.

Â òðåòüåé ãëàâå â âåðîÿòíîñòíîì ïðåäñòàâëåíèè èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà

ïðîèçâîëüíîé êâàíòîâîé ñèñòåìû ñ êâàäðàòè÷íûì ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ =
1

2
(Q̂BQ̂) + CQ̂,
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ãäå Q̂ = (p̂, q̂) - âåêòîðíûé îïåðàòîð, B - ñèììåòðè÷íàÿ 2×2 ìàòðèöà, è

C - äåéñòâèòåëüíûé 2-âåêòîð, çàâèñÿùèå îò âðåìåíè. Êàê èçâåñòíî [50, 51],

ñèñòåìà èìååò ëèíåéíûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ:

Î(t) = Λ(t)Q̂ + ∆(t), (22)

ãäå äåéñòâèòåëüíàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ 2×2 ìàòðèöà Λ(t) è äåéñòâèòåëüíûé

âåêòîð ∆(t) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì

Λ̇ = iΛBσy, ∆̇ = i∆σyC,

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè Λ(0) = 1 è ∆(0) = 0. Èíòåãðàëû äâèæåíèÿ îïðåäå-

ëÿþòñÿ èç ñëåäóþùåãî óðàâíåíèÿ:

∂tÎ(t) + i[Ĥ, Î(t)] = 0. (23)

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ êâàäðàòè÷íûõ ñèñòåì ëþáûå èíòåãðàëû äâèæåíèÿ

ìîãóò áûòü âûðàæåíû êàê ôóíêöèè äâóõ îïåðàòîðîâ: Â(t) = Û âÛ−1 è Â†(t) =

Û â†Û−1, ãäå Û - îïåðàòîð ýâîëþöèè è

Â(t) =
i√
2

(ε(t)p̂−ε̇(t)q̂)+β(t), Â†(t) = − i√
2

(ε∗(t)p̂−ε̇∗(t)q̂)+β∗(t), (24)

ãäå ε óäîâëåòâîðÿþò êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì

ε̈+ Ω2(t)ε = 0, ε̇ε∗ − ε̇∗ε = 2i, (25)

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ε(0) = 1 è ε̇(0) = i. Ôóíêöèÿ β(t) îïðåäåëÿåòñÿ èç

(23) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

β(t) = − i√
2

t∫
0

dt′ε(t′)f(t′), (26)

è èíòåãðàëû äâèæåíèÿ (22) âûðàæàþòñÿ èç Â è Â† êàê:

Î(t) =

(
Îp

Îq

)
=

 Â−Â†
i
√
2

Â+Â†√
2

 , Î(t = 0) =

(
p̂

q̂

)
. (27)
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Ìàòðèöà Λ è âåêòîð ∆ ðàâíû, ñîîòâåòñòâåííî,

Λ =
1

2

(
ε+ ε∗

i(ε− ε∗)
−(ε̇+ ε̇∗)

−i(ε̇− ε̇∗)

)
, ∆ =

1√
2

(
i(β − β∗)
β + β∗

)
.

Çíàíèå èíòåãðàëîâ äâèæåíèÿ (27) ïîçâîëÿåò íàéòè ôóíêöèþ Ãðèíà (èëè

êâàíòîâûé ïðîïàãàòîð) äëÿ óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà êâàíòîâîé ñèñòåìû (ñì.

[50]).

Â äèññåðòàöèè íàéäåí îïòè÷åñêèé ïðîïàãàòîð äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñè-

ñòåìû:

Π(X, θ;X ′, θ′, t) = δ[X cos θ′ −X ′(sin θ(ε̇∗ + ε̇) + cos θ(ε∗ − ε))/2

+ cos θ′(sin θ(ε̇∗β + ε̇β̇) + cos θ(ε∗β + εβ∗))/
√

2]

×δ
[
i cos θ′

sin θ(ε̇∗ − ε̇) + cos θ(ε∗ − ε)
sin θ(ε̇∗ + ε̇) + cos θ(ε∗ + ε)

− sin θ′
]

Θ(t). (28)

Òàêèì îáðàçîì, åñëè èíòåãðàëû äâèæåíèÿ èçâåñòíû, ò.å. èçâåñòíû ìàòðèöà

Λ(t) è âåêòîð ∆(t), òî, ñîãëàñíî ôîðìóëå (28), èçâåñòåí è îïòè÷åñêèé ïðîïà-

ãàòîð. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ (ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ = p̂2/2),

èìååì [50, 51]:

po(t) = p, qo(t) = q − pt, ∆(t) = 0, Λ(t) =

(
1 0

−t 1

)
,

è ïðîïàãàòîð ñâîáîäíîãî äâèæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â ôîðìå

Πf(X, θ;X
′, θ′, t) = δ(X cos θ′ −X ′ cos θ)δ(cos θ′(t+ tan θ)− sin θ′)Θ(t). (29)

Äëÿ ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì Ĥ = p̂2/2 + q̂2/2 èìååì:

Λ(t) =

(
cos t sin t

− sin t cos t

)
,

è èç (28) ïîëó÷àåì

Πos(X, θ;X
′, θ′, t) = δ (X cos(θ − θ′ + t)−X ′) δ(sin(θ − θ′ + t))Θ(t). (30)

Óðàâíåíèå ýâîëþöèè â ýòîì ñëó÷àå èìååò îñîáåííî ïðîñòóþ ôîðìó:

(∂t − ∂θ)Π(X, θ;X ′, θ′, t) = δ(t)δ(X cos(θ − θ′)−X ′)δ(sin(θ − θ′)), (31)

24



èëè äëÿ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû

(∂t − ∂θ)wos(X, θ, t) = 0.

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ âûðàæåíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ñäâèã ïî âðåìåíè

äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ýêâèâàëåíòåí ñäâèãó ïî ôàçå.

Äàëåå èññëåäóþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè äëÿ îäíîìîäî-

âîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà ñ ãàìèëüòîíèàíîì

Ĥ =
p̂2

2
+ Ω2(t)

q̂2

2
, (32)

â êîòîðîì áåçðàçìåðíûå åäèíèöû âûáðàíû òàê, ÷òî Ω(0) = 1.

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ãàìèëüòîíèàíà (êîãäà Ω(t) = 1) cîñòîÿíèÿ ñ äîáàâëåí-

íûìè ôîòîíàìè îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè

|ψ,m〉 = Nmâ
†m|ψ〉, ρ̂m = N 2

mâ
†mρ̂âm, (33)

ãäå |ψ〉 èëè ρ̂ � ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì êâàíòîâûì ñîñòîÿíèåì, â† � áîçîí-

íûé îïåðàòîð ðîæäåíèÿ, m � ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî � ÷èñëî äîáàâëåí-

íûõ ôîòîíîâ (ôîíîíîâ), Nm � íîðìèðîâî÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ (êîòîðàÿ çàâèñèò

îò áàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ |ψ〉 èëè ρ̂). Åñëè áàçîâîå ñîñòîÿíèå |ψ〉 � ñóïåðïîçèöèÿ

ôîêîâñêèõ ñîñòîÿíèé

|ψ〉 =
∞∑
n=0

cn|n〉, â†â|n〉 = n|n〉, (34)

òî âåðîÿòíîñòü p
(m)
n íàõîæäåíèÿ n êâàíòîâ (ôîòîíîâ) â ñîñòîÿíèè |ψ,m〉 ìî-

æåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòè p
(0)
n â áàçîâîì ñîñòî-

ÿíèè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p(m)
n = N 2

m

n!

(n−m)!
p
(0)
n−m. (35)

Åñëè â êà÷åñòâå áàçîâîãî ñîñòîÿíèÿ âçÿòü êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå |α〉, òî

ïîëó÷àåòñÿ êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè, ÿâíîå âûðàæå-
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íèå äëÿ êîòîðîãî â êîîðäèíàòíîì ïðåäñòàâëåíèè íàéäåíî â ðàáîòàõ [A2,A3]:

〈q|α,m〉 =
(
2mm!Lm(−|α|2)

)−1/2
Hm(q − α/

√
2)〈q | α〉. (36)

ãäå Lm(z) è Hm(z) � ïîëèíîìû Ëàããåðà è Ýðìèòà [52, 53].

Çàâèñÿùèå îò âðåìåíè êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè

|α,m, t〉 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

|α,m, t〉 = Û(t)|α,m, 0〉 = Û(t)|α,m〉, Û(0) = 1̂, (37)

ãäå Û(t) � óíèòàðíûé îïåðàòîð ýâîëþöèè.

Ïîêàçàíî [A2,A3], ÷òî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ñîñòîÿíèÿ |α,m, t〉 â êîîðäè-

íàòíîì ïðåäñòàâëåíèè èìååò âèä

〈q|α,m, t〉 =
(
m!Lm(−|α|2)

)−1/2(ε∗
2ε

)m/2
Hm

(
q

|ε|
−
√
ε∗

2ε
α

)
〈q|α, t〉, (38)

ãäå 〈q|α, t〉 � çàâèñÿùåå îò âðåìåíè êîãåðåíòíîå ñîñòîÿíèå

〈q|α, t〉 = π−1/4ε−1/2 exp

(
iε̇q2

2ε
+

√
2αq

ε
− α2ε∗

2ε
− |α|

2

2

)
, (39)

êîòîðîå ðàññìàòðèâàëîñü, íàïðèìåð, â [54], c-÷èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ε(t) óäîâëå-

òâîðÿåò óðàâíåíèÿì (25).

Ôóíêöèÿ Âèãíåðà ñîñòîÿíèÿ 〈q|α, t〉 èìååò âèä:

Wm(q, p|α, t) =
2(−1)mLm(|2z − α|2)

Lm(−|α|2)
exp(−2|z − α|2), (40)

z(q, p, t) = i(εp− ε̇q)/
√

2.

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà äëÿ ýòîãî ñîñòîÿíèÿ

Mαm(X,µ, ν, t) =

(
m!Lm(−|α|2)

)−1
√
π2m|ε̇ν + εµ|

×

∣∣∣∣∣Hm

{(
Xε+ i

√
2αν

|ε|(µε+ νε̇)
−
√
ε∗

2ε
α

)(
|ε|2(µε+ νε̇)

ε2(µε∗ + νε̇∗)

)1/2
}∣∣∣∣∣

2

×

∣∣∣∣∣exp

{
−|α|

2

2
− X2

2|µε+ νε̇|2
+

√
2αX

µε+ νε̇
− α2ε∗

2ε
+

iνα2

ε(µε+ νε̇)

}∣∣∣∣∣
2

. (41)
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Ïîäñòàíîâêà µ = cos θ è ν = sin θ â (41) äàåò âûðàæåíèå äëÿ îïòè÷åñêîé

òîìîãðàììû wαm(X, θ, t). Â ñëó÷àå ñòàöèîíàðíîãî ãàìèëüòîíèàíà (Ω(t) = 1,

ε = eit) èìååì:

wαm(X, θ, t,Ω = 1) =

(
m!Lm(−|α|2)

)−1
√
π2m

∣∣∣∣Hm

(
X − α√

2
e−i(t+θ)

)∣∣∣∣2
× exp

{
−X2 − |α|2 + 2

√
2XRe(αe−i(t+θ))− Re(α2e−2i(t+θ))

}
. (42)

×åòíûå/íå÷åòíûå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè |α±,m〉

áûëè ââåäåíû â [55] ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|α±,m〉 =
â†m|α±〉

(〈α±|âmâ†m|α±〉)1/2
, (43)

ãäå |α±〉 � ÷åòíûå/íå÷åòíûå êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ [56], [57] è m � íàòóðàëü-

íîå ÷èñëî, à íîðìèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ |α±〉 îïðåäåëÿþòñÿ êàê

|α+〉 =
e|α|

2/2

2
√

cosh |α|2
(|α〉 + | − α〉),

|α−〉 =
e|α|

2/2

2
√

sinh |α|2
(|α〉 − | − α〉).

Ýòè ñîñòîÿíèÿ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîãåðåíòíûå ñîñòîÿíèÿ ñ äîáàâëåííûìè

ôîòîíàìè |α,m〉 [55]:

|α±,m〉 =

(
e|α|

2

Lm(−|α|2)
2(e|α|2Lm(−|α|2)± e−|α|2Lm(|α|2))

)1/2

(|α,m〉 ± |−α,m〉). (44)

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (37), ïîçâîëÿåò íàì ïîëó÷èòü

âûðàæåíèå äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé òîìîãðàììû

Mα±m(X,µ, ν, t) =
e|α|

2

Lm(−|α|2)
2(e|α|2Lm(−|α|2)± e−|α|2Lm(|α|2))

× {Mαm(X,µ, ν, t) + M−αm(X,µ, ν, t)

± 2Re [〈X,µ, ν|α,m, t〉〈−α,m, t|X,µ, ν〉]} . (45)
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Äëÿ îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû èìååì: wα±m(X, θ, t) = Mα±m(X,µ = cos θ, ν =

sin θ, t), ÷òî äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ãàìèëüòîíèàíà ñ Ω(t) = 1 äàåò wα±m(X, θ, t) =

wα±m(X, t+ θ).

Òåìïåðàòóðíûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå êëàññè÷åñêèìè ñîñòîÿíè-

ÿìè ïîëÿ èçëó÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿÿ ñîáîé ñòàòèñòè÷åñêóþ ñóììó êîãåðåíò-

íûõ ñîñòîÿíèé. Ìàòðèöà ïëîòíîñòè äëÿ òåìïåðàòóðíûõ ñîñòîÿíèé èìååò âèä

ρ̂T = Z−1e−Ĥ/T , Z = Tr{e−Ĥ/T}.

Ìàòðèöà ïëîòíîñòè òåìïåðàòóðíîãî ñîñòîÿíèÿ ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè

â ïðåäñòàâëåíèè ôîêîâñêèõ ñîñòîÿíèé |n, t〉 äàåòñÿ âûðàæåíèåì (k, n ≥ m):

〈k, t|ρ̂Tm|n, t〉 = 〈k, t|â†mρ̂T âm|n, t〉 = δkn
(1− e−1/T )m+1

m!

n!

(n−m)!
e−(n−m)/T .

(46)

Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà ýòîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ôîðìå

MTm(X,µ, ν, t) =
∞∑
n=0

〈n+m, t|ρ̂Tm|n+m, t〉|〈X,µ, ν|n+m, t〉|2. (47)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî |〈X,µ, ν|n, t〉|2 = Mα=0,n(X,µ, ν, t), ñ ïîìîùüþ

óðàâíåíèÿ (41) íàõîäèì

MTm(X,µ, ν, t) =
(1− e−1/T )m+1

√
π m! 2m |µε+ νε̇|

e−X
2/|µε+νε̇|2

×
∞∑
n=0

e−n/T

n! 2n

∣∣∣∣∣Hn+m

{
Xε

|ε|(µε+ νε̇)

(
|ε|2(µε+ νε̇)

ε2(µε∗ + νε̇∗)

)1/2
}∣∣∣∣∣

2

. (48)

Äëÿ ñòàöèîíàðíîãî ãàìèëüòîíèàíà îïòè÷åñêàÿ òîìîãðàììà ìîæåò áûòü ïðåä-

ñòàâëåíà â âèäå

wTm(X) =
(1− e−1/T )m+1

√
π m!

e−X
2 ∂m

∂ηm

exp
(
2X2η
1+η

)
√

1− η2


η=e−1/T

. (49)

Çàêëþ÷åíèå

Òàêèì îáðàçîì, â äèññåðòàöèîííîì èññëåäîâàíèè ðåøåíû âñå ïîñòàâëåí-

íûå çàäà÷è, è òåì ñàìûì äîñòèãíóòà åãî îñíîâíàÿ öåëü.
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Ðàçâèòî âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè â òåðìèíàõ îï-

òè÷åñêîé òîìîãðàôè÷åñêîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè, èìåþùåé

ñòîëüêî æå ñòåïåíåé ñâîáîäû, ñêîëüêî è ìàòðèöà ïëîòíîñòè, è òåì ñàìûì äî-

êàçàíî, ÷òî âîçìîæíî âåðîÿòíîñòíîå ïðåäñòàâëåíèå êâàíòîâîé ìåõàíèêè áåç

âñÿêèõ äîïîëíèòåëüíûõ ïåðåìåííûõ è ñêðûòûõ ïàðàìåòðîâ, à òàêæå ïðî-

èëëþñòðèðîâàíî ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííîãî ôîðìàëèçìà íà ïðèìåðàõ êîí-

êðåòíûõ êâàíòîâûõ ñèñòåì è ñîñòîÿíèé.

Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà îïòè÷åñêèõ òîìîãðàìì, íàéäåíû ÿâíûå âûðàæå-

íèÿ äëÿ îïåðàòîðîâ è èõ äóàëüíûõ ñèìâîëîâ â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé

òîìîãðàôèè, âûâåäåíû äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå è óðàâíåíèå ñòàöèîíàðíûõ

ñîñòîÿíèé â ïðåäñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè, ïðåäñòàâëåíî óðàâíåíèå

äëÿ ïðîïàãàòîðà îïòè÷åñêîé òîìîãðàììû è íàéäåíà ñâÿçü îïòè÷åñêîãî ïðî-

ïàãàòîðà ñ êâàíòîâûì ïðîïàãàòîðîì äëÿ ìàòðèöû ïëîòíîñòè.

Èññëåäîâàíû îïòè÷åñêèå òîìîãðàììû ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèé âîäîðîäî-

ïîäîáíûõ àòîìîâ è èîíîâ.

Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ïàðàìåòðè÷åñêè âîçáóæäåííûõ êîãåðåíòíûõ ñîñòî-

ÿíèé ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè, ÷åòíûõ/íå÷åòíûõ ñîñòîÿíèé ñ äîáàâëåííû-

ìè ôîòîíàìè, à òàêæå òåìïåðàòóðíûõ ñîñòîÿíèé ñ äîáàâëåííûìè ôîòîíàìè;

ïðåäëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå òåñòîâûå âûðàæåíèÿ äëÿ îöåíêè òî÷íîñòè ïî-

ëó÷àåìûõ â êâàíòîâî-îïòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ òîìîãðàìì ñîñòîÿíèé.

Ðàçâèòî îáîáùåíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ íà ñëó÷àé ðåëÿòèâèñò-

ñêèõ êâàíòîâûõ ñèñòåì. Íàéäåíî ðåëÿòèâèñòñêîå óðàâíåíèå Ëèóâèëëÿ â ïðåä-

ñòàâëåíèè îïòè÷åñêîé òîìîãðàôèè è äèíàìè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ îïòè÷åñêîé

òîìîãðàììû ñëàáî-ðåëÿòèâèñòñêîé áåññïèíîâîé êâàíòîâîé ÷àñòèöû â äîñòà-

òî÷íî ñëàáûõ ïîëÿõ.
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