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Общая характеристика работы

Актуальность темы

Диссертация посвящена новому взгляду на пертурбативное исследование корреляторов в

топологической теории Черна–Саймонса с калибровочной группой SU(N) [1—3] с действием

SCS[A] =
κ

4π

∫
S3

tr
(
A ∧ dA+

2

3
A ∧ A ∧ A

)
. (1)

Трехмерная теория Черна–Саймонса заслуживает внимания по нескольким причинам. Но

особенно она интересна своими калибровочно-инвариантными наблюдаемыми – петелями

Вильсона, широко известными как цветные полиномы узлов ХОМФЛИ:

HK
R(q, a) =

1

qdim(R)

〈
trR P exp

(∮
K
A

)〉
CS

. (2)

Цветные полиномы ХОМФЛИ «раскрашены» представлением R алгебры slN , а контуром

интегрирования является узел K. Удивительно, но такие средние действительно оказывают-

ся аналитическими выражениями: полиномами Лорана по переменным q = exp
(

2πi
κ+N

)
= eℏ и

a = qN . Считается, что операторы петель Вильсона управляют одним из самых интригующих

физических явлений, таким как конфайнмент кварков в КХД [4]. Теория Черна–Саймонса

может сыграть роль промежуточного шага к полному пониманию физики наблюдаемых пе-

тель Вильсона в квантовых теориях поля.

О теории Черна–Саймонса уже многое известно благодаря ее связи с различными разде-

лами современной математической и теоретической физики: квантовыми калибровочными

моделями [5], двумерными конформными теориями Весса-Зумино-Виттена [6], топологиче-

скими струнами [7, 8] и теорией узлов [9—11]. Эти связи и тот факт, что теория является

топологической1, предоставляют методы и алгоритмы для точного вычисления любого кор-

релятора петли Вильсона. Существует несколько мощных вычислительных методов, однако

результаты получены только для некоторых узлов и представлений.

В диссертации мы изучаем [12] теоретико-групповые составляющие пертурбативного раз-
1Под топологической теорией мы понимаем, что ее действие не зависит от метрики.
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ложения по ℏ2 петель Вильсона – групповые факторы GR
n,m:

HK
R =

∞∑
n=0

(∑
m

VK
n,m GR

n,m

)
ℏn . (3)

Зависящие от узла части VK
n,m называются инвариантами Васильева. До настоящего вре-

мени было известно явное описание групповых факторов только до 6-го порядка по n для

фундаментального и симметрического (с диаграммой Юнга [2]) представлений slN [13], а так-

же для любых представлений sl2 [14]. Вычислительная сложность резко возрастает по мере

увеличения размера представления. Сложность ограничивает количество доступных резуль-

татов, что делает внутреннюю структуру цветных полиномов ХОМФЛИ в целом скрытой на

данный момент. В диссертации представлен конкретный алгоритм вычисления групповых

факторов полинома ХОМФЛИ в любом порядке и в любом неприводимом конечномерном

представлении. Полученные выражения для групповой структуры позволяют найти целый

ряд следствий для квантовых инвариантов узлов.

Групповые факторы появляются не только в теории Черна–Саймонса, они возникают в

любой неабелевой калибровочной теории (см., например, [15]). Групповые факторы являют-

ся естественными компонентами пертурбативных вычислений, в том числе в таких важных

примерах, как расчет высших петлевых поправок к бета-функции КХД [16, 17], теорию пе-

ренормировок в модели Черна–Саймонса [18], корреляторы в БФ модели [19] и недавние

работы по N = 4 суперсимметричной теории Янга-Миллса [20, 21].

С математической точки зрения цветные полиномы ХОМФЛИ интересно изучать, так

как существует гипотеза, что они являются полными инвариантами узлов и зацеплений. Это

означает, что для любых двух различных узлов K1 и K2 существует неприводимое пред-

ставление R алгебры slN такое, что HK1
R ̸= HK2

R . На практике наиболее сложными случаями

являются узлы-мутанты [22, 23], для которых полиномы ХОМФЛИ не различаются для

неприводимых представлений без вырождений, т.е. для представлений, ассоциированных с

прямоугольными диаграммами Юнга [24]. Чем нетривиальнее представление, тем лучше по-

линомы ХОМФЛИ различают узлы.

Еще одной важной темой исследований в диссертации является изучение одного из стро-

ительных блоков квантовых инвариантов узлов – квантовых 6j-символов. Коэффициенты

Рака или 6j-символы задают изоморфизм между двумя различными слияниями (двумя есте-

ственными базисами) в тензорном произведении трех представлений. Коэффициенты Рака

являются распространенными объектами в теоретической и математической физике в связи
2Из цветного полинома ХОМФЛИ разложение по ℏ получается подстановкой q = eℏ и a = eNℏ, где N

соответствует рангу алгебры slN , и последующим разложением экспонент в ряд.
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с разложением тензорных произведений представлений. Для эффективного решения подоб-

ных задач необходимо глубоко понимать внутреннюю структуру коэффициентов Рака и их

аналитическую зависимость от параметров.

Коэффициенты Рака возникают уже в задаче сложения трех угловых моментов в кванто-

вой механике [25]. Они являются элементами матрицы перехода между двумя базисами, со-

ответствующими разному порядку сложения моментов. Существует огромный список физи-

ческих применений 6j-символов: они фигурируют в описании эффекта Ландау-Померанчука-

Мигдала в кварк-глюонной плазме [26], в задачах ядерной спектроскопии [27, 28], в реше-

точной калибровочной теории [29], в задачах, связанных с квантовыми состояниями уль-

трахолодных атомов щелочноземельных металлов [30], в теории полупроводников для по-

строения кубитов [31]. Более близкими к нашей теме примерами являются преобразования

конформных блоков [32, 33] и вычисление наблюдаемых в теории Черна–Саймонса методом

Решетихина–Тураева [34—38].

Коэффициенты Рака хорошо определены для конечномерных [39, 40] и некоторых бес-

конечномерных [41, 42] представлений классических групп Ли, а также для представлений

их обобщений – квантовых групп [43]. В последнем случае коэффициенты Рака называются

квантовыми. В диссертации мы рассматриваем только неприводимые конечномерные пред-

ставления квантовой универсальной обертывающей Uq(slN).

Оказывается, что коэффициенты Рака однозначно определяются нормированными соб-

ственными значениями соответствующих R-матриц3. Это утверждение называется гипотезой

о собственных значениях. Таким образом, два коэффициента Рака равны, если собственные

значения R-матриц совпадают. Гипотеза была предложена в [44] для случая узла и далее

обобщена на случай зацепления в [45].

Гипотезу о собственных значениях можно сформулировать только для квантовой груп-

пы, поскольку в классическом случае q = 1 R-матрицы сводятся к матрицам перестановок,

имеющей всего 2 различных собственных значения ±1. Однако следствия гипотезы о соб-

ственных значениях справедливы и для классического случая, имеющего большое значение

в физике.

Гипотеза о собственных значениях доказана для случая Uq(sl2) в [46]. Хотя доказательств
3R-матрицы Ri, i = 1, . . . ,m определяют представление группы кос Артина Bm на m нитях:

π : Bm → End (VR1
⊗ . . .⊗ VRm

) ,

π (σi) = Ri ,
(4)

где σ1, . . . , σm−1 – генераторы группы кос Bm.
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для ранга N > 2 нет, в некоторых случаях гипотеза проверялась. В случае без вырождений

существуют точные выражения для коэффициентов Рака через собственные значения R-

матрицы для матриц размером до 5 × 5 [44] и 6 × 6 [47] для случая трехнитевого узла,

сначала для матриц размера до 3× 3 для случая трехнитевого зацепления [45] и для матриц

размера до 5× 5 для случая 4-нитевого зацепления [48]. Ситуация значительно усложняется

при наличии кратностей, но даже в этом случае, когда матрицы Рака можно сделать блочно-

диагональными, эти блоки также удовлетворяют гипотезе о собственных значениях [49].

Гипотеза о собственных значениях имеет множество важных приложений. В диссертации

мы использовали ее, чтобы найти классы симметрий коэффициентов Рака [50] и кванто-

вых инвариантов узлов. Однако явные симметрии 6j-символов приведены только для сим-

метрических и сопряженных им представлений [46, 51]. Еще одним интересным следствием

является связь данной гипотезы со свойством однокрюкового масштабирования цветного

многочлена Александе́ра4 [52], которое связывает эти многочлены для однокрюковых и фун-

даментального представлений.

Мы исследовали симметрию квантовых 6j-символов, справедливую для случаев представ-

лений с кратностями [53]. Ее наличие влечет несколько важных следствий. В частности, ее

независимые подтверждения служат свидетельством в пользу справедливости гипотезы о

собственных значениях.

Степень разработанности темы

Ранее явное описание групповых факторов цветных полиномов ХОМФЛИ было предъ-

явлено только до 6-го порядка пертурбативного разложения для фундаментального и сим-

метрического (с диаграммой Юнга [2]) представлений slN в работе [13], а также для любых

sl2 представлений [14]. Позднее в статье [54] была обнаружена симметрия «тяни-крюк» цвет-

ного полинома Александера (N = 0), что позволило исследовать его групповую структуру.

Аналитического или комбинаторного способа описания групповых факторов цветных поли-

номов ХОМФЛИ для любой алгебры slN , любого порядка пертурбативного разложения и

произвольного представления R до работ автора диссретации не существовало.

Инварианты Васильева5 эффективно вычисляются с помощью пертурбативных разло-

жений цветных полиномов ХОМФЛИ или Кауфмана6. Для выполнения таких вычислений,
4Цветной полином Александера – частный случай цветного полинома ХОМФЛИ для a = 1.
5Напомним, что инварианты Васильева – зависящие от узла коэффициенты при соответствующих груп-

повых факторах в пертурбативном разложении цветного полинома ХОМФЛИ (3).
6Цветной полином Кауфмана – петля Вильсона в трехмерной теории Черна–Саймонса с калибровочной

группой SO(N).
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во-первых, используются многочлены узлов в различных (достаточно больших) представ-

лениях (посчитаны ранее), а во-вторых, явный вид соответствующих групповых факторов

(получено диссертантом и соавторами в [12, 55]). Явный вид групповых факторов поли-

номов ХОМФЛИ высших порядков ранее был неизвестен, так что инварианты Васильева

были получены только до 6-го порядка [56]. Представленный в диссертации результат [12,

55] позволяет вычислять инварианты Васильева выше 6-го порядка, что в некоторых случаях

имеет решающее значение; например, узлы-мутанты [22—24] имеют одинаковые инварианты

Васильева до 10-го порядка.

Считается, что множество всех инвариантов Васильева является полным инвариантом

узла; т.е. можно различить любые два узла, зная для них наборы инвариантов Васильева.

Однако, как показал П. Вожель [57], не все инварианты Васильева могут быть получены из

одного лишь полинома ХОМФЛИ. Таким образом, возникает проблема обобщения групповых

факторов ХОМФЛИ на все простые алгебры Ли с помощью параметризации Вожеля. Полу-

чающиеся полиномы называются универсальными полиномами узлов. Решение этой задачи

позволит ответить на вопрос, можно ли получить из универсальных полиномов все инва-

рианты Васильева. Универсальные полиномы узлов для 2- и 3-нитевых торических узлов в

присоединенном представлении были построены в работе [58].

С помощью полученных в диссертации выражений для групповых факторов цветных

полиномов ХОМФЛИ [12], мы также исследуем свойства частных случаев полинома ХОМ-

ФЛИ [12] – цветных полиномов Александера и Джонса. Для цветных полиномов Джон-

са7 q-голономность (наличие определенных q-разностных уравнений на них) была доказана

Ставросом Гаруфалидисом и Тханг Ле в [59]. Позже была доказана и q-голономность цвет-

ных полиномов ХОМФЛИ [60]. Однако в случае произвольного представления нет алгоритма

вычисления рекурсивных соотношений на цветные полиномы ХОМФЛИ8, а в известных слу-

чаях эти вычисления представляют трудности. Более того, подобные рекурсивные соотноше-

ния в принципе неизвестны для несимметрических представлений. В диссертации предложен

явный метод нахождения таких соотношений и применяем его к случаю полиномов Джонса

в симметрических представлениях для торических узлов T [2, 2k + 1].

Наиболее известное соотношение для цветного полинома Александера – скейлинговое со-
7Цветной полином Джонса – частный случай цветного полинома ХОМФЛИ для a = q2.
8В случае симметрических представлений рекурсивное соотношение на полином ХОМФЛИ можно пере-

писать как действие полинома от двух операторов на полином ХОМФЛИ в фиксированном представлении.

Этот полином называется квантовым A-полиномом и также является инвариантом узла. Его классический

предел (q = 1) задает спектральную кривую теории Черна–Саймонса.
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отношение, связывающее полиномы Александера в однокрюковом и фундаментальном пред-

ставлениях [61]. Интересно, что это соотношение связывает групповые факторы полинома

Александера с дисперсионными соотношениями на односолитонную тау-функцию иерархии

Кадомцева-Петвиашвилли [62, 63]. Однако обобщения на большее число крюков до сих пор

не были исследованы. Предположительно такие скейлинговые соотношения также могут да-

вать неожиданные связи с интегрируемыми или же не интегрируемыми иерархиями.

Альтернативой пертурбативного разложения (3) является дифференциальное разложе-

ние. Дифференциальное разложение9 (ДР) полинома ХОМФЛИ в симметрических пред-

ставлениях для узла-восьмерки 41 было представлено в [61]:

H41
[r] =

r∑
j=0

[r]!

[j]![r − j]!
FK
[j](a, q)

j−1∏
i=0

{aqr+i}{aqi−1} (5)

с полиномами Лорана FK
[j](a, q). Здесь {x} := x−x−1 и [n] := {qn}/{q}. ДР также известно под

названием циклотомическое разложение [64—67]. В общем случае разложение слабее [68]:

HK
[r] =

r∑
j=0

[r]!

[j]![r − j]!
GK

[j](a, q){a/q}
j−1∏
i=0

{aqr+i} . (6)

Это ДР выводится из теории представлений, и в нем стоит полином GK
[j], а не FK

[j] (5). Дефект

[68] характеризует дополнительную факторизацию полиномов GK
[j] в сторону FK

[j]. Дефект

дифференциального разложения все еще плохо изучен. Недавно была выдвинута гипотеза

о сохранении дефекта при антипараллельной эволюции узла и о линейном росте дефекта

при параллельной эволюции [69]. Однако, как показано в нашей работе [70], гипотеза тре-

бует более аккуратной формулировки. Мы также доказываем гипотезу [68] о связи дефекта

дифференциального разложения со степенью фундаментального полинома Александера и

получаем несколько важных следствий из этой связи [70].

Отдельное важное направление исследований – квантовые 6j-символы. Симметрии кван-

товых 6j-символов полностью описаны только для случая sl2 [43]. Соответствующая группа

симметрии S4×S3, где в контексте квантовых 6j-символов S4 называют симметрией тетраэд-

ра, а S3 обозначает симметрию Редже. Для slN , N > 2 полная группа симметрии неизвестна.

В работе [50] обсужден способ построения новых симметрий с использованием гипотезы о

собственных значениях, но явно симметрии были получены только для случаев симметриче-

ских и сопряженных им представлений в [46, 51]. В диссертации введена симметрия «тяни-

крюк», которая сохраняет коэффициенты Рака [53]. Эта симметрия имеет важное свойство.

Она выполняется для любого представления, включая случаи с вырождениями. Это первая

обнаруженная симметрия матриц Рака, которая верна вне случаев без вырождений.
9Дифференциальное разложение доказано только в случае (анти)симметрических представлений.
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Целью работы является построение методов вычисления групповой структуры кван-

товых инвариантов узлов, а также описание и исследование различных свойств квантовых

инвариантов узлов и их составляющих элементов с помощью их симметрий. Для достижения

поставленной цели необходимо было решить следующие задачи:

1) разработать методы построения групповых факторов цветных полиномов ХОМФЛИ

для произвольных представлений R алгебры slN с произвольным N ;

2) на основе полученных результатов для групповых факторов исследовать возможные

свойства квантовых инвариантов узлов, такие как скейлинговые и рекурсивные соот-

ношения для полиномов ХОМФЛИ, обобщение групповых факторов при помощи па-

раметризации Вожеля, получение инвариантов Васильева высших порядков;

3) доказать недавно сформулированную гипотезу о связи дефекта дифференциального

разложения цветного полинома ХОМФЛИ и степени фундаментального полинома Алек-

сандера; изучить множество значений коэффициентов дифференциального разложе-

ния;

4) изучить новую симметрию «тяни-крюк» квантовых 6j-символов slN , применимую для

любых представлений, включая случаи с кратностями; изучить следствия этой симмет-

рии.

Научная новизна

Все представленные к защите результаты являются оригинальными и новыми разработ-

ками автора диссертации. Результаты опубликованы в ведущих российских и зарубежных

журналах, докладывались на конференциях, включая международные. Работы известны в

научном сообществе и цитируются в работах других авторов.

Практическая и научная ценность

Теория Черна–Саймонса является простейшим примером трехмерной квантовой теории

поля, и ее полное решение для произвольного представления калибровочной группы и уз-

ла приведет к значительному прогрессу в теоретической физике, подобному решению кон-

формных теорий поля как простейших примеров двумерных квантовых теорий поля. В ходе

исследований мы вплотную подошли к окончательному и исчерпывающему описанию груп-

повой структуры петель Вильсона в теории Черна–Саймонса – цветных полиномов ХОМ-

ФЛИ. Кроме того, мы начали работу над обобщением найденной групповой структуры на
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любую простую алгебру Ли, что позволит лучше понять целый спектр квантовых теорий по-

ля. В частности, с точки зрения квантовой теории поля средние от петель Вильсона важны,

поскольку вполне вероятно, что 4d-конфайнмент наиболее естественно объясняется в этих

терминах. Таким образом, результаты работы имеют большую теоретическую значимость

для исследований квантовых теорий поля.

Кроме того, теория Черна–Саймонса имеет конкретные физические приложения. Напри-

мер, она предположительно описывает состояния в дробном квантовом эффекте Холла. Бо-

лее того, теория Черна–Саймонса является одной из наиболее общих топологических кван-

товых теорий поля в 2+1 измерениях, поэтому она может служить эффективной теорией для

двумерных материалов, допускающих топологические возбуждения – анионы. Топологиче-

ская природа анионов делает их эволюцию устойчивой по отношению к возмущениям, что

дает потенциальную возможность построения квантового компьютера, устойчивого к шумам.

Также теория Черна–Саймонса имеет приложения и в математике: недавно была установ-

лена ее связь с классической проблемой построения инвариантов трехмерных многообразий.

Таким образом, наши результаты могут иметь приложения как к смежным разделам теоре-

тической и математической физики и математики, так и практические приложения в виде

изучения свойств особых материалов и даже построения эффективного квантового компью-

тера.

Методология и методы диссертационного исследования

Результаты, представленные в диссертации, получены c помощью аналитических и чис-

ленных вычислений. Для исследования групповой структуры пертурбативного петлевого

разложения вильсоновских операторов использовались методы теории групп и конструкция

интеграла Концевича, связанная с алгеброй хордовых диаграмм и алгеброй диаграмм Якоби

(и переходящая в цветной полином ХОМФЛИ при помощи отображения весовой системы).

Для описания групповых факторов полинома ХОМФЛИ широко использовался подход нало-

жения ограничений на групповую структуру, приходящих из конкретных симметрий цветно-

го полинома ХОМФЛИ. Для вычисления инвариантов Васильева высших порядков исполь-

зовалось пертурбативное разложение цветных полиномов ХОМФЛИ. Вопрос о различении

инвариантов Васильева весовыми системами простых алгебр Ли исследовался методом пара-

метризации П. Вожеля. Вычисление квантового A-полинома для симметрического полинома

Джонса для торических узлов T [2, 2k + 1] основано на теореме о q-голономности полинома

Джонса. Получение свойств полиномов Александера также было проведено с использовани-

ем теоретико-групповых соображений. Свойства дефекта цветного полинома ХОМФЛИ были
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исследованы при помощи дифференциального разложения, следующего из теории представ-

лений и соответствующих симметрий полинома ХОМФЛИ. Для исследования симметрии

«тяни-крюк» квантовых 6j-символов было использовано описание квантовых инвариантов

узлов через методы теории интегрируемых систем (R-матричный подход к описанию пред-

ставлений группы кос), а также гипотеза о собственных значениях.

Положения, выносимые на защиту диссертации

• Метод построения групповых факторов цветных полиномов ХОМФЛИ в любом по-

рядке пертурбативного разложения с использованием соображений симметрии. Ана-

литические формулы для мультипликативного базиса групповой структуры полинома

ХОМФЛИ для алгебры slN любого ранга и для ее произвольного представления R; сами

групповые факторы вплоть до 13-го уровня пертурбативного разложения. Гипотеза о

том, что групповая структура цветных полиномов ХОМФЛИ полностью определяется

известными для них симметриями.

• Получение инвариантов Васильева выше 6-го порядка из квантовых инвариантов узлов

с использованием найденного базиса групповых факторов. Явное вычисление инвари-

антов Васильева узла 31 до 11-го порядка включительно и узла 52 до 10-го порядка

включительно.

• Нахождение двух групповых факторов на шестом уровне, неразличимых весовыми си-

стемами всех простых алгебр Ли с использованием параметризации П. Вожеля.

• Новый метод нахождения рекурсивных соотношений для цветных полиномов ХОМ-

ФЛИ, что эквивалентно вычислению квантовых A-полиномов. Нахождение рекурсив-

ных соотношений для симметрических полиномов Джонса торических узлов T [2, 2k+1]

в качестве примера.

• Установление наличия новых симметрий цветного полинома Александера. Предъяв-

ление аналитической N -деформации четных групповых факторов цветных полиномов

Александера в групповые факторы полиномов ХОМФЛИ. Обобщение однокрюкового

скейлингового соотношения цветного полинома Александера на случай произвольного

представления.

• Доказательство гипотезы о связи дефекта дифференциального разложения цветно-

го полинома ХОМФЛИ со степенью фундаментального полинома Александера. Ис-
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следование множества значений целочисленных параметров симметрических полино-

мов Александера. Следствия для гипотезы о сохранении дефекта при антипараллель-

ной эволюции. Вычисление C-полиномов для симметрических полиномов Александера.

Соотношения на коэффициенты дифференциального разложения цветных полиномов

Александера в случае однокрюковых представлений кроме симметрических.

• Доказательство симметрии «тяни-крюк» цветных полиномов ХОМФЛИ в случае узлов.

Гипотеза о наличии симметрии «тяни-крюк» у полиномов ХОМФЛИ в случае зацепле-

ний и аргументы в ее пользу. Конкретные примеры наличия симметрии «тяни-крюк»

квантовых 6j-символов для нетривиальных случаев (для представлений с вырождени-

ями), что подтверждает гипотезу о собственных значениях.

Степень достоверности полученных результатов обеспечивается обоснованностью при-

меняемых методов исследования и их сравнением с другими подходами, а также публикаци-

ями в престижных международных журналах со строгой рецензионной политикой. Резуль-

таты диссертации согласуются с результатами по теме исследований, полученными другими

авторами.

Апробация диссертации

Результаты диссертации докладывались на теоретических семинарах ККТЭФ (ранее –

ИТЭФ) НИЦ Курчатовский институт, лаборатории математической и теоретической физи-

ки МФТИ и кафедры теоретической физики МФТИ, а также на следующих конференциях:

Молодежная конференция по теоретической и экспериментальной физике (ИТЭФ, Москва,

2020, 2021 гг.); XVIII International Conference on Symmetry Methods in Physics (Ереван, Ар-

мения, 2022 г.); UK-QFT XI (Кембриджский университет, Великобритания, 2023 г.); десятая

школа-конференция «Алгебры Ли, алгебраические группы и теория инвариантов» (МИАН

и НИУ ВШЭ, Москва, 2023 г.); 65-я Всероссийская научная конференция МФТИ (МФТИ,

2023 г.); International conference “Quantum Field theory and gravity” (ТГПУ, Томск, 2023 г.).

Личный вклад

Все результаты, включенные в диссертацию, получены лично соискателем или при его

прямом участии. Соискатель принимал непосредственное участие в выполнении всех работ

и написании текстов всех публикаций. Имена соавторов указаны в соответствующих публи-

кациях.
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Публикации

По материалам диссертации опубликованы 3 научные работы в рецензируемых журналах.

Структура и объем диссертации

Диссертация включает в себя введение, пять глав основного текста и заключение. Об-

щий объем диссертации составляет 135 страниц, включая 17 рисунков и 12 таблиц. Список

литературы содержит 165 ссылок.

Содержание диссертации

Во Введении (глава 1) дана общая характеристика диссертационной работы, обосно-

вана актуальность темы, описаны поставленные задачи.

В главе 2 обсуждаются три эквивалентных способа определения цветного полинома

ХОМФЛИ HK
R(q, a), которые мы будем использовать в ходе наших исследований. Также

вводятся основные изучаемые объекты, из которых строятся квантовые инварианты узлов:

групповые факторы, инварианты Васильева, R-матрицы, 6j-символы и т.д.

• Первое определение физическое, так как связывает квантовые полиномы узла с петлями

Вильсона трехмерной теории Черна–Саймонса:

HK
R (q, a) =

〈
trR P exp

(∮
K
A

)〉
CS

, (7)

где действие Черна–Саймонса задается выражением

SCS[A] =
κ

4π

∫
S3

tr
(
A ∧ dA+

2

3
A ∧ A ∧ A

)
. (8)

Контуром в петле Вильсона является узел K, а R – представление алгебры slN , соответству-

ющее калибровочной группе SU(N). Также вводится нормированный полином ХОМФЛИ:

HK
R =

HK
R

H◦
R

, (9)

где в знаменателе контуром интегрирования в петле Вильсона служит незаузленная окруж-

ность – тривиальный узел. Оказывается, что ответом для (9) является полином от двух

переменных q и a, параметризованный следующим образом:

q = eℏ, a = eNℏ, ℏ :=
2πi

κ+N
. (10)

13



Пертурбативное разложение по ℏ цветного полинома ХОМФЛИ имеет следующую структу-

ру:

HK
R =

∞∑
n=0

∮
dx1

∫
dx2...

∫
dxn⟨Aa1(x1)A

a2(x2)...A
an(xn) ⟩ tr R(Ta1Ta2 ...Tan) ℏn

=
∞∑
n=0

(
dimGn∑
m=1

VK
n,m GR

n,m

)
ℏn,

(11)

где dimGn – число линейно независимых GR
n,m в каждом порядке n. Основное свойство пер-

турбативного разложения (11) состоит в том, что зависимости от узла и от представления

разделяются. Функции VK
n,m, зависящие от узла, называются инвариантами Васильева. За-

висящие от представления функции GR
n,m называются групповыми факторами.

Согласно (11), групповые факторы вычисляются как следы от произведений генераторов

slN в конкретном представлении R. Можно показать, что такое произведение генераторов

всегда лежит в центре универсальной обертывающей ZU(slN). Прямое вычисление группо-

вых факторов очень трудоемко, и его сложность быстро растет с ростом порядка n пертур-

бативного разложения и с усложением представления R. Более того, вычисления приходится

проводить отдельно для каждой алгебры slN и представления R. Мы хотим привести более

простой и унифицированный метод вычисления групповых факторов в любом порядке n,

используя соображения симметрии.

• Второе определение полинома ХОМФЛИ математическое и связывает его с абстрактной

алгеброй хордовых диаграмм D с помощью линейного отображения, называемого весовой

системой алгебры Ли, ассоциированной с представлением R:

φR
slN

(Dn,m) = GR
n,m , Dn,m ∈ D . (12)

Таким образом, если рассмотреть так называемый интеграл Концевича

IK =
∞∑
n=0

(∑
m

VK
n,m Dn,m

)
ℏn, (13)

то по линейности весовая система φR
slN

переведет его в полином ХОМФЛИ:

φR
slN

(
IK
)
= HK

R(q, a) . (14)

Пространство хордовых диаграмм D имеет естественную градуировку по количеству хорд

D =
⊕

n Dn. Удобно ввести фильтрацию по числу образующих slN в центре универсальной

обертывающей алгебры ZU(slN):

Z2 ⊂ Z3 ⊂ Z4 ⊂ · · · ⊂ ZU(slN) , (15)
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где Zk состоит из произведений не более чем 2k образующих. Таким образом, описание груп-

повой структуры полиномов ХОМФЛИ с математической точки зрения эквивалентно опи-

санию вложений φslN (Dn) ⊂ Zn.

• Третье определение полинома ХОМФЛИ тоже математическое и опирается на понятие

квантовой универсальной обертывающей Uq(slN) и следующие две теоремы. Любое зацепле-

ние можно представить в виде замыкания соответствующей косы. R-матрицы Ri, i = 1, . . . ,m

определяют представление группы кос Артина Bm на m нитях:

π : Bm → End (VR1 ⊗ . . .⊗ VRm) ,

π (σi) = Ri ,
(16)

где σ1, . . . , σm−1 – генераторы группы кос Bm. Пусть L – ориентированное зацепление с L

компонентами K1, . . . ,KL, раскрашенное неприводимыми конечномерными представлениями

VR1 , . . . , VRL
из Uq(slN), а βL ∈ Bm – некоторая коса из m нитей, замыкание которой дает L.

Тогда цветной полином ХОМФЛИ согласно подходу Решетихина–Тураева можно определить

как следующий квантовый инвариант зацепления L:

HL
R1,...,RL

=
1

qdim(R)
q trVR1

⊗···⊗VRm
(π (βL)) , (17)

где q tr – квантовый след, а qdim(R) – квантовая размерность представления R. Собственные

значения R-матриц известны, поэтому практический метод вычисления полиномов ХОМ-

ФЛИ через формализм Решетихина–Тураева состоит в диагонализации соответствующих

R-матриц при помощи матриц Рака или же их нормированных элементов – 6j-символов.

В главе 3 изучаются определенные во второй главе вложения φslN (Dn) ⊂ Zn при помощи

наложения ограничений, приходящих из симметрий цветных полиномов ХОМФЛИ. Иными

словами, вводится метод построения групповых факторов цветных полиномов ХОМФЛИ,

универсальный для всех алгебр slN и их представлений R. В силу того, что в групповой

структуре полиномов ХОМФЛИ стоят произведения генераторов, лежащих в ZU(slN), сами

полиномы ХОМФЛИ выражаются через собственные значения операторов Казимира slN ,

поэтому можно переписать пертурбативное разложение (11) в виде

HK
R =

∞∑
n=0

ℏn
∑
|∆|≤n

CR
∆

n−|∆|∑
m=0

(
vK∆,m

)
n
Nm , (18)

где C∆ =
∏

i C∆i
– инварианты Казимира slN , ∆ – диаграмма Юнга без единичных элемен-

тов (в ZU(slN) базисом являются N − 1 оператор Казимира Ĉ2, Ĉ3, ..., ĈN);
(
vK∆,m

)
n

также

являются инвариантами Васильева и представляют собой линейные комбинации Vn,m (11).
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Предел суммирования по m в (18) диктуется ограничениями, которые следуют из известных

симметрий полинома ХОМФЛИ.

Мы нашли аналитическую формулу для инвариантов Казимира slN , справедливую для

любого N и представления R:

CR
n =

n∑
m=0

(−1)n−m

Nm

(
n

m

)((
CR

n−m + θNn−m

) (
CR

1 + θN1
)m − θNn−m

(
θN1
)m)

, (19)

где θNk =
N∑
i=1

(
−i+ 1

2

)k. Здесь мы использовали вложение ZU(slN) ⊂ ZU(gl∞), и CR
k – инва-

рианты Казимира ZU(gl∞):

CR
k =

∞∑
i=1

(Ri − i+ 1/2)k − (−i+ 1/2)k . (20)

Заметим, что эта сумма конечна для любой конечной диаграммы Юнга R (Ri = 0 для

достаточно больших i).

Однако, инварианты Казимира slN (19) сингулярны при N → 0. В то же время, разло-

жение (18) должно быть регулярно, так как при N = 0 оно должно давать цветной полином

Александера. Соображения симметрии и условие конечности (18) при N = 0 диктуют сле-

дующий мультипликативный базис для полиномов ХОМФЛИ:

CR
[2n] :=

2n∑
k=1

(−1)k
Ck (C2n−k + 2θ2n−k)

2 · k!(2n− k)!
. (21)

Регуляризацию каждого CR
2n1+1CR

2n2+1 приходится выполнять отдельно, однако мы предъяв-

ляем конкретный алгоритм, дающий в малых порядках:

CR
[3,3] :=

1

N

(
8 C3

[2] +
1
4
N4C2

3

N2
− C2

[2] − 12 C[2]C[4]

)
,

CR
[5,3] :=

1

N3

(
1
16
C5C3N6 − 8 C4

[2]

N2
+

4

3
C3
[2] + 36 C[4]C2

[2]

)
−

2 C[2]C[3,3]
N2

−

− 1

N

(
10

3
C3
[2] −

C2
[2]

24
− 4 C[4]C[2] − 30 C[6]C[2] − 24 C2

[4]

)
.

(22)

Два типа функций CR
[2n] и CR

[2n1+1,2n2+1] мультипликативно порождают все элементы Казими-

ра, входящие в пертурбативное разложение в качестве групповых факторов полинома ХОМ-

ФЛИ. Эти инварианты Казимира мы обозначаем через C∆ (18), например, C[3,3,2] = C[3,3]C[2].

Далее в главе 3 мы приводим результаты вычисления на компьютере групповых факто-

ров вплоть до 13 порядка и приходим к гипотезе, что групповая структура цветных полино-

мов ХОМФЛИ полностью определяется их известными симметриями.
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В главе 4 мы переходим к выводу важных следствий из полученной в предыдущей главе

групповой структуры полиномов ХОМФЛИ. Перечислим их кратко ниже.

• Ранее групповые факторы цветных полиномов ХОМФЛИ вычислялись посредством

применения весовой системы, ассоциированной с представлением R, к соответствующим хор-

довым диаграммам (12). Сложность данного алгоритма быстро растет с повышением поряд-

ка хордовой диаграммы, и вычисления были проделан только вплоть до 6-го порядка. Так

как практически инварианты Васильева вычисляются именно через пертурбативное разло-

жение (11), то и они до недавних пор были известны только до 6-го порядка включительно.

Теперь мы можем выписать новый базис групповых факторов (18) в любом порядке

пертурбативного разложения. Соответственно, если мы знаем достаточно много полиномов

ХОМФЛИ в разных представлениях для фиксированного узла, то из полученной системы

линейных уравнений мы можем найти и все инварианты Васильева данного узла фиксиро-

ванного порядка. Мы применили данный метод для вычисления инвариантов Васильева для

узла 31 до 11 порядка включительно и для узла 52 до 10 порядка включительно.

• Однако, еще из вычисления групповых факторов полинома ХОМФЛИ видно, что не все

инварианты Васильева можно извлечь из его пертурбативного разложения. Уже на 6 уровне

появляются два совпадающих групповых фактора:

G6,2 = G6,3 . (23)

Оказывается, что это равенство обобщается на любую простую алгебру Ли с помощью вве-

дения параметров Вожеля. Но эти групповые факторы не являются примарными, то есть

разлагаются в произведения групповых факторов предыдущих порядков. Поэтому и соот-

ветствующие инварианты Васильева тоже можно различить.

Однако начиная с 8 уровня весовая система φslN перестает различать примарные груп-

повые факторы, поэтому мы не можем получить все примарные инварианты Васильева из

пертурбативного разложения полинома ХОМФЛИ. Интересно ответить на вопрос, весовые

системы всех ли полупростых алгебр Ли не различают примарные инварианты Васильева

начиная с 8 уровня, и в идеале при помощи параметризации Вожеля обобщить групповую

структуру полиномов ХОМФЛИ на любую полупростую алгебру Ли. Эти вопросы остаются

для следующих исследований.

• Другим важным следствием полученной групповой структуры полиномов ХОМФЛИ,

представленным в главе 4, является доказательство недавно открытой симметрии цветных

полиномов узлов ХОМФЛИ – симметрии "тяни-крюк" . Она следует из совпадения действий

трансляций и преобразования "тяни-крюк" на инварианты Казимира gl∞ и из условия транс-
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ляционной инвариантности инварианты Казимира slN , составляющих групповые факторы

цветных полиномов ХОМФЛИ.

• Также в главе 4 предъявлен метод нахождения рекурсивных соотношений на цвет-

ные полиномы ХОМФЛИ. Они интересны тем, что из них можно получить так называемые

квантовые A-полиномы, которые сами являются инвариантами узла и классический предел

которых задают спектральную кривую в теории Черна–Саймонса. Описанный в данной гла-

ве метод применен к нахождению рекурсивных соотношений для симметрических полиномов

Джонса для торических узлов T [2, 2k + 1]:

q(q2r+1 − q−2r−1)Jr+1 + (q−2r(2k+1)−6k−2(q2r+1 − q−2r−1)−

− q−2k(q2r+3 − q−2r−3))Jr + (q−4r(k+1)−4(k+1) − q−4kr−4k+2)Jr−1 = 0 ,
(24)

Наоборот, зная эти соотношения, можно найти уравнения на инварианты Васильева или на

групповые факторы. Инварианты Васильева младших порядков полностью определяются и

совпадают с уже известными ответами для торических узлов.

• И наконец, мы получаем несколько следствий для цветных полиномов Александера –

полиномов ХОМФЛИ при a = 1. Во-первых, мы устанавливаем наличие еще не открытой

симметрии для полинома Александера, следующей из ограничений на групповую структу-

ру, получаемых из симметрии сопряжения полинома ХОМФЛИ. Эта симметрия не имеет

прямого аналога для случая N = 0, поэтому конкретный вид симметрии, накладывающей

известные ограничения на полином Александера, еще предстоит найти.

Во-вторых, мы исследовали обратные правила, т.е. N -деформацию полиномов Алексан-

дера к полиномам ХОМФЛИ:

AK
R (q)

N

−−−−→
rules

HK
R

(
q, qN

)
. (25)

А именно, мы нашли аналитическую деформацию части групповых факторов полинома

Александера, которая переводит их в групповые факторы полинома ХОМФЛИ C[2n].

В третьих, для однокрюковых представлений для полинома Александера было известно

скейлинговое соотношение:

AK
R(q)−AK

[1]

(
q|R|) = 0, где R =

[
r, 1L

]
. (26)

Мы обобщили его на случай произвольного числа крюков в представлении. Оказывается, что

в таком случае красивое соотношение (26) сильно усложняется: в нем появляется бесконечное

число достаточно сложных слагаемых. Кроме того, число членов остается бесконечным для

любого количества крюков большего одного. Природа этих соотношений все еще остается

загадочной.
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В главе 5 мы исследуем свойства дифференциального разложения симметрического по-

линома ХОМФЛИ:

HK
[r] =

r∑
j=0

[r]!

[j]![r − j]!
GK

[j](a, q){a/q}
j−1∏
i=0

{aqr+i} , (27)

где GK
[j](a, q) – полиномы Лорана, {x} := x− x−1 и [n] := {qn}/{q}. Это разложение является

прямым следствием теории представлений алгебры slN .

Коэффициенты G[k] получается далее разложить на множители. Их степень факториза-

ции зависит от параметра узла δK, называемого дефектом:

GK(δ)

[s] (a, q) = GK(δ)

[s] (a, q) ·
floor( s−1

δ+1)∏
i=1

{
aqi−1

}
. (28)

Мы доказали гипотезу о том, что степень фундаментального полинома Александера равна

δ + 1. Доказательство непосредственно следует из дифференциального разложения (27) и

однокрюкового скейлингового соотношения для полинома Александера (26).

В ходе нашего анализа мы получили ряд важных следствий.

Во-первых, оказывается, что коэффициенты дифференциального разложения G[s] сим-

метрического полинома Александера полностью определяются коэффициентами дифферен-

циального разложения фундаментального полинома Александера. Из получающихся соотно-

шений можно найти так называемые квантовые C-полиномы. Оказывается, что они образуют

полный набор в случае узлов дефекта 0. Это следует из того факта, что для таких узлов в ка-

честве симметрических полиномов Александера реализуются все возможные целочисленные

полиномы Лорана по q. Для узлов больших дефектов вопрос еще не до конца исследован.

Во-вторых, мы исследовали гипотезу о сохранении дефекта. Она гласит, что дефект уз-

ла не меняется, если в нем вместо любого пересечения вставить антипараллельную косу.

На самом деле, ее формулировка требует уточнения: дефект не может увеличиваться, но

иногда может уменьшаться. Как мы установили, особенности дефекта можно детектировать

путем изменения степени полинома Александера. Мы классифицировали некоторые случаи

уменьшения дефекта и появления дополнительной факторизации коэффициентов G[s], более

сильной, чем это обусловлено стандартной формулой (28).

В-третьих, мы исследовалия соотношения между коэффициентами дифференциального

разложения в более сложном случае – несимметрических однокрюковых представлений.

В главе 6 мы обнаруживаем новую симметрию квантовых 6j-символов (и матриц Рака) –

симметрию «тяни-крюк». Введем преобразование «тяни-крюк» в терминах диаграмм Юнга.

Диаграмма Юнга помещается внутрь подходящего толстого крюка (K+M |M) для некоторых
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целых чисел K и M . Введем следующие обозначения: первые K строк параметризуем их

длиной Ri, i = 1, . . . , K, остальные строки параметризуем переменными αi = Ri− (i−K)+1,

βi = R′
i−K − i+1, i = K +1, . . . , K +M . Преобразование «тяни-крюк» T

(K+M |M)
ϵ преобразует

диаграмму Юнга внутри толстого крюка:

Ri −→ Ri − ϵ ,

αi −→ αi − ϵ ,

βi −→ βi + ϵ ,

(29)

где ϵ – соответствующий сдвиг диаграммы.

Собственные значения R-матриц выражаются через квадратичные инварианты Казими-

ра Uq(slN), и как было нами показано при изучении групповой структуры цветных полиномов

ХОМФЛИ, они не меняются при преобразовании «тяни-крюк». Гипотеза о собственных зна-

чениях утверждает, что матрицы Рака равны в базисах, где R-матрицы диагональны, если

два набора нормированных собственных значений соответствующих R-матриц совпадают.

Отсюда следует, что и коэффициенты Рака должны быть инвариантны относительно преоб-

разования «тяни-крюк»:

U

 R1 R2 R12

R3 R123 R23

 = U

 Tϵ1(R1) Tϵ2(R2) Tϵ1+ϵ2(R12)

Tϵ3(R3) Tϵ1+ϵ2+ϵ3(R123) Tϵ2+ϵ3(R23)

 . (30)

Важно подчеркнуть, что симметрия «тяни-крюк» – это первая найденная симметрия матриц

Рака, которая действует на любых представлениях и работает для случаев с кратностями.

Гипотеза о собственных значениях была доказана для Uq(sl2) и в случае узлов для Uq(slN)

для матриц размером до 5× 5 без кратностей. Поэтому в этих случаях и симметрия «тяни-

крюк» для квантовых 6j-символов является доказанной.

С другой стороны, симметрия «тяни-крюк» для матриц Рака следует из одноименной

симметрии полиномов ХОМФЛИ в случае узлов. И наоборот, теперь уже для случая зацеп-

лений полиномы ХОМФЛИ (17) состоят из квантовых размерностей и собственных значе-

ний R-матриц, которые инвариантны относительно преобразования «тяни-крюк». А матри-

цы Рака оказываются инвариантными относительно этого преобразования согласно гипотезе

о собственных значениях. Таким образом, все структурные элементы полинома ХОМФЛИ

инвариантны относительно симметрии «тяни-крюк», и мы можем констатировать, что она

выполняется и для случая зацеплений – для которого она даже не была сформулирована.

И наконец, в качестве подтверждения наличия симметрии «тяни-крюк» у квантовых 6j-

символов мы приводим крайне нетривиальные примеры ее выполнения для случаев пред-

ставлений с кратностями. А именно мы рассматриваем случай R = [3, 2] → T
(2|1)
1 ([3, 2]) =
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[2, 1, 1] = [3, 1]′. Среди всех получившихся диаграмм Юнга R123 есть четыре нетривиальные

матрицы с кратностями, которые в сумме дают 99 6j-символов:

1) V[7,5,1,1,1] ∈ V ⊗3
[3,2] → V[8,2,1,1]′ ∈ V ⊗3

[3,1]′ ;

2) V[8,5,1,1] ∈ V ⊗3
[3,2] → V[7,2,1,1,1]′ ∈ V ⊗3

[3,1]′ ;

3) V[8,6,1] ∈ V ⊗3
[3,2] → V[6,2,2,1,1]′ ∈ V ⊗3

[3,1]′ ;

4) V[7,6,1,1] ∈ V ⊗3
[3,2] → V[7,2,2,1]′ ∈ V ⊗3

[3,1]′ .

Во всех этих случаях существует базис, в котором соответствующие матрицы Рака равны.

В Заключении приводятся результаты работы и основные выводы.

Заключение

В ходе выполнения диссертационной работы исследовались различные свойства петель Виль-

сона в трехмерной теории Черна–Саймонса с калибровочной группой SU(N) и их составляю-

щих – квантовых 6j-символов. В рамках исследований использовались различные структуры

и свойства данных петель Вильсона, в частности, их пертурбативное и дифференциальное

разложения, а также подход Решетихина–Тураева. В данной диссертационной работе были

получены следующие результаты.

• На основе известных симметрий цветных полиномов ХОМФЛИ относительно преоб-

разований представления мы нашли аналитические формулы для мультипликативного

базиса групповой структуры полинома ХОМФЛИ для любого ранга алгебры slN и для

ее произвольного представления R. Мультипликативный базис групповых факторов со-

стоит из четных и нечетных собственных значений операторов Казимира slN . Для чет-

ных инвариантов Казимира нам удалось найти универсальную формулу, а для нечет-

ных мы предъявляем их алгоритм нахождения в произвольном порядке. В найденном

нами базисе групповых факторов мы привели метод построения групповых факторов

цветных полиномов ХОМФЛИ в любом порядке пертурбативного разложения.

• Мы также посчитали групповые факторы полиномов ХОМФЛИ на компьютере с ис-

пользованием известных значений полиномов ХОМФЛИ для разных узлов и представ-

лений вплоть до 13 уровня пертурбативного разложения. Все групповые факторы, по-

лученные нами из соображений симметрий полинома ХОМФЛИ, присутствуют в пер-

турбативном разложении полиномов ХОМФЛИ до 13 порядка включительно. Исходя
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из этого мы сформулировали гипотезу о том, что групповая структура цветных поли-

номов ХОМФЛИ полностью фиксируется известными для них симметриями.

• Так как мы предъявили универсальный метод нахождения групповых факторов по-

линомов ХОМФЛИ и предъявили их явно вплоть до 13 порядка, теперь мы можем

находить инварианты Васильева порядков выше ранее достигнутого 6 порядка. Таким

образом, мы описали метод нахождения инвариантов Васильева высших порядков с

использованием найденного базиса групповых факторов. Мы применили этот метод к

вычислению инвариантов Васильева узла 31 до 11 порядка включительно и узла 52 до

10 порядка включительно.

• В шестом порядке пертурбативного разложения цветных полиномов ХОМФЛИ совпа-

дают два групповых фактора. Иными словами, весовая система алгебры Ли slN не раз-

личает два групповых фактора на шестом уровне. С использованием параметризации

П. Вожеля мы показали, что весовая система любой простой алгебры Ли не различает

эти два групповых фактора.

• Мы предъявили новый метод нахождения рекурсивных соотношений для цветных по-

линомов ХОМФЛИ с использованием найденного нами базиса групповых факторов.

Из таких рекурсивных соотношений можно получить так называемые квантовые A-

полиномы. Мы привели конкретный пример нахождения рекурсивных соотношений

для полиномов Джонса торических узлов T [2, 2k + 1] в симметрических представлени-

ях.

• Симметрия сопряжения для цветного полинома ХОМФЛИ неприменима напрямую

к цветному полиному Александера, однако существенно ограничивает его групповую

структуру. Таким образом, мы выявили, что существует еще не открытая симметрии

цветного полинома Александера, которая так же ограничивает его групповые факторы,

как и симметрия сопряжения полинома ХОМФЛИ. Также, нам удалось найти аналити-

ческую N -деформацию четных групповых факторов цветных полиномов Александера в

групповые факторы полиномов ХОМФЛИ. Исходя из того, что полученные нами груп-

повые факторы цветных полиномов ХОМФЛИ меняются простым и универсальным

способом относительно определенного перемасштабирования представления мы смогли

обобщить однокрюковое скейлинговое соотношение цветного полинома Александера на

случай произвольного представления.

• Используя однокрюковое скейлинговое соотношение для полинома Александера и его
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дифференциальное разложение, мы доказали гипотезу о связи дефекта дифференци-

ального разложения цветного полинома ХОМФЛИ со степенью фундаментального по-

линома Александера. Мы обсудили полноту целочисленных параметров симметриче-

ских полиномов Александера. В частности, в случае дефекта-0 мы нашли, что все це-

лые значения реализуются уже для семейства твистованных узлов. Также, мы полу-

чили следствия для гипотезы о сохранении дефекта при антипараллельной эволюции.

А именно, мы классифицировали некоторые случаи понижения дефекта при антипа-

раллельной эволюции узлов. Мы вычислили C-полиномы для симметрических поли-

номов Александера. В случае узлов дефекта-0 набор данных C-полиномов является

полным. Также, мы нашли соотношения на коэффициенты дифференциального раз-

ложения цветных полиномов Александера в случае однокрюковых представлений, вне

симметрических.

• Мы исследовали первую симметрию квантовых 6j-символов, применимую для произ-

вольных представлений, включая случаи с кратностями, – симметрию "тяни-крюк" .

С одной стороны, мы показали, что эта симметрия следует из гипотезы о собственных

значениях. В некоторых случаях, в которых гипотеза о собственных значениях дока-

зана, можно считать доказанной и симметрию "тяни-крюк" квантовых 6j-символов. С

другой стороны, так как полиномы ХОМФЛИ содержат в себе квантовые 6j-символы

согласно подходу Решетихина–Тураева и мы доказали, что в случае узлов полином

ХОМФЛИ симметричен относительно преобразования "тяни-крюк" , то и квантовые

6j-символы должны наследовать данную симметрию. И наоборот, показав наличие сим-

метрии "тяни-крюк" у квантовых 6j-символов, мы выдвинули гипотезу о наличии сим-

метрии "тяни-крюк" у полиномов ХОМФЛИ, но уже в случае зацеплений. В последнем

случае эта симметрия полиномов ХОМФЛИ не была ни доказана, ни даже наблюдена.

Мы привели конкретные примеры справедливости симметрии "тяни-крюк" квантовых

6j-символов для нетривиальных случаев представлений с вырождениями. С помощью

непосредственных свидетельств в пользу симметрии "тяни-крюк" для матриц Рака,

мы получили подтверждение гипотезы о собственных значениях.
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